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V o r r e cl e. 



8^ie Berühnmgcii, in welche meine litterarifächen Arbeiten mit den Äiliei- 
len imi'srer Gcometer gekommen sind, veranliisäen micli, über die meisitgen in 
einige Eröitditingen einzugehen. 

Der Keim von allen Entwirldungen, die ich bisher im Gebiele der ana- 
lytischen Geometrie geliefert habe, ist in den Vorti-ägcn über die sechste Auf- 
la!.'e von BlOT, Essai de Geometrie analytique ^ zu suchen, mit welchen ieU 
im Sommer -Semester 1S25 meine akademische Laufbahn begann, in den Yoi- 
trai^en über dasselbe Buch, durch welches Ich selbst, einige Jahre früher, in 
jene Behandlungsweisen der Ceoraetiie, denen man in neuerer Zeit alle di« 
^rossactigen llesultate verdankt, eingeführt worden^ bin. 

Als ich damals absichtslos einige Kreise auf das Papier hinzcichncie, kisn^ 
mir aus dem Anblick der Figur die Venmithung, dass die drei gemeinschaft- 
lichen Chorden je zweier von drei gegebeneu Kreisen in demselben Puncto 
sich schneiden. Bei der Verification dieses Satzes auf analytischem Wege er- 
wartete ich auf Eliminationen -/.ix stossen, ich suchte Weitläufigkeiten auf 
und fand keine: icit kam zum Beweise dieses Satzes durch die einfachst« 
Verbindung dreier Symbole (94). In dieser Beweisführung lag zugleich die 
aUgemeiRc Theorie der gemeinschaftlichen Chorden je zweier beliebiger Kreise, 
wci! die Bedingung, das3. solche Kreise sich wirklich schneiden, auf keine 

C) 
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IV Vorrede. 

Weise in jener symbolischen Bezeichnung ausgedrückt ist. Nichts ivar hier- 
nach natürlicher als dieselbe Art der BeweisfiUming auch auf lineare Gicichun" 
gen und die allgemeine Gleichung der Linien zweiter Ordnung auszndehn«\'f* 
und hierbei durch unbestimmte Coeflicienten die allgemeine V'erbindung wd 
eher Gleichungen auszudrücken. Hier traten mir sogleich die allgenicineis 
Schemata der 383. und der 384. Nummer entgegen, und vor allem Uebrigen 
nahm der Satz, dass die Gleichungen irgend zweier Linien zweiter Ordnung, 
gleichviel ob dieselben sich schneiden oder nicht, sich immer wenigstens zu 
einer Gleichung eines Systemes von zwei reellen geraden Linien verbinden las- 
sen, meine Aufmerksamkeit in Anspruch, und war sehr geeignet, mir fiililbar zu 
machen, w'ie Symmetrie und Einfachheit der Darstellung nur iu der Allg^^- 
meinbeit zu suchen ist. 

Ans diesen Ideen ist der erste Band der „Entwicklungen" hervorgegan- 
gen: bei der Ausarbeitung desselben war mein Grundsatz, alle Eliminafion 
zu verbannen, wenigstens da, wo es sich nicht um absohitc Grössen -Bestini- 
äiäung handle. 

Um mich in dem Gebiete der Geometrie, das ich einer neuen Behaud- 
lungsweisc zu unterwerfen versuchen wollte, zu orientiven und geometrische 
Resultate zu sammeln, durchlief ich Gergo:nne's Aunalen. Hier muss ich zu- 
erst der Behandlung des APOLLONischen Problems der Tactionen durcli den 
Herausgeber erwähnen, wobei die elegante Constiuction linearer Gleichungen 
denselben zu einer Auflösung geführt hat, die alle frühem Auflösungen, wel- 
che die Proportionen - Geometrie geliefert hatte, in den Hintergrund zurück- 
drängte. Diese Art zusammengesetztere lineare Gleichungen zu construiren, 
scMoss sich genau an meine Ansichten an; das Iruchtbare Schema der 391. 
Nummer ist eine blosse Ausdehnung derselben. Aber es steht dieselbe vei-- 
einzelt da, sie setzt Vorbereitungen und Eliminationen voraus, die künstlich 
angelegt werden müssen und ihre Anwendbarkeit beschränkt sich auch dann 
noch auf wenige Fälle. Die Aufgabe war, eine allgemeine Methode auf das 
Zu Grunde liegende Princip aufzubauen, wodurch zugleich alsdann alle Eli- 
mination ausfallen musste. Dann muss ich ferner der von H. Poncelet vor- 
läufig ohne Beweis mitgetheilten Construction einer geometrischen Aufgabe 
(l, 354) Erwähnung thun, welche mich, indem ich den Beweis derselben 
suchte, zu der Theorie der Osculation führte, wie sie im S. Paragraplien des 
«weiten Abschnittes des ersten Bandes entwickelt ist. Wold nichts begünstig« 
mehr das Auffinden neuer Methoden, als der Versuch, geometrische Sätze, 
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Vorrede, v 

<lio in der Aussage einfach und symmetrisch sind, aualytisdi zu bewtjlscn. 
lu diesci' Hinsiclit Iiabe ich viel dadurch entbehrt, dass der Tratte des pi-o- 
prieies projectives des IL Poncelet mir bei der Ausarbeitung des ersten Ban- 
dea fremd blieb und die originalien Leistungen des H. Steiiser in demselben 
Gebiete erst erschienen, als jeiser Band unter der Presse war. — 

Ein zweiter Gegenstand fesselte ebenfalls meine Aufmerksamkeit schon 
im Sommer 1825. Es waren die im Detail behandelten Beweisführungen in 
der 120. — I2t., 160.,. 211. und 237, Nummer der oben genannten Schri«. 
Sie Wäiren mir bisher unbekannt geblieben, weil sie sich in den frühem Ans- 
guben noch nicht finden; sie überraschten mich damals durch ihre Neuheif. 
und kamen mir am Ende doch immer nur in Biot's vortrefflichem l-Iandbuche 
als ein Gewächs auf fremdem Boden vor. Ich fasste den allgemeinen Gedan- 
ken, dass überhaupt, wo eine mathematische Entwicklungsweise sich al« 
Kunstgriff darstelle, diess nur deshalb geschehe, weil man dieselbe noch nicht 
zur Methode erhoben und als solche eingeführt habe. Aber ich war in der 
Ausführung dieses Gedankens anfangs weniger glücklich als in der Ausführung 
des früher erwähnten. Der erste Band enthält in dieser Beziehung ni<-hts von 
Bedeutung, dagegen aber ist der ganze vorliegende zweite Band eine Frucht 
di:3 sich erst nach längerer Zeit entfaltenden Gedankens, 

In der 271. Nummer des ersten Bandes habe ich diejenige Bedingungs- 
(jlcichung entwickelt, w'clche ausdrückt, dass eine gegebene gerade Linie 
von einem Kegelschnitte berührt wird. Nachdem dieser Band bereits erscliie- 
uen war, vcranhisstc mich eine geometrische Aufgabe, von den Coefficienten 
in dieser Bedingungs - Gleichung zu den Coefficienten in der Gleichung des 
Kegelschnittes zurückzugehen. Ich fand eine vollständig reciproke Beziehung 
diwjer Coefficienten zu einander (11, 532), und das Princip der Reciprocität "), 



•) ich babe.deu Ausilrucfc , Princip Jer Reciprocifa't" als eine freie tJebersetzuiig der Poxcelet- 
sehen „theorie des polaires rtfciproques" eingeführt. H, Gercojske bedient sich des 'WorfCÄ 
^principe de duaUtd'^, und lässt in dieser BenennuDg durchblicken, tlass er die Belebungen 
ist durch dieses Princip mit einander verbundenen Sätze zu einander als eine absolute Ei- 
genschaft {piopri^te g^n^rale de Fetendiie) ansieht. Man wird nalürücli zu dieser Ansieht hinge- 
logen, wenn man zwei zusammengehörige Sätze über gerade Linien beiracbtet, von denen einer 
aus dem andern nach jenem Princip. sich ergibt, wenn man einen Kegclschnilt zu Hülfe nimmt 
und, in Beziehung auf diesen Kegelschnitt, Constroctioncn sich ausj^eführt denken muss, die 
von einer höbern Ordnung sind, als die in jenen Sätzen angezeigten. Dieser Üebelstan^ 
verschwladet zwar in der rein analytischen Theorie; aber ungeachlet dessen kann ich 
mich nicht zu der Ansicht einer absoluten Dualität bekennen, weil dieselbe bloss in den von . 
Grössen - Vergleichungen ganz unabhängigen Sätzen , bei denen H, Gergonm; ausschliesslich 
verweilt, sich bewährt. Indem wir Hiilfs- Gleichungen von hesfimmfer Form, die auch von 
höhern Graden sein können, zu Gründe legen, verknüpft das Princip der Reclprocilai 
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in So weit sich dasselbe auf Curvcn zweiter Ordnung bezieht, sdmd in sei- 
ner ganzen Wichtiglccit vor mir, sobald idi nur die beiden Constanten der 
gegebenen geraden Linie als Punct - Co ordinalen m\ä veränderlich betrachtete. 
Oiess letztere hatte ich bereits scliön gethaii, wei! mir jener früheie Gedan- 
ken immer vorschwebte, mir hatte ich statt der Constanten b imd a Äuvor 
die, Constanten q und p eingeführt (1, a72 — 274). Ich that diesfj, wie man 
«ogleich einsieht, weil die beiden Cönstantan h :;nd a nicht homogen sind; 
aber weil ich dieses that, wurde ich damals von jenem Principe abwärts ge- 
fühlt lind ein znßilüger Umstand niijssle mich erst v^ieder auf dasselbe Kuriick 
bringen. 

Nachdem ich zu dem Principe der Itcciprocitäi , iß Bcsiclmug auf Kegel- 
aclmitte, gekommen war, war es natürlich, dieselbe Vcrfahrnngsweise auch 
auf Curven einer beliebigen Ordiamg auszudehnen und dann insbesondere auch 
von Linien der aweiten zu Linien der ersten Ordnimg zuriickzugclien. Hier 
ergab sich die Deiinition des Poles einer geraden Linie, als derjenige Pimcl, 
dessen Coordinaten zwei auf lineare Vfexse in der Gleichnng derselben vor- 
kommende Constante sind, woraus wiederum eine anders sich gestaltende 
Theorie des Principes der Reciprocität hervorging. Dann war es endlich na- 
türlich, der Gleichung der geraden Linie irgend eine beliebige Gleichung zwi- 
schen zwei veränderlichen und beliebigen constanten Grössen, von welchen 
letztem zwei auf lineare Weise vorkommen, zu subslituiren , wie diess im 
zweiten Paragraphen der zweiten Abthcilung des vorliegenden Bandes ge- 
schehen ist. 

Ich war in eine Zwistigkeit zwischen den II.H. Poncelet und GßRGO>ls'E 
Übui- die erste Entdeckung des Principes der Reciprocität zufallig verflochten 
worden, Die Veranlassung dazu war, dass ein von mir eingesandter Anisatz 
in den Annalcn (1826 Aont et ßejitembre) abgedruckt wurde, nachdem er 
■zuvor gethcilt imd in eine so ganz verschiedene Form gegossen werden war, 
dass ich den ersten Theil desselben später nur wiedererkannte, wei! mein 
S'atne an der Spitze desselben stand. Aus einer Reclamation des H, PorvCELET, 
ä.Ue mir durch die Gute des II. v. ÄIuenchow , eben weil sie auch niich 



mann ig Faltige geometrisclie Satze nach alien Seiten hio unter eiinmler (7?1) Jeder Ge- 
danke überhaapt, der nicht aas der Natur der Sache unniitteibar entspringt, sondern am 
•iner melapbj'sisclien Abstraclion übertragen wird, übt so leicht eine diLtatoriselie Herrschaft 
aber uns ans und führt dann seine Strafe immer mtt sich, indera er dem nnbefangeoeii 
Gedankengange Fesseln anlegt. 
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Vorrede. vii 

betrar, raitgethcilt wiirslc, erfuhr ich zuerst, worin jenes Priiicip, ^^-U'. es 
bisher aufgestellt worden war, bestehe. Ich antwortete, um einige Thatsa- 
clien ZH berichtigen, im Juli IS'iS *) imd zeigte bei dieser Gelegenheit an, 
dass ich mich bewogen fände, einen AuftatK an den Redacteisr der Äiinaicii 
einzuschicken, aus welchem vielleicht hervorgehen ^viirde, dass auch ich, 
nachdem schon die H. Poncelet und Geroonne ihre Theorie der Heclprocitat 
aufgestellt hatten, atif rein analytischem Wege, unabhängig hiervon, zu ei- 
nem solchen Principe gelangt sei. Dieser Aufsatz, der ans den oben gemach- 
ten Bemerkungen hervorgegangen, wurde wenige Tage nachher abgesandt, 
ist aber, so viel ich weiss, unabgcdruckt und unerwähnt geblieben. Die von 
mir dargelegte analytische Theorie zeigte die Reciprocität bereits unter einem 
viel allgemeinem Gesichtspuncte. Nachdem ich die geometrische Theorie ken- 
nen gelernt hatte, gab ich, dadurch veranlasst, der meinigcu eine noch all- 
gemeinere Form, indem ich den Poi nicht durch die Constanten der Hülfs-Glei- 
chung selbst, sondern diurch lineare Functionen dieser Constanten bcstimmtti. 
So entwickelt findet sie sich in dem 3. Paragraphen der 2. Abtheilung des 
II. Bandes. 

Erst Ende August IS29 that ich einen neuen Schritt, bei der Geiegen- 
heit, dass ich eine effentliche Rede ausarbeiten musstc und zu diesem Ende 
die neuesten geometiischen Forschungen übersichtlich zusammenstellte. Ich 
hatte den Gedanken, die Constanten in der Gleichung einer geraden Linie 
als die Coordinatcn dieser Linie zu betrachten, und demnach durch eine Glei- 
chung zwischen solchen Coordinaten eine Curve darzustellen, welche von ge- 
raden Linien, die nach einem bestimmten Geiäetzc auf einandor folgen, xim~ 
hallt wird. Dieser Gedanke lag für mich um so näher , da ich mir bereits 
schon'iiUgemeinere Begriffe über Coordinaten- Systeme gebildet und auch be- 
reits schon im 5. Baiiidc des Journals für Blathcmatjk einen Aufsatz über ein 
neues Coordinaten- System geliefert hatte. Die erste Entwickhnig des neuen 
Gedankens enthält eine Abhandlung, deren erste Hälfte sc'ion Anfangs Septem- 
ber und deren zweite Hälfte bald nachher an H. Creli-e abging. Sic wUrde 
einige Zeit später im 2. Hefte des G. Bandes des Journals abgedruckt. Erst 
nach dem Abgange der zweiten Hälfte entschloss ich mich, zugleich durch 
eine äussere Veranlassung bewogen , den vorliegenden zweiten Band der 
Entwicklungen auszuarbeiten und ihn ganz den neuen Untersuciiungen zu 



■) BuUetin des sclence» mathematiques, astroriamiqusSfpIiysiques et cJdmiquss. T. /X 'p. 'SSo. 
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widmen. Der Druck begann bald nachher und die ersten dreissig Bogen wa- 
ren fertig, ehe noch ein Jahr nach der ersten Äuffassimg der Idee, deren Ent- 
uickUnjg sie sind, verflossen war. Jene früher erschienene Abhandlung ist mil' 
als eine unvollkominene Vorarbeit liieren KU betrachten, aber aucli als soicTäe 
wollte der nachsichtsvolle Herausgeber dieselbe erscheinen lassen, obgleich 
ich meinerseits den Wunsch äusserte, sie zu unterdrücken. 

Die Entwicklungen der ersten Abtheilung des vorliegenden zweiter. Ran- 
des und die Entwicklungen des ersten Bandes gehen mit einander parallel; 
dort lind hier habe ich in der Behau dlungs weise gleiche Grundsätze zur An- 
wendung gebracht. Die zweite Abtheilung des z«'eiten Bandes enthält das 
Piincip der Reciprocität, welches die beiden ersten Theile meiner Arbeit zu 
einem Ganzen vereinigt; und somit sei es mir erlaubt, diese Arbeit als ge- 
schlossen anzusehen. Ein eigentlich systematisches Ganzes aufzustellen, ist 
vielleicht noch zu früh, weil die Neuheit der Metliodcn noch zu gross, die 
Menge der Resultate, die uns entgegentreten, unübersehbar ist. Namentlich 
ist jpnes Princip der Reciprocität, welches die scheinbar fremdartigsten geo- 
inclrischen Sätze nach allen Seiten hin mit einander verknüpft, und uns aus 
der Art dieser Verknüpfung, indem wir von bekannten Sätzen ausgehen, 
»ach Lust mid Liebe gleichsam, neue finden lehrt (721, 722), eine solche 
Krscheinung in dem Gebiete der Geometrie, welche eine neue Methode der- 
selben zu fordern scheint, *) Hierbei treten uns indess mehrere Bemerkungen 
entgegen. Jedem Beweise, der sich durch Jie Verbindung allgemeiner Sj'm- 
bolc ausfuhren Jässt, entsprechen, wenn wir diese Symbole einmal auf Punct- 
Coordinaten, das andere Mal auf Linien -Coordinaten beziehen, zwei solche 
Sätze, die durch das Princip der Reciprocität mit einander verbunden sind. 
Wir können hier also entweder dieses Princip oder die Beti-achtung eines von 
jenen beiden Coordinaten - Systemen entbehren. Wo aber ein Satz durch eine 
«pecielle Anwendung von Punct - Coordinaten bewiesen wird, da nimmt dieser 



*) Anf ähnliche Weise äussert sieh H. Gergosne bei Gelegenheit des Principes der Beci- 
procitäf: 

Mais il s'agil ici, suifant nous, de hien autre cliose; ü ne t'^git pas moina qite A 
eommencer, pour la geom4trie , med connue depuis prea de deux male ans qu'on s'en qo 
cup», une ii-0 tout-ä-faif noufelle; il s'agit d'en Tiutire tous les andens traiti* h peu 
pris au. rebut , de leur siibstituer des traitds d'une forme taut~h-fait diffSrenie, des trai- 
t4s vvaiment p?ülosopkiquss qui nous mcntrent enjm eette ^tendue, rdceptacU universelle ,d^ 
iout oe qui existe, sous sa ve'ritable physionoinie , qite la maiwaise mdthode d'enseignement 
adopte'e Jusqu'ä ce jour ne nous auoit pas permis de remarquer; il s''agit, en un mot, 
d'op^rer dana la acience vne rei-olufion ausai imp^rieusement necessaire qu'elle a Ärf /its- 
qu'ici peu pre'vue. {^nn. Tome Xfll. p. sp3). 
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Beweis einen ganz andern Weg, als der Beweis des zugehörigen Satzes, wenn 
wir denselben dnrch Anwendung von Linien- Coordinaten führen {70, 424). 
Und übeidiess kann jeder der beiden Sätze in jedem der beiden Coordinaten- 
Systeme bewiesen werden. Das System der Linien - Coordinatcn behalt also 
seine ganze Bedentung neben dem Principe der Reeiprocität; es werden durch 
dasselbe die Beweismittel Yerdo])peIt. "Wollte man jenes Princip als Beweis- 
mittel anwenden, so würde man zwar, indem man auch nur die allbekann- 
ten Sätze über Kreise und gerade Linien zu Grunde legte, zn einer Menge 
von Resultaten mit bisher gar nicht geahneter Leichtigkeit kommen, und 
eine solche Arbeit wäre gewiss eine verdienstliche: aber ich sehe nicht ein, 
wie man auf diesem Wege das Ganze der Geometrie systematisch zusammen- 
zufassen vermöchte. Vielleicht sollte man die Systeme der Punct- und Li- 
nien-Coordinaten noch vervielfältigen. Alsdann liesse sich ein Princip aufstel- 
len, das mit dem Princip der Reeiprocität Aehnlicbkeit hat, und nach wei- 
chem, wenn die analytische Beweisführung irgend eines Satzes vorliegt, zu- 
gleich so viele Sätze bewiesen sind, als es verschiedene Coordinaten - Systeme 
gibt. Ich habe diesem Principe mir eine Note am Ende des dritten Paragra- 
phen der zweiten Abtheilung des vorliegenden Bandes widmen können. Viel- 
leicht könnte man alsdann, ohne an Leichtigkeit einzubüssen, zum Behuf der 
Beweisführung das Princip der Reeiprocität entbehren und dasselbe evscliiene 
dann als ein blosses Band, das die verschiedenen Sätze unter einander ver- 
knüpft. 

Man kann das Vcrhältniss der Geometrie zur Analysis aus versebiedencn 
Gesichtspuncten betrachten. Ich möchte mich zn der Ansicht bekennen, dass 
die Analysis eine Wissenschaft ist, die, unabhängig von jeder Anwendung, 
sclhstständig fiir sich allein dasteht, und die Geometrie, so wie von einer 
andern Seite die Mechanili, bloss als die bildliche Deutung gewisser EcKie- 
huugen aus dem grossen erhabenen Ganzen erscheint. Wenn wir diese An- 
sicht zu Grunde legen nnd consequent durchführen, so erhält dadurch die 
Behandbnig der öeometrie einen eigenthünilichen Character, auf die ich liier 
noch besonders aufmerksam maclicn zu müssen glaube. Icli kann diess nicht 
besser als durch ein paar Beispiele thun. Die ^'erbindimg zweier Gleichungen 
zwischen zwei veränderlichen Grössen zn einer dritten solchen Gleichung, 
vermittelst eines unbestimmten Coeflicienten , eine ganz gewöhnliche analyti- 
sche Operation, bezeichnet, wenn wir geometrisch deuten, den Uebergang 
von zwei gegebenen Curven zu einer dritten, welche mit den beiden gegebenen 
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dieselben l>urclisclmittspuisctc oder dieselben gemcinschaftlicheü Tangenten hat. 
Der Elimination der Wertlie für die beide» vcränderliclieii Giüsscn awistlieii 
den beiden gegebenen Gleichungen entspricht die Bestimmung dieser Oureh- 
schnittspnncte oder dieser geHieinschaftlichen Tangenten. Oie geometrische In- 
terpretation eines analytischen Factunis , der gleichen Wurzeln der auf diese 
"Weise resultirenden Gieichungen, ist, an nnd für sich, die Tangenten -Theo- 
rie und überhaupt die Theorie des Contactes einer beliebigen Ordnimg. Die 
geometrische Interpretation des wichtigsten Satzes der Algebra, des Satzes, 
dass jede ganze algebraische Function einer einzigen veranderlidien Grüsse 
sicli in reelle Factoren des ersten mid zweiten Grades zerlegen lässt, ist, an 
luid iür sich , die wichtige Tlieoric der Chorden nnd Ciiordalpnncte, so wie 
der homologen Puncte und homologen geraden Linien, nnd zwar in grosserel" 
Ausdehnung als diese Tbeorie bisher aufgestellt worden ist (610). — 

i!;s gibt, in Eeziehnjig auf die drei Dimensionen des Raumes, Entwick- 
lungen , die den Etätwieklnngen der beiden ^^oj liegenden Bände analog sind 
und wodurch sich auch hier die Beweismittel verdoppeln. An den letzten Pa- 
ragraphen des zweiten Bandes schliesst sich namentlich eine neue allgemeine 
Theorie der Oberflächen an. Das Frincip der Reciprocität besteht auch für die 
Constructionen im Rauino. Es ist aus einer analytischen Betrachtung hervor- 
gegangen und liefert seinerseits wiedernm Eeiträ^'c zur Analysis. Ich habe 
mich; was diesen l'unct betrifft, begnügen müssen, in einer Note anatideutenj 
wie dasselbe unmittelbar zu einer aUgemeincii Theorie der singulären Auflö- 
sungen führt — Man durchsieht, dass in meiner Arbeit Keime -m. neuen sich 
w'eät ausbreitenden Arbeiten liegen. — 

Bonn, im Herbste iS30. 
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Erste Abtheilung. 



üeber eine neue Art, Curven durch Gleichun- 
gen darzustellen. 



!i99- ™4an denkt sicli, intlem man eine «bene Carve, wie gewöhnlich, durcli eine 
Gleichung zwischen zwei veränderlichen Grössen, welche, wenn man ihnen hestimmtc 
Werlhe beilegt; die Coordinalen eines bestimmlcn Punctcs bedeuten, darstellt, 
diese Curve als aus einer unendlichen Anzahl stetig auf einander folgender Pancte beste- 
hend, oder, wenn man lieber will, als durch die Bewegung eines Punctes beschrieben. 
Man kann aber auch darcb nicht minder einfache und bequeme Gleichungen zwischen 
veränderlichen Grössen', durch welche, wenn man ihnen bestimmte Werthe beilegt, eine 
bestimmte gerade Linie gegeben Ist, unendlich viele gerade Linien darstellen, die 
nach einem Gesetze stetig auf einander folgen, und also eine bestimmte Carve umhüllen. 

Kine Curve wird auf diese neue Art eben so vollständig durch eine Gleichung darge- 
stellt, als nach der gewöhnlichen Methode: denn, dort wie hier, lassen sich alle Eigen- 
schaften derselben aus ihrer Gleichung vollständig ableiten. Man durchsieht leicht, wie 
in der Geometrie der Curven die Beweismittel auf diese Weise sich verdoppeln; wie 
jeder allgemeinen analytischen Entwicklung, die bisher gemacht worden ist. Indem man 
die gebräuchlichen Gleichungen zu Grunde gelegt, eine andere entspricht, die auf den 
neuen Gleichungen beruht. Sobald nur der oben ausgesprochene Grundgedanke allge- 
mein und klar aufgefasst worden ist, ist auch schon für die Aasfühnmg desselben der 
"Weg gewiesen. Auf diese M'else sind die folgenden Untersuchungen entstanden, die 
sich denen des ersten Bandes der vorliegenden Schrift enge anschliessen. Die neue Be- 
ll andlungs weise wird uns zu manchen neuen Sätzen führen und andere Sätze, die auf in- 
directcm Wege, bisweilen nicht ohne Anstrengung, in dem Frühem bereits schon bewie- 
sen sind, werden wir unmittelbar in einer ganz einfachen Verbindung der neuen Glei> 
chungen lesen und so denselben, oft ganz unvermutbel, begegnen. Hierdurch wird eine 
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Lücke, die mir bei AasarLeitnng jenes ersten Bandes meiner „Entwicklungen" fühlbar 
geworden ist, aasgefüllt, und die allgemeine analytische Methode, deren ich mich be- 
dient habe, scheint mir nun innerhalb der vorgesteckten Grunzen vollständig nnd ge- 
rundet. — 

400. Die allgemeine Form der Gleichung einer geraden Linie, bezogen auf zwei, 
sich unter einem beliebigen "V\'inkel schneidenden, Coordlnaten- Äsen ist folgende; 

Ay+Bx+C = 0, (0 

indem wir durch y und x Coordinaten und durch A, B nnd C drei Constante bezeichnen. 
Wenn wir diesen Constanlen nach und nach verschiedene Werthe beilegen, so können 
wir alle möglichen geraden Linien durch die vorstehende Gleichung darstellen. Diese 
Gleichung stellt auch dann noch unendlich- viele verschiedene gerade Linien dar, die 
aber, wie wir gleich sehen werden, durch denselben Punct gehen, wenn zwischen den 
obigen drei Constanten, die wir übrigens als ganz beliebig betrachten, eine Gleichung 
von folgender Form besteht: 

aA+bB+cC = o, 
in der a, b und c irgend drei neue Constante bezeichnen. Wenn wir also A, B und 
C als veränderliche Grössen betrachten, und, dem entsprechend, an die Stelle derselbe« 
Uj V und w schreiben, so können wir sagen, es stelle die Gleichung; 

au+bv+cw = 0, (i) 

einen Punct dar. Je drei W^erthen von u, v und w, welche die letzte Gleichung 
befriedigen, entspricht eine gerade Linie und jede solche gerade Linie gebt durch den 
in Rede stehenden Punct. Wir betrachten also hier den Punct, als einen geometri- 
schen Ort, in dem unendlich viele gerade Linien sich schneiden, wäh- 
rend man, indem man von der gewöhnlichen Gleichung einer geraden Linie aasgebt, 
diese als einen geometrischen Ort für unendlich viele Puncte betrachtet. 

Wir können eine der drei veränderlichen Grössen u, v und w ein für alle Mal be- 
liebig annehmen, und, der Kürze halber, auch gleich Eins setzen. Alsdann erbalten 
wir aus (2) folgende Gleichungen: 

a -1-bv-Hcw = o, 

au+ b+cw = 0, 

au+bv+c — o, 
die eben so allgemein, aber wenig;er symmetrisch sind. 

401. Statt der Gleichung (2) sei irgend eine beliebige in Beziehung auf u, v und w 
homogene Gleichung, die wir durch; 

F (a, V, w) = 0, ^ (3) 

bezeichnen wollen, gegeben. ■ Alsdann entspricht je drei ^'Verthen von u, v und w, die 
diese Gleichung befriedigen, eine bestimmte gerade Linie. Solcher Linien erhalten wir 
imendlich viele, die unmittelbar auf einander folgen und also eine stetige Curve umhüllen. 
Wir sagen, diese Curve werde dargestellt durch die gegebene Gleichung 
(A). Wir sagen ferner die Curve sei von der zweiten, dritten . . Classe*), wenn 



*) Ich j>ebrauclie Mer das Wort Classe nach H. Gesgo.\ne, der, .dem analog, wie man 
eine Curve, die von einer geraden Linie in m Puncteu geschnitten wird, eine Linie m. 
Ordnung (mir scheint es passender hier das Wort Ordnung statt des Wortes Grad zu 
gebrauchen, weil auch die Classe einer Curve durch den Grad ihrer Gleichung bestimmt 
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ihre Glcicliiing (3) vom zweiten, dritten . . . Grade ist; so wie man sagt, die 
Curve sei von der zweiten, dritten . , Ordnung, wenn die gewöhnlicliG Gleichung 
derselben zwischen y und x vom zweiten, dritten . . , Grade ist. Der Analogie nach 
nennen wir den Ponct einen geometrischen Ort erster Classe. Die Oerter 
zweiter Classe werden durch folgende allgemeine Gleichimg dargestellt: 

au'-f-b«v-+-cv^+duw-+-cvw-Hfw^ = o, 
in welcher a, b, c, d, c nnd f Constanle bezeichnen, und enthalten alle Curven zwei- 
ter Ordnung. Die Curven der dritten oder einer höhern Classe sind, im Allgemei- 
nen, nicht Carven der dritten oder derselben böhern Ordnung. 



wird) nennt, einer solchen Curve, an die 
Tangenteu legen lassen den Kamen einer Lii 
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Erster Abschnitt. 



Zur Theorie des Ptenctes, als geometrischen Ortes 
erster Classe. 



402, indem MONGE die Gleichung der geraden Linie in die anaJytiscKc Geometrie 
lünfiihrte, und dadiirah den Grund zur Verbannung aller Construction aus derselben legte, 
gab er ihr Jene neue Form, durch welche ihre weitere Ausbildung möglich wurde. Die- 
jenige Rolle, welche in den hisherigen Entwicklungen die Gleichung der geraden Linie 
spielt, spielt in den neuen Entwicklungen die Gleichung des Punctes. Mit dieser 
wollen wir uns also zunächst beschäftigen. 

Fig. 1. Wenn die Gleichung: 

Ay+Bx+C = 0, 
die eine gegebene gerade Linie, BIN, darstellen soll, auf zwei sich unter beliebigen 
Winkeln schneidende Coordinaten • Axen OY und OX bezogen wird, so bat man be- 
kanntlich : 

P 

— = — OP. 

Indem wir nun A, B und C als veränderliche Grossen betrachten, erhalten wir am leich- 
testen diejenige gerade Linie , welche irgend dreien besondern Werthen u' , v' und w' je- 
ner Veränderlich en entspricht, indem wir, vom Anfangspuncte der Coordinaten an, auf 

der ersten Axe den Werlb von [— — . j, auf der zweiten Axe den Werth von ( ; J 

auftragen, und dadurch diejenigen beiden Puncte auf den leiden Axen bestimmen, durch 
welche jene gerade Linie gebt, 

403. Die Gleichung: 

au+bv-i-cw = o, (i) 

welche in Beziehung auf die drei veränderlichen Grossen u, v und w homogen und 
vom ersten Grade ist, können wir auch, wenn wir eine beliebige jener Grössen con- 
slanl nehmen, als die allgemeine Gleichung dos ersten Grades zwischen den 
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Beiden übrigbleibenden veränderlichen Grössen ansehen. Wir haben, indem wir die 
Form der Gleichung (l) beibehalten, den VortLeil, dass wir, nach unsern jedesmaligen 
Absichten, sogleich jede beliebige der drei Veränderlichen constant setzen können. 

^Vir können aucTi die Gleichung (l) als die allgemeine Gleichnng des ersten Grades 
zwischen den Quotienten einer beliebigen der drei Veränderlichen in die beiden übrigen 
ansehen. 



404. Wir wollen zunächst die einfachem Formen der allgemeinen Gleichung (l) nä- 
her betrachten. Wenn wir annehmen, dass die beiden Constanlen a und b Null sind, 

so kommt: 

w = o ^ ^ W 

Diese Gleichung enthält gar keine Bestimmung über die beiden Veränderlichen n und v, 
und verlangt bloss, dass, für jede beliebige Annahme derselben, w verschwinde. Alle 
bezüglielien geraden Linien gehen mithin durch den Anfangspnnct der Coordinaten: 
dieser Punct wird durch die Gleichung (2) dargestellt. 

Wenn wir nur die eine jener beiden Constanten , b , in der allgemeinen Gleichung 
gleich Null nehmen, so kommt: 

au-f-cw = o. (j) 

Es ist also in diesem Falle ( j constant, und zwar gleich -, \vahrend v und mithin 

auch f ) einen durchaus beliebigen Werlh behalt. Die bezüglichen geraden Linien 

schneiden also (403) die erste Axe in irgend einem beliebigen Puncte, gehen aber alle 
durch denjenigen festen Punct der zweiten Axe, dessen Ordinate — ist; dieser Punct 
wird durch die Gleichung (3) dargestellt. 

Ebenso stellt die Glelchungi 

bv-Hcw ■= o, 

denjenigen Punct der ersten Axe dar, dessen Abscisse gleich ist: -. 

Die Gleichung: 

V =^ o, 
die keine Bestimmung über u und w enthält, entspricht solchen geraden Linien, die in 
einen beliebigen Punct der zweiten Axe einschneiden, aber alle der ersten Axe parallel 
sind. Sie stellt daher einen Punct dar, der in unendlicher Entfernung 
auf der ersten Axe, oder, was dasselbe heisst, auf irgend einer ihr parallelen gera- 
den Linie liegt. 

j Auf ähnliche Weise stellt die Gleichung: 

u = o, 
einen auf der zweiten Axe unendlich weil entfernt liegenden Pnnct dar. 

Die folgende Gleichung endlich: 

au-t-bv = o 
entspricht nur solchen geraden Linien, die unter sich parallel sind. Es stellt also diese 
Gleichnng einen Punct dar, der unendlich weit entfernt Hegt, aber nicht mehr, wie in 
-den beiden vorigen Fällen, auf einer der beiden Axen, sondern, wovon man sogleich sich 
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überzeugt, auf einer bcliebigoii geraden Linie, die mit der, durch folgende Gleichung 
dargestellten : 

a 
y - j « = o, 

parallel ist. 

Fig. 1. ^05. Um za zeigen, «lass die allgemeine Gleichung (jt), hei jeder Constanten -Be- 
stimmung, einen Punct darstelle, wollen wir derselben zanächst folgende Form geben: 

a , b V ^ w 

— I ] =0. 

c c u u 

Wenn wir alsdann von der veränderlichen Grösse — irgend eine beliebige constante Grösse 
abziehen, so kommt dies offenbar darauf hinaus, statt der ersten Axe eine andere, ihr 
parallele, gerade Linie zu nehmen. Nehmen wir für diese constante Grösse — , so ver- 
wandelt sich die letzte Gleichung in folgende: 

hv-f-cw = o , 
die, nach der vorigen Nnmmer, einen auf der neuen ersten Axe liegenden Punct darstellt. 

406. Wenn die allgemeine Gleichung: 

au-}-hv4-cw = 0, 
irgend einen gegebenen Punct G darstellen soll, so ist es leicht, die Constanten dersel- 
ben zu bestimmen. Für die durch den gegebenen Punct gebende gerade Linie, welche 
der ersten Axe parallel isl, für GS, ist v = o mithin, 

au-t-cw — o , 
und folglich isl die Ordinate desjenigen Punctcs, in welchem diese gerade Linie in dit 
zweite Axe einschneidet: 

_ ^ ^ OS = ^ 

Auf ähnliche Weise ergibt sich, wenn wir, parallel mit der zweiten Axe, durch den 
gegebenen Ponct die gerade Linie GR legen: 

OK = ■^. 

Wir sehen hieraus, das die allgemeine Gleichung: 
au-[-hv-l-cw = o . 
denjenigen Punct darstellt, dessen Coordinaten sind: 
a b 

"'"'•.. ""< 

Unbeschadet der Allgemeinheit können wir in der Gleichung des Punctes c = 1 setzen; 
alsdann sind die Coordinaten desselben die Coefficienten von n und v. 

Für die, durch den gegebenen Punct G und den Anfangspunct der Coordinaten ge- 
hende, gerade Linie OG ist w = o, folglich: 

au-i-hv ~ o, 
mithin : 

V a (^S _ siiia 
~ u " L '^ ÖR ~ sm(ß-a), 
indem wir durch ß den Coordinaten- Winkel bezeichnen. 
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^[07. Wenn der durch diq allgemeine Gleichung: 
an-f-hv-f-cw = o, 
dargestclhe Punct auf einer durch heslinimte Werthe der veränderlichen Grössen, durch 
«', V und w', gegebenen geraden Linie liegen soll, so ist: 

au'-f-hV-l-cw' = , 
und, indem man abzieht, ergibt sich: 

a(a-.')+b(v-T)+c(w-V) = o: 
für die allgemeine Gleichung eines auf der geraden Linie (w', V, u) liegenden Punctes. *) 
Wenn irgend zwei gerade Linien (w", V, u") und (w', v', n') gegeben sind, so er- 
halten wir für die Gleiehung des Durcliscbnittspnnctes dieser beiden Linien folgende: 






also, wenn wir entwickeln: 

(v"ii' — v'u")w — (w"u' — w'u")v+(w"v' — w'v")li = o, 
Je nachdem wir in u, v oder w als constant betrachten, verwandelt sich diese Gleichung 
in folgende : 

(v"— v')w— (w"— Tv')v-(-(w"y'— w'v") = O, 
(u"-u')w-(w"-w')u-Kw'V-w'u") = o, 
(a"-u')v-Cv"-v')u-f-(y"a'-v'u") = 0. 

400. Wir kommen znr Bestimmung derjenigen geraden Linicti, welche die dureh 
folgende Leide Gleichungen: 

au-l-bv-f-\T = 0, 

a'u+h'v-f-w = 0, 

gegebenen Pnncte enthält, wenn wir zwischen diesen Gleichungen die Werthe für die 

Coefiicienten je zweier der drei veränderlichen Grössen w, v und u eliminiren. Auf diese 

Weise kommt; 

w ab' — a'b 

~ ü " "h-lT' 

vf a'b — ab' 



ü ~ L'-b" 

^09. Das Piesullat der Elimination zwischen den beiden gegebenen Gleichungen (l), 
die wir, der Kürze halber, durch: 

U = 0, U' = 0, (2) 

darstellen wollen, bleibt dasselbe, wenn wir für eine dieser Gleichungen eine andere des- 
selben ersten Grades nehmen, die wir durch eine algebraische Verbindung der gegebenm 



*) Der Kürze wegen, wollen wir eine durch w', v' unJ u' gegebene gerade Linie durch (w', 
v', u'} bezeichnen. Es sind w', v' unil «' als Coordinafen dieser Linie zu betrachten. Wir 
wollen ferner dieselbe gerade Linie durch («■', v'j, (w', 11') oder (v', u') bezeichnen, wenn 
wir u = j, v' = 1 oder w' = 1 setzen. 
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Gleichungen erhaUen. Jede solche Gleichung ist, wenn wir /t als unheslimmten Coeffi- 
cienten betrachten, in nachstehender Gleichung einbegriffen: 

U+/iU' = o. 
Es stellt also diese Gleichung irgend einen beliebigen Punct dar, der mit den beiden ge- 
j^ebencn, durch die Gleichnngen (2) dargestellten, Puncte in gerader Linie hegt. 

410. Für die beiden durch die Gleichungen (i) dargestellten Puncte bat man (4o6): 

j- = a, X = b; 

y = a', X = h'. 
Man erhält hiernach leicht die Coordinaten derjenigen beiden Puncto, welche auf der, 

die beiden gegebenen Puncte verbindenden, geraden Linie so liegen, dass die AJjständc 

jedes derselben von dem ersten und zweiten gegebenen Puncte sich verhalten, wie /i: l. 
Für diese Coordinaten ergibt sich: 

a+|(a' _ h+(ib' 

wobei wir fi, das an sich positiv ist, mit dem Vorzeichen + oder — nehmen müssen, 
je nachdem wir denjenigen dieser beiden Puncte betrachten, welcher zwischen die beiden 
gegebenen fallt oder nicht. Die Gleichungen dieser beiden Puncte sind also (406) in fol- 
gender 

(ai;ia')ii+(b±.(jb)v+(l+,«)w = o, 
die mit folgender Indcntlsch ist; 

enthalten. 

Wir sehen hieraus, wie man, wenn irgend zwei Puncte gegeben sind, unmittelbar 
die Gleichung jedes bestimmten Punctes derjenigen geraden Linie erhält, welche durch 
die beiden gegebenen Puncte geht, und dass man zu diesem Ende diese Puncto nur auf 
die allgemeinste Weise durch die Gleichungen (2) darzustellen braucht. Wenn wir ins- 
besondere /t = i setzen, so stellt die Gleichung: 

Ü+U' = o, 
die Mitte zwischen den beiden gegebenen Puncten dar; die Gleichung: 

U— ü' = (a~«a')u+(b-^b> = , 
einen, nach der Richtung der durch die gegebenen Puncto gehenden geraden Linie hin. 
nncndlich weit erlfernt hegenden Punct (kOü). 
Die durch die vier Gleichungen; 

ü = O, ü' = o, V+.uU = O, U-;.r' = o, 

dargestellten Puncto, nennt man -vier harmonische Thellungspunc tc. 

411. Wenn die drei Gleichungen: 

au+bv+w = 0, 

a'u+hv-l-w = 0, (.) 

a"u-l-b"v+w =; o , 
solche drei Puncto, die in gerader Linie liegen, darstellen sollen, so findet zwi- 
schen den Constanten dieser drei Gleichungen eine Bedlngungs - Gleichung Ssalt, die 
wir leicht auf folgende Weise erhalten. Die allgemeine Gleichung aller Puncta, die auf 
der, durch die beiden ersten jener drei Puncte gehenden, geraden Linie liegen, ist fol- 

«endo (409); 

(a+^a)u-F(fo+;ub)v+(l+^)w = 0, 
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Wenn diese Gleichnng insbesondere den dritten Punct darstellen so!!, so mass der un- 
bestimmte Coefficient fi so Bestimmt werden, dass 

l-f-/t " ' T+^t 

Um die gesuchte Bedingimgs-Gleicliung zu erhalten, traiiclien wir nnr zwischen den bei- 
den vorstehenden Gleichungen ;t zu eüminiren; auf diese Weise !tomml: 

h(a"— a')— a(b"-- b')-i-l>"a'— b'a" = o: 
eine Gleichung, die, wie zu erwarten stand, in Beziehung auf die Conslanlen der drei 
Gleichungen (l) symmetrisch ist. 

^12. Wir woHcn in dieser Nummer den Winliel bestimmen , den zwei gegebene ge- 
rade Linien; 

(W, T, .,), (W', V-, U'), 

mit einander bilden. Nennen wir zu diesem Ende den Coordinaten-Winliel /? und dleie- 
nigen Winicel, welche diese beiden geraden Linincn mit der ersten Axe bilden, a und «', 
so ist: 



u ~ shi(ß-u)' n ~ sm(ß—a')' 

und der gesuchte Winicel, den wir von der ersten gegebenen geraden Linie nach der 
zweiten hin nehmen , und durch m bezeichnen wollen, gleich («' — u). Hiernach erhalt 
man nach einigen Pieductionen, ähnlich wie in der 17. Nummer: 
(u'v-uv>V 
^ nu — (uv +u v)cosß-i-vv 

und wenn der Coordlnaten- Winkel ein rechter ist: 
u'v— nv' 
" nu'+vv'' 

W^enn die beiden gegebenen geraden Linien sich unter rechten Winkeln schneiden, 
so kommt: 

uu'- (av'+\i\)cosß+yv' = o, 
und wenn auch der C o ordinalen - Winkel ein rechter ist: 
iiu'-Hvv' = o. 
413. Die Entfernung der durch die beiden Gleichungen: 
au-|-bv-{-w =0, 

a'u+b'v+w = 0, '"' 

dargestellten Puncto, die wir D nennen wollen, ist durch folgende Gleichung gegeben: 

(!i~a:y+2(ai-a')(b~h')cosß+(h—h'y = D% 
die für den Fall rechtwinckbcher Coordlnaten in nachstehende übergebt; 
(a-a')'+{b-b7 = D^ 
Wir erhalten diese Gleichungen unmittelbar, da die durch (l) dargestellten Puncte 
keine andern sind, als die Puncte (a, b) und (a', b'). 

liill- Es bleibt uns noch übrig, den Abstand eines gegebenen, durch die Gleicbung: 
au+bv+w — 0, 
dargestellten Panctes von einer gegebenen geraden Linie (w', v', u') zu bestimmen. W^ir 
wollen hierbei, was für unsere Absiebt vollkommen hinreicht, für den Coordinaten- 
Winkel einen rechten nehmen. Diese Bestimmung ist identisch dieselbe, als die Bestim- 
mung des Abslandes des Punctes (a, b) von der durch die Gleichungs 
uyi-v'x'-i~v' = o 
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darge stellte II geraticn Linie. Für diesen Absland, den wir P nennen wollen, erhalten 
wir nach der 29. Mummer*): 

wobei wir nach der 31. Nummer das Vorzeichen -4- oder — nehmen müssen, je nachdem 
der gegebene Punct, in Beziehung auf die gegebene gerade Linie, nach der positiven 
oder negativen Seile -der j liegt. — 

i|]5. Wenn wir auf die vorstehenden Entwicklungen zurückhlicken, so bemerken 
wir bald zwischen diesen und den analogen Entwicklungen des ersten Abschnittes des er- 
sten Bandes den innigsten Zusammenhang, eine vollstündige IVeciprocilal:. In der L\00. 
Nummer haben wir die gewöhnliche Gleichung der geraden Linie zu Grunde gelegt und 
durch die Constanten in dieser Gleichung die gerade Linie bestimmt; diese Constan- 
ten als Coordinaten derselben helrachtet. Üben so können wir auch die Glei- 
chung des Pnncfes zu Grunde legen (wir constroiren hier die veränderlichen Grössen 
auf die oben bestimmte Weise) und durch die Constanten in dieser Gleichung den Puncl 
bestimmen: diese Constanten als Coordinaten des Punctes betrachten. 

Die nachstehende Gleichung z. B, , die wir genauer betrachten wollen: 
y4-vii4-w = 0, (,) 

stellt eine gerade Ijinle dar, wenr^ wir für die veränderlichen Grössen y und s gewöhn- 
liche Ponct-Coordinatcn und durch w und v constante Grössen, deren geometrische 
Conslruction wir ans der Discussion der Gleichung dieser geraden Linie erhalten, be- 
zeichnen. Wenn wir w und v als veränderlich betrachten und diese Grossen durch ir- 
gend eine lineare Gleichung: 

w+cv-Fc' = o, 
mit einander verbunden sind, so erhallen wir unendlich viele gerade Linien, die aber 
alle durch denselben Punct, nemlich durch den Punct (c', c), gehen. 

Dieselbe Gleichung (l) stellt, wenn wir w und v als Linien -Coordinaten und verän- 
derlich, lind y und x als zwei beliebige Constante betrachten, einen Punct dar. "Be- 
trachten wir auch y und x, deren geometrische Construction wir aus der Discussion der 



") Wir haben nemlich für den Abstanc! eines Pnncfes (/, x') von einer durch die Gleichung: 
gegebenen geraden Linie a. a. 0. folgenden Ausdruck hergeleitet: 



Diesen Ausdruck erhalten wir unmiftelbar auf folgende "Weise. Es sei (Flg. 1) L der gege- 
bene Punct uiiJ SIN die eegebene gerade Linie. Alsdann ist: 

LF = LEsinLEF = CLD-ED)*wLEF , 

= (y'--)-,)««!.EF, 

LF = LEstnLEF = (LD-ED)«mLEF, 

= //-y>-«LEF, 

indem wir die dem gegebenen x entsprechende, Ordinate der gegebenen geraden Linie j 

nennen. liiernach ist ;■_ gleich (ax'-l-b). Üeiierdies ergänzt der Winkel LEF denjentgea 

"Winkel, den die gegebeue gerade Liuie mit der ersten Äse bildet, zu einem rechten; so 

1 
dass der Cosinus des letztgenannten Winkels, für den 

gleich Ist ein LEF. Somit erhalt man fiirJ-F oder P dei 
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Gielclumg dieses Punctes erhalten; als veränderlich, setzen aber zwischen beiden Grös- 
sen irgend eine lineare Gleichung, z. B. folgende: 

y-(-cx-4-c' = , 
so erhalten wir nnendlich viele Piincle, die aber alle auf derselben geraden Linie, 
nenillth der geraden Linie (c', c), liegen. 

Der Beweis der letzten beiden Behauptungen ergibt sich unmiltelbar. Es sei nemüch 

erstens : 

y-f-ax-f-b = 0, (j) 

die allgemeine Gleichung <lcr geraden Linie und 

c'-f-ca-f-b = 0, (3) 

die gegebene lineare Bedingungs- Gleichung zwischen den, als beliebig zu betrachtenden, 
beiden Couslanten derselben; c und c' sind zwei gegebene Grössen. Wir erhalten auch 
dann eine lineare Bedingungs - Gleichung zwischen jenen beiden Constanten, wenn 
ein Puntt der geraden Linie gegeben Ist. Wenn nemllch (/, x') dieser Punct ist, so kommt. 

y'+ax'-hb = o. 
Die Gleichung (3) ist mit der letzten Gleichung identisch, wenn wir In dieser y = c' 
und x = c nehmen. Illornacb bedeutet alsdann die gegebene Hedlngungs-Gleichung, 
dass alle durch (2) darstellbaren geraden Linien durch den Punct (c, c) geben. 

Es sei zweitens; 

w+av+b = o , (i) 

die allgemeine Gleichung des Punclcs und wle<lerum-: 

c+ca+b = 0, (5) 

die gegebene Bedingungs -Gleichung zwischen den beiden Constanten derselben. Zwischen 
denselben Constanten ergibt sich, wenn wir eine gerade Linie (w', v), die durch den 
Punct (J) geht, kennen, folgende Bedingungs- Gleichung des ersten Grades: 

w'-t-av'+b = o: 
eine Gleichung, die mit (.'.) identisch wird, wenn wir w' = c' und v' = c nehmen. Es 
bedeutet also die gegebene Bedingungs- Gleichung (5), dass alle durch (ij) darstellbaren 
Puncte auf der geraden Linie (c', c) liegen, 

iil6. Wenn wir, statt der Gleichung (l), die nachstehende, sowol In Beziehung 

r homogene Gleichung des ersten 
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ansehen, die Gleichung des Punctes 
Der dargestellte Punct ist folgender: 

Betrachten wir aber u, ,v und w als constant, so stellt dieselbe Gleichung eine ge- 
rade Linie dar, aber unter einer Form, wie wir sie nicht zn behandeln gewohnt sind. 
Diese gerade Linie ist folgende: /— , — J oder (w; v, n). Diese neue Form der Glei- 
chung der geraden Linie, einer Gleichung, die riicksichtlich der drei veränderlichen Grös- 
sen j, X und z homogen Ist, sche'nt mir in allen denjenigen Entwicklungen, bei welchen 
keine Elimination vorkommt. In Beziehung, auf Eleganz und Symmetrie den Vorrang zn 
behaupten. Wir können ferner leicht von der allgemeinem Form zu der gewöhnlichen 
ibergchen, indem wir z als ein für alle Mal gegeben betrachten nnd etwa z ~ l setzen. 
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Wir können aber auch, und iiierin scheint mir ein nicht unbedeutender Toriheil zu lie- 
gen, auf ähnliche Weise x = 1 qder y = i setzen-*) Auf diese Bemerkung, die sich 
auf Gleichungen jedes beliebigen Grades ausdehnen lässt, werden wir in dem Folgenden 
öfter Gelegenheit finden zurückzukommen. — 

417. Nach diesen allgemeinen Betrachtungen wenden wir uqs wieder zu unserm ei- 
gentlichen Gegenstände zurück. Bei der Prüfung einer neuen Entwicklungs weise ist eine 
doppelte Frage zu berücksichtigen, einmal, ob dieselbe zum Beweise gegebener Satze 
sich geschmeidig zeigt, und dann, ob sie neue Besiiltate finden lehrt. Was den ersten 
Punct betrifft, so wird in den nächsten Numuirrn an einigen Beispielen anschaulich wer- 
den, wie sich die neuen Gleichungen eben so bequem handhaben lassen, als die gewohn- 
lichen Gleichungen, welche gerade Linien darstellen, W^ir wollen zuerst folgenden be- 
kannten Satz beweisen: 

Wenn die Seiten eines Dreiecks den Seiten eines andern Dreiecks parallel sind, 
so gehen diejenigen drei geraden Linien, welche die den parallelen Seilen gegenüber- 
liegenden Winkelpuncte heider Dreiecke verbinden, durch ein und denselben PiincL 

Indem wir über die beiden Coordinaten- Axen vorläufig keine nähere Bestimmung 
machen, und n constanl nehmen, wollen wir die Seiten des einen Dreiecks ABC auf 
folgende Weise bestimmen s 

AB f; = ';i Ad {7 = <! BC (^ ^ K'^ 

und erhalten alsdann für die Sei!en des zweiten Dreiecks A'ß'C CoordinalcH- Werthc 
von folgender Form; 

Hiernach ergehen sich für die Piincle A, der im Dnrcbschnitte von AB und AC, und 
A', der Im Durchschnitte von A'B' und A'G' liegt, folgende Gleichungen; 

w— w'— c = - ,. , — (v-v'J. 



*) Weun wir die Gleichung: 
i3iu'di X dlvifllrcn, so kommt: 



as+bj4-ca = o, 



Alä (ile beiden veränderliehen Grössen dieser Gleichung können wir [i-1 untl |-J neiiineii. 

Wenn wir diese veränderlichen Grössen auf irgend einen gegebenen Punct hezlelica, so 

bedeutet -, welches dasselbe ist als -: -, bei der VorausseUung eines rechtwinkligen 

Coordinaten- Systems, die trigonome frische Tangente desjenigen Winkels, welchen die 
durch den gegeheneu Punct und den Anfangspunct der Coordinaten gehende gerade Linie 

mit der ersten Axe bilde!, und - ist der reciproke Werth der gewöhnlichen Absr.Isse des 

Punctes. Solche trigonometrischen Tangenten um! solche reciproken AhscIssen- W^crthe 
sind also die veränderlichen Grössen y and z, in der Gleichung der geraden Linie, wenn 
wir X = 1 setzen, 



y Google 



des Piinctes. 13 

Um die gerade hime ÄA' zti LesUmmen , welclie durch diese beiden Punclc geht, ver- 
binden wir die vorstehenden Gleichungen mit einander und erhalten für diese Linie fol- 
gende Coordinaten-Wcrthc: 



Für die Coordinaten der beiden andern geraden Linien, die durch B und B' und dnrch 
C und C gehen, Coordinaten, die wir zur llnterschtidung unten einmal und zweimal 
accentuiren wfl'en. prlialfen wir sogleich durch Accent- Yertauschung; 



" c — c " c — c 

Wenn wir nun annehmen, der Aufangspunct der Coordinaten sei ursprünglich so ange- 
nommen worden, dass er in den Durchschnitt von AA' und BB' falle, so ist w = w,, 
= Oj also: 

w' _ w" w' ^ w'" 

c' c"* c' c"" 

folglich : 

w" w'" 

c" ^ c"" 

nnd endlich auch w,, = o- Es gehl mithin auch die dritte gerade Linie CC durch den 

Anfangspunct der Coordinaten, den Durchschnitt von AA' und BB'. Der obige Satz ist 

also bewiesen. 

Wir haben bei diesem Beweise vorausgesetzt, dass AA' und BB' nicht parallel seien. 
Wenn diese Linien parallel sind, so hünnen wir, parallel mit ihnen, die erste Axc an- 
nehmen, während die ZMcite Axc beliebig bleiben mag, nnd erbalten alsdann v = v^, 
= 0, so dass: 

c' c"' c c'"' 

Hieraus fol^t: 

c" c'" ' 
und also ist auch v„ = o, und mithin auch CC mit AA' nnd BB' parallel. 

418. Wenn die drei Seiten einis Dreiecks den drei Seiten eines andern Dreiecks 
in solchen drei Puncten begegnen, die in gerader Linie liegen, so schneiden, sich die- 
jenigen geraden Linien, welche die diesen Seiten gegenüberliegenden Wiiikelpuncte der 
beiden Dreiecke cerbinden, in demselben Pimcte. 

ABC und A'B'C seien die beiden gegebenen Dreiecke und AB und A'B', AC und 
A'C, BC und B'C die drei Seitcupaarc dieser beiden Dreiecke, die sich in solchen drei 
Puncten schneiden, die in gerader Linie liegen. Alsdann gehen die drei geraden Linien 
AA', BB' und CC durch denselben Punct, oder sind perallel. 

Durch jeiie drei Durchs chnittspuncte wollen wir die erste Axe legen; alsdann erhal- 
len wir für die Seilen der beiden Dreiecke, wenn wir überdiess w conslant nehmen: 

AB !; = °'; AC {; = K: BC j; !: ;C| 
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Die Leiden Punctc A und A' werden hiernach durch folgende Gleichungen dargestellt: 



■ (v-v% 



Aas diesen beiden Gleichungen erhalten wir für die gerade Linie AxV folgende Coordina- 
ten. - Werlhe : 



tmd hieraus endlich für BB' und CC, indem wir die Coordinaten derselben unten einmal 
und zweimal accentuiren : 



Da die Rechnung in dieser Nummer g;erade so angelegt worden ist als in der vorigen, so 
können wir aus dieser alle vorstehenden Ausdrücke unmittelbar herleiten; wir brauchen 
sn diesem Ende nur w mit n zu vertauschen. 

Da wir dnrcliaus keine nähere Bestimmung über die zweite Äxe gemacht haben, so 
können wir annehmen, dieselbe sei nrspriinglich durch den Durchschnitt von AA' und 
BB' nach beliebiger IVichtiing gelegt, worden. Alsdann ist 

n = »i , , (0 

Bnd um den vorliegenden Satz zu beweisen, müssen wir zeigen, wie hieraus folgt, daja 

M 

Entwickeln wir zu diesem Ende die Gleichung (i), so kommt: 

c"'u" — c"u"'— c"'u'+c'u"'+c"u'~c'u" = o, 
and aus der Symmetrie dieser Gleichung, in ße^rcbimg auf die verschieden accentuirlen 
Buchstaben, folgt, dass auch die Gleichung (2) Statt lindcl. 

Dies Resultat erhellet sogleich aus der Forui der Ausdrücke für n, n, und u„. Denn 
wir können uns durch (v — V, a ~ c'), (v = v", u = c") und (v = v'", a = C'") drei 
gerade Linien dargestellt denken. Alsdann bezichen sich (407) u, u, und n„ auf die Durch- 
schnitte der beiden ersten, der ersten und dritten und der beiden letzten dieser drei Li- 
nien. Fallen die beiden ersten Durchschnitte zusammen, so ist u = u^; dann fallt aber 
auch mit jenen beiden Durchschnitten der dritte zusammen, und also ist u = u = 11^^. 

Wenn die beiden geraden Linien AA' und BB' parallel sind, so ist, wenn wir die 
zweite Axe mit diesen beiden Linien parallel nehmen, v = v^ = und hieraus folgt so- 
g;lcich, gerade wie In der vorigen Nummer: 

es ist also auch CC mit der zweiten Axe und also auch mit AA' und BB' parallel. 

419. Man bemerkt sogleich, dass die Satze der beiden vorhergehenden INuminern 
in genauer Verbindung stehen. Drei Puncte nemlich, die nach irgend drei gegebenen 
Richtungen hin unendlich weit liegen, wie überhaupt alle unendlich weit entfernten Puncte 
derselben Ebene, sind als in gerader Linie liegend anzusehen. Diese Behauptung können 
wir bestätigt finden, wenn wir den Satz der letzten Nummer umkehren und einfache 
Grunz - Betrachtungen zu Hülfe nehmen. Wenn die resultirendeii drei geraden Linien 
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io dem einen odor dem andern jener Leiden Siitze parallel sind, so liegt ihr gemein- 
schaftlicher Durchschnitt unendlich weit. Alle diese hesondern Sätze sind als Fälle eines 
einzigen Satzes anzusehen und in dem Vorstehenden ergeben sich alle diese Fälle durcli 
leichte Modzficationcn ein und desselhcn Beweises *). Um dies vollständig darzu- 



•) Diesen VorllieJl haben wir uiciit (verg). die 77. — HT. Nummer des ersfen Bandes), wenn 
wir dieselben Salze, oder viermehr die Umliclirinng derselben: 
„"Weun drei gerade Linien, welche die Wiufcelpuncte zweier Dreiecke, paarweise genom- 
men, mit einander verbinden, durch denselben Punct gehen oder parallel sind, so 
-schneiden sich die Seiten der beiden Dreiecke in solchen drei Punclen, .die in gerader 
Linie liegen, oder diese Seiten sind, paarweise genommen; parallel." 
mit. Hülfe der gewöhnlichen Gleichungen beweisen. Hier, reichen wir, wenn wir nicht 
Gränz -Betrachtungen in der Construction zu Hülfe nehmen wollen, mit einer einzigen An- 
lage des Beweises nicht aus. Wir kommen aber zu diesem Ziele, wenn wir nacb der 
Note zur 41ß. Nummer drei veränderliche Grössen x, j und z einführen und dann etwa 
X als consfant ansehen. Nehmen wir, bei dieser Voraussetzung, den gemeinsamen Ducch- 
Echtiitt der drei geraden Linien zum Anfangspuncte der Coordinaten, so erhalten wir fol- 
Coordliiaten - Bestimmung für die drei Wiukelpuncte der beiden" Dreiecke ABC 



md A'B'C: 



11'. ^ {z " z"' c g z l'-: 

t'^^'> n' /? = l.'^'^"' c i^ ^ l,'.^'^'"' 



' 5^ 

-Hiernach ergeben sich leicht die Coordinaten der drei Durchschnitte, die, nach dem zu 
beweisenden Salze, in gerader Linie üegen, Coordinaten, die wir durch y, y_ und j , z, 
s_ und z_^ heielchnen wollen. Ist nun, was vorauszusetzen uns frei steht, die iw;eite Axe 
derjenigen geraden, welche durch die beiden ersten jener drei Durchschnitte gebt, parallel, 
io ist z = z, «nd hieraus ergibt sich alsdann z = z_ = z^^, d. h. dieselbe Axe geht auch 
durch den dritfeu Durchschulit. 

Wenn insbesondere z = z, = o, so folgt, dass auch z_^ = o. Diesem Falle ent- 
tpricht, dass die Seilen der beiden Dreiecke, paarweise genommen, parallel sind. 

Wenn die drei geraden Linien AA', BB' und CC parallel sind, so ergibt sieh, wenn 
wir, parallel mit ihnen, auch die zweite Axe nehmen, und die Winkelpunclc des ersten 
Dreiecks wie oben bestimmen, für die Wiukelpuncte des zweiten Dreiecks folgende Coor- 
dinaten - Bestimmung : 

A' iY = j> , ij' jy = f> „ c' \^ = ll' .., 

tz = z+c; _ Iz = z -1-c ; (z = z -i-c'. 

Kehmen wir nun an, die erste Axe sei ursprünglich durch die beiden ersten derjenigen drei 
Puncle gelegt, von denen zu beweisen Ist, dass sie in gerader Linie liegen, und behalten 
für die Coordinaten dieser Puncle dieselbe Beziehung bei, so ist y i ' '' 

folgt j = y_ = j-_ = o, A. h. alle drei Durchschnitte liegen auf der 

Die eben gemachte Bestimmung über die erste Axe ist unstatthaft, 
ersten Durch schnitte unendlich -weit liegen. .\lsdann ist 
n SS z^ ^ z^^ d, h, alle drei Puucte liegen «nendllch weit. — 

Das Beweis -Schema, das Ich hier für alle verschiedene Fälle durchgeführt habe, konnte 
ich In der TT. Nummer bei Gleichungen zwischen y «nd x nur auf den Fall des Parallelis- 
mus der gü.-aden Linien AA', BB' und CC anwenden.. Der Grund dieses Unterschiedes 
ist offenbar darin zu suchen, dass wir bei der neuen Coordinaten - Eestinimiing auch un- 
endlich weit entfernte Puncte durch endliche Coordinaten - Werthe und «nendticli weit ent- 
fernle gerade Linien durch eine endliche Gieichuug ausdrücken können. Wir erhalten nemlich i 

■Is die Gleichung einer unendlich weit entfernt liegenden geraden Linie. (Alle solche ge- 
rade Linien sind als zusammenfallend und identisch zu betrachten). Es bezeichnen ferner 
folgende drei Systeme von zwei Gleichungen: 

drei solche Puncte, die unendlich weit liegen und zwar auf der ersten Axe, der zweiten 
Axe und naca irgend einer gegebenen Filchtung hin. 
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thun, verweile ich hierbei mit einiger Äusfiilirlichkeit. Wir können zu diesem Ende 
auch noch bemerken, dass wir, um den Satz der 418. Kummer zu beweisen, wie in der 
vorhergehenden Wunimer, auch u als constant ansehen können. "Wenn wir, bei dieser 
Voraussetzung, die zweite Axe durch die drei Durchschnitte der Seiten der beiden Dreie- 
cke legen, so haben wir für AB und A'B', so wie für AC und A'C, und für BC und 
B'C dasselbe w, aber Tcrschiedeno v. Das Ucbrige des Beweises ergibt sich ganz ähn- 
lich, wie bisher. 

420. Auf dieselbe Weise, wie wir in der 84. Nummer die Umkehrimg des Satzes 
der i(lO. Nummer bewiesen babeUj können wir auch hier den Beweis anlegen und den- 
selben zugleich anfalle Falle ausdehnen. Legen wir nemhch die erste Axe durch die 
drei Durchschnitte der gegebenen Dreieckssciten, nnd nehmen u constant, so erhalten 
wir für diese Dnrchschnittspunete Gielclipngen von folgender Form: 

V = c'w, V = c"w, V = c"'w, (i) 

mid hiernach folgende Coordinaten-Bestimmnng ftir die Seiten der beiden Dreiecke: 

AB j;^ = % AC {- - ^\ BC j- = -:\. 

Hieraus erhalten wir für die Gleichungen der beiden Puncte A und A': 
c'w" — c' 



- («-»'). 

und, indem wir aus diesen beiden Gleichungen den Werth von w ziehen, für die eine 
der Coordinaten von AA': 

Durch Accent-Verfauscbung erhalten wir sogleich für die entsprechenden Ordinalen von 
BB' und CC, die wir durch beigefügte Puncle unterscheiden wollen, 

ww — w w 

,.. „ vv"K-w:)-w.w.,xV-VO w 

w"w_,,— w"'w_^ 

Wenn wir nun annehmen, dass die zweite Axe durch den Durchschnitt von AA' 
und BB' gehe, so ist w = w, und da diese Gleichung, wenn wir entwickeln; in Bezie- 
hung auf die einmal, zweimal und dreimal accenluirten Buchstaben, symmetrisch wird 
und zwar folgende (8Z|): 

vi'w"(w^^w^ — w_,_w,^)— w'w"'(w_ w, — w,^w,„)-Hw"w"'(w,w,, — ^,w„,) = o ) 
so folgt sogleich w = w = w, und mithin geht CC durch den Durchschnitt von AA' 
und BB'. 

Wenn AA' und BB' parallel sind und wir parallel mit ihnen die zweite Axe legen, 
so ist — = und — = o mithin: 
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und somit auch — - = o, und CG' parallel mit der zweiten Axe, und mit AA' und BB'. 

1(21. Wenn wir in allen Entwicklungen der vorigen Nummer w mit n vertanschen, 
so stellen die drei Gleichungen (l) drei solche Puncle dar, die nach gegehenen Richtnn- 
gcn hin unendlieh weit liegen und die Seiten der beiden Dreiecke ABC und A'B'C' sind 
parallel. Alsdann erhalten wir, hei hellehiger Coordinaten-Bestimmung, für die auf AA', 
BB' und CG' sich beziehenden ii, iv und u- Ausdrücke, die ganz auf dieselbe Weise ge- 
bildet sind, als die Ausdrücke bei (2) und (3), z. B.: 

^ ^ nu"(u-u,)-n,n„(a'-u') _ ^^^ 

Wenn wir nun annehmen, dass der Durchschnitt von AA' und BB' zum Anfangs- 
punct der Coordinaten genommen worden sei, so ist — =3 o und ~ = o, und hieraus folgt, 
wie in der vorigen Numrner, dass auch — _ = o und also CG' durch <5cn Durchschnitt 
von AA' und BB' geht. 

Wenn AA' und BB' parallel sind und wir parallel mit ihnen, die erste Axe nehmen, 

so kommt wiederum — = o und — = o und also — = o, d. h, auch CG' ist mit AA 

n u- u" 

und BB' parallel. 



422. Wenn wir in der 420. Miimmer v und w gegenseitig mit einander vertausch-t 
hätten, so würden die Gleichungen (i) noch immer drei Punctc der ersten Axe darstellen 
und statt (2) hätten wir folgende Gleichung erhalten, in der wir v wiederum auf AA' 
beziehen: 

, = IXlS^^V^. (=) 

Um nichts mit Stillschweigen zu übergehen, was unmittelbar in den zuletzt entwickel- 
ten Ausdrücken liegt, erwähnen wir folgende Satze, deren Beweis darin enthalten ist, 
dass in den Gleichungen (2), (5) und (i,) c' und c" nicht vorkommen. 

Wenn die Scheitel zweier Winkel auf einer gegebenen geraden Linie fortrücken, 
wUhrend ihre Schenkel sich um der in gerader Linie liegende Puncte drehen, so bil- 
den die beiden Winkel in ihren verschiedenen Lagen Vierecke, deren zwei Diagona- 
len durch zsvei feste Puncte gehen, die mit jenen vier Puncten in derselben geraden 
Linie liegen. 
' a,Mf"" ^^'^ Scheitel zweier J%inkel oon constanter Grösse au/ einer geraden Linie, 
«ijw-ßwss die Winkel sich drehej^^ßrtrücken, so bleiben dib beiden Diagonalen des durch 
die beiden Winkel in allen ihren Lagen gebildeten Vierecks mit sich- selbst parallel. 

Wenn man um vier Puncte derselben geraden Linie zwei Paare durch diese Puncte 
gehender Parallel -Linien lieh drehen lässt, so gehen die beiden Diagonalen der, in 
den cerschiedenen Lagen der Parallel - Linien gebildeten, Parallelogramme durch, zwei 
aif derselben geraden Linie liegende Puncte. 

Es können in diesem letzten Satze auch die vier Punctc unendlich weit genommen 
werden, alsdann verschieben sich die beiden Parallel - Linien jedes Paares parallel mit 

II. 3 
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sich selbst, und zwar so, dass ihr g-cg'enscitigcr Abstand sich nIcLt ändert; alsdann l>lei- 
ben die in Rede stehenden Diagonalen mit sich selbst parallel, 

493. Wenn sechs gerade Linien, paarweise genommen, sich in drei Puncten der- 
selben geraden Linie schneiden, oder parallel sind, so können wir aus denselben vier 
verschiedene Paare solcher Dreiecke bilden, wie sie in den Säfzen der 417- und 418. 
Nummer verlangt werden, und erhalten also auch viermal drei gerade Linien, die durch 
denselben Punct geben, oder parallel sind. Und somit ist der in dem Yorstebenden 
bewiesene allgemeine Satz folgender: 

Wenn man durch jeden fon solchen drei Punctcn, die in gerader Linie liegen, 
zwei gerade Linien zieht, oder wenn man drei Paare paralleler gerader Linien nimmt, 
so schneiden sich die drei verschiedenen Linien- Paare zu zwei und zwei in dreimal 
fier Punctcn, durch welche man noch dreimal zwei gerade Linien legen kann, die ein 
Viereck mit seinen beiden Diagonalen bilden. 

424. Wir wollen zu einer zweiten Gruppe von Sätzen übergehen. 

Wenn irgend zwei gerade Linien und auf jeder derselben drei Puncte , asif der 
einen die Puncte A, B, C, auf der andern j/, B', O gegeben sind, so schneiden sich 
die drei Linien-Paare AB' und AB, AC und A'C, BG und B'C in solchen drei 
Pancien S, S', S", die in gerader Linie liegen. 

Um diesen Satz zu beweisen, wollen wir die beiden gegebenen geraden Linien, die 
sich In O schneiden mögen, zu Coordinaten- Axen nehmen und alsdann die feciproken 
Wcrthe von OA, OB und OC durch v', v'' und v'**, die reciproken Wertbe von OA', 
OB' und OC durch u, u" und n" bezeichnen. Hiernach ergibt sich, indem wir w con- 
slant nehmen, folgende Coordinaten-Bestimmung für jene drei Linien-Paare: 
A'ß {^ = "'/. AB' ^ ^ ^.■ 

^G g r ;\ AC g = ^- 

B'C }v Z v'^ ^^' {v Z vV 

Für die Leiden ersten Durcbschnittspuncte , S und S, erhalten wir also folgende Glei- 
chungen : 

"-"' = - VW ("1 

Ziehen wir diese beiden Gleichungen von einander ab und multipliclren alsdantt mit 
(•,-"~\')(\''~V), so kommt: 

(V-_V')(»"-V')(0"-U"') = M(V-T-), (,) 

ändern wir, der Kürze halber, 

u'V'— v"u'— u'"v'+v"'u'-f-n"V'— v"'u" = ßJ, 
aeUen. Aus der Gleichung (l) erhält man folgende: 

Mv = N, {=) 

wenn man : 

(v'-v'>"u"-i"(v"— v">-'u'4-(v''--v')v"u" -= N, ■ 
setzt. 
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Wenn wir u' unJ n", v' ntitf v" gegenseitig: mit einander vertansclieii, so bleiti, der 
crslc Duchschnilt S derselbe, iidem AB' an die Stelle von A'B und, umgekehrt, A'B 
an die Stelle von AB' tritt; statt des zweiten DiirchsdinittPS S' erhalten wir aber den 
dritten S". Durch jene Accenl-Vertauschimg bleiben M und N unverändert, ansgenom- 
men, dass, beide zngloich, ihr Zeichen ändern; es bleibt also der Werth von v iden- 
tisch derselbe, wenn wir statt des zweiten Panctcs den dritten nehmen. Es liegen also 
alle drei Punctc in derselben geraden Linie. 

l^^5. Wenn wir die drei Puncto auf Jeder der beiden gegebenen- geraden Linien un- 
ter einander vertauschen, so erhalten wir neue Constructionen des eben bewiesenen Sa- 
tzes. Solcher Constructionen gibt es offenbar so viele als die drei Puncte auf einer be- 
liebigen jener beiden geraden Linien, etwa der zweiten, sich permutiren lassen, also 
sechs. Hiernach erhalten wir folgendes Schema von sechs mal drei Puncten, die in 
gerader Linie hegen: 

(Aß', A'B), (AC, A'C), (EC, L'C); 

(AA', ß'ß), (AC, V.'C), (nC, A'C); 

(Aß-, C'B), (AA', C'C), (BiV, B'C); 

(AC, A'B), (AB', A'C), (BB', C'C); 

(AC', B'ß), (AA', BC), (BA', CC)j 

(AA', C'B), (AE', CC), (BB', A'C). 

Die zweite, dritte und vierte, so wie die erste, fünfte und sechste von diesen geraden 

Linien gehen durch denselben Punct. *) Die drei erstgenannten geraden Linien 

crhiilt man, indem man nach einander A' und B', A' und C, B' und C, also auch n' 

und u", u' und u'", n" und a" gegenseitig vertauscht. Nach dieser Bemerkung ergibt 

sich sogleich aus (l) folgende Bestimmung für die, diesen drei geraden Linien ZLikom- 

menden, v, die wir zur Unterscheidung unten acccntuircn wollen; 

{v'"-VXv"-v)(a'-„-) = MV-MV, 

f,"-v)(V_V)(»"-u) = MX- MV, 

(v"_V)(v--v)(u--u-) = M-V, -M-V. 

Wenn wir diese drei Gleichungen addiren, so verschwindet der erste Thell der resiilti- 

rcnden Gleichung; wir überzeugen uns überdies leicht, dass 

iM'-t-M"+M"' = o, 
nnd somit erhalten wir: 

]Vrv,-t-M"v,-!-.M"v,,, = 0, 
oder: 

M'(v-v,>M"(v-v,J = o. 

Da M' und M" auf keine Weise sich iindern, wenn wir » mit v verfaiischen, so er- 
hält man zwischen den auf die drei in Rede stehenden geraden Linien sich beziehenden 
u, die wir zur Unterscheidung ebenfalls unten accentulren wollen, aus der letzten Glei- 
chuna: unmittelbar folgende: 

*' " W'(n~uJ+5["(u,-uJ = o. 



*) Diesen Sata hat H. Steiner in Gehgonne's Annalen (Tome XIX Pag. 128) : 
vorgelegt. Es ist derselbe t'iii besonderer Fall eines allgemeäien Salzes, mit i 
später beschäftigen werden, und in welciiera an die Stelle des Sjslems der bei 
nen geraden Linien irgend eine Linie z\veiter Ordnung triff. 
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Aus den beiden letzten Gleicbungen folgt; 

v_— v^,^ v^, — v_' 

", — ".,. ^„ — ",./* 

und aus dieser Gleichung ist ersiclillicli , dass die drei geraden Linien (v ., u), (v^, vi) 
und (v,^^, n_j_) durch 'ein und denselhen Punct gehen. 

Wenn wir, etwa von der zweiten, geraden Linie des oliigen Schema's ausgehen, und 
dann nach und nach A' und B', A' und C, B' und C mit einander verlauschen, so kom- 
men wir zn der ersten, fünften nnd sechsten Linie desselben Schema's, und wir IcÜnnen 
gerade anf dieselbe Weise zeigen, dass auch diese drei geraden Linien in demselben 
Puncte sich schneiden. 

426. Den in der vorigen Nummer bewiesenen Satz erhalten wir unmittelbar durch 
Hülfe des Satzes der ^iS- Nummer. Denn, da die drei geraden Linien A'B, AG' nnd 
B'G den drei andern AB', A'G und BG' in dreien Pnncten derselben geraden Linie, der 
ersten Linie des obigen Schema's, begegnen, so geben die drei geraden Linien 
(AC, B'C), (A'G, BG');, 

(A'Jl, B'G), (AB', BC');' 

(A'B, AG'), (AB', A'C); 

iii denen wir sogleich die zweite, dritte und vierte des Schema's wiedererkennen, durch 
ein und denselben Punct *). 

427- Die lelKlen beiden Sätze können wir in folgende Aussage zusammenfassen. 

Wenn zfpei gerade Linien und auf Jeder derselben drei Puncie gegeben sind, so 
können mr diese Puncte durch neun neue gerade Linien verbinden. Diese neun gera- 
den Linien schneiden sich in achtzehn neuen Puncten. Von diesen achtzehn Puncten 
liegen sechsmal drei in gerader Linie. Von diesen sechs geraden Linien gehen drei 
und drei durch denselben Punot 

428. Wenn wir von einem der beiden letztgenannten Puncte, den. drei in demselben 
sich schneidenden geraden Linien und den drei auf jeder von diesen Linien liegenden 
Puncte ursprünglich ausgehen, so können wir diejenigen drei geraden Linien conslrnircn, 
die durch den zweiten jener beiden Puncte gehen. Hiernach erhalten wir, indem wir 
die Conslruttion des letzten Satzes ans einem andern Gesicbtspnncte betrachten, folgende 
Erweiternng des Satzes der 418. iXummer. 

Trenn irgend drei D'reiecke so liegen, dass ihre Winkelpuncte auf drei durch den- 
selben Punct gehenden geraden Linien sich befinden, so gehen diejenigen drei geraden 
Linien, welche die Durchsehnitle der diesen Winkelpunclen rcspectioe gegenüberliegen- 
den Seiten dieser paarweise ztisamniengeslelUen Dreiecke enthalten, durch ein und 
denselben Punct. 

Ich fübro diesen Satz, der einer viel grossem Ausdehnung noch fabig Ist, hltr nur, 
Jor Bcziebimg zu den vorhergehenden Sätzen wegen, an. Spater, wo ich an Beispielen 
zu zeigen gedenke, wie sich durch eine einfache Verbindung allgemeiner Symbole ver- 



") Aufgang jjfiiillciie Welse' können w'u zeigen, dass in dem Salze der 1i. Nummer 
sechs Durchschnitten, drei und drei in gerader I-Inie üogcii. nenillch (Tab. 11. FI", 
"(iufseil S, T, V und .indcrerseiU B, \Y, ü. 
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mittelst unbestimmter Coefficienlen sehr zusammen^esetzfe Salze Jbeweisen lassen, werde 
ich auf den vorstehenden Satz zuriickfeommen. Doch will ich den Beweis desselhen, der 
nach den frühem Sätzen sehr nahe liegt, noch schliesslich folgen lassen. 

Die drei gegebenen Dreiecke seien ABC, A'E'C und A"ß"C" nnd die "Winkelpnncte 
A, A' and A", B, B' nnd B", C, C und C" hegen auf solchen drei geraden Linien, die 
durch denselben Punct gehen. Alsdann schneiden sieh nach dem zu beweisenden Satze, 
folgende drei geraden Linien, von denen jede drei Durchschnittspiincte gcgenüLerlicgen- 
der Dreiecksseiten enthält: 

(B€, n'C), (AC, A'C), (AB, A'B'); 

(RG, r,"C"), (AC, A"C"), (AD, A'B"); 

(B'C, B"C"), (A'C, A"C"), (A'B', A"B"); 

in demselben Puncte. Dies ist sogleich ersichtlich. Rs bilden nomlich die geraden Li- 
nien BC, B'C und B"C"j AC, A'C und A"C" zwei Dreiecke, deren Seiten sich in den 
drei PuncLen C, C und C", welche in gerader Linie liegen, schneiden. Die den durch 
diese drei Puncte gehenden Seiten gegenüberstehenden l'Yinkeljmncte beider Dreiecke 
sind die beiden ersten Puncte der drillen, zweiten und ersten jener drei geraden Linien. 
Diese drei Linien gehen also (418) durch denselben Punct. — 

429. Die folgenden Nummern enthalten solche Entwicklungen, die mit Ausdrücken, 
die KU Anfang dieses Abschnittes entwickelt worden sind, in innigem Zusammenhange 
stehen nnd aus der Form dieser Ausdrücke unmittelbar hervorgehen. 
Wenn wir die beiden Gleichungen: 

au-f-hv-f-w = 0, 
a'u-J-b'v-l-w = o, 
welche irgend zwei gegebene Puncte darstellen, der Kürze halber durch 

U = 0, U = o, 

bezeichnen, so stellt die Glcichone:: 

U+U' = 0, 
denjenigen Pimct dar, welcher in der Mitte zwischen den beiden gegebenen üegl (410). 
Bezeichnen wir die Gleichung eines dritten Punctcs: 

a"u-hb"v+w = o, 
durch ein neues Symbol: 

U" = o, 
so stellt auch folgende Gleichung: 

U+U'+U" = o (0 

einen Punct dar. Um diese Gleichung zu befriedigen, setzen wir zugleich 
U-hU' = 0, und V" = 
U+U''= o, „ „ U' == . 
U'-HU" = o , „ „ U = . 
nnd erbalten also drei Paare von Puncton, durch welche drei gerade Linien hestiniml 
werden, die alle drei durch den zu construirenden Punct gehen. Diese drei Punctcn- 
Paare sind aber, was die Form der letzten Gleichungen zeigt, die drei gegebenen Puncte 
und die Mitten zwischen je zweien derselben. Die vorstehende Construction der Glei- 
chung (t) enthält also folgenden allbekannten Satz: 

In Jedem Ureiecke schneiden sich diejenigen drei geraden Linien , welche die drei 
Winiielpuncte mit den drei Milien der gegenüberliegenden Seiten i'erbinden, in ein und 
demselben Puncte. 
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430, Fügen wir zu den drei gegebenen Pnnclen noch einen vierten LInzti, dessen 
Glcichong folgende sei: 

a"'u+b"'v+w" — o, 
und hczeiclmen diese Gleidiong wiederum, der Kürze halber, dLircli: 

U"' = o, 
so stellt die Gleichnnff: 

IJ+U'+U"+U'" = o (.) 

einen nencn Punct dar. Wir tonnen diese Gleichung auf nachstellende dreifache Weise 
in awei Glcichnngen zerlegen: 

U + ü' = O, und U"-f-U"' = O; 
U + ü' = o, „ „ U-hV = o; 
U+U" = o,„ „U'+U" - Oi 
nnd erhalten also drei leicht zu bestimmende Paare von Piincten , und hiernach drei ge- 
rade LinicHj welche durch den durch (2) dargestellten Punct gehen. Der aaf diese 
W^eise bewiesene Satz ist folgender. 

Wenn man in irgend einem V^iereche die Mitten der gegenüberliegenden Seiten und 
der beiden Diagonalen durch drei gerade Linien verbindet, so gehen diese drei gera- 
de/t Linien durch ein und denselben Punct. 

Man hatte die Gleichung (2) noch anf folgende W'eise in zwei einfachere zerlegen 
können : 

U+U'-f-U" = 0, und U'"= o; 
U+U'+U"' = o, ,„ U" = o; 
U+lr4-U''- = O, , „ U- = O; 

U'4-U"-f-U"' = , „ „ U = O ; 
und hiernach vier neue gerade Linien erhalten, die durch denselben Punct (2) gehen. 

431. Wenn wir, bei der bisherigen Bezeichnung, statt der Gleichung (l) der 499- 
Ntiinmer folgende nehmen; 

,iU4-,.t'ü'+,""U" = 0, (3) 

indem i-i, fi und fi' beliebige Coeflicientcn bedeuten, so stellt auch diese Gleichung ei- 
nen Panct dar. Und, auf dieselbe Weise, als in der angefllhrlen Nummer, erhalten 
wir drei durch jenen Punct gehende gerade Linien, nemiich diejenigen, welche folgende 
drei Punclen- Paare mit einander verbinden: 

/(U+/£'U' = o, und U" = o; 

/.iV+ii'V = o, „ , U' = 0; 

^V'+tL\r = 0, „, U = o. 
Diese drei geraden Linien sind leicht zu bestimmen, die erste derselben verbindet in dem 
Dreiecke UU'U" den Winkelpunct U'' mit demjenigen Püncte der gegenüberliegenden 
Seite UU', dessen Abstände von den beiden Punclen U und L" sich verhalten wie /i': /(. 
Die zweite und dritte gerade Linie gehen durch die beiden andern Winkelpuncte U' und 
ü und durch diejenigen Leiden Puncte, welche auf den beiden gegenüberstehenden Sei- 
ten UU" und UU" so liegen, dass ihre Abstände von U und U" nnd von U' und U" 
sich respective verhalten wie ,u"; fi und |W": fi'. (410). 

Diese drei gerade Linien schneiden sich also In demselben Puncte nnd dieser Punct 
ist bekanntlich kein anderer, als der Schiverptinct dreier Gewichte j die sich wie /j,-. fi: /*" 
verhalten und die wir uns in den Winkelpnncten des Dreiecks in U, U' and U" ange- 
bracht denken. 
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W'ie die vorstehende Gleichung (3) können wir auch folgende Gleichung: 
fiÜ+ftU'+fi:V+fi"U". . . = 0, (i) 

deren erster Theil aus hclieblg vielen Gliedern bestehen mag;, durch allmahlige Zerle- 
gung construiren und erhalten auf diese Weise eine grössere Anzahl von geraden Linien, 
die alle durch den durch (!i) dargestellten Punct gehen. Es ist dieser Punct der Schwer- 
punct von Gewichten, die sich verhalten wie /.i: fi: /i": fi": . . und respective in den 
Puncten U, U', U", U'". . angebracht sind; nnd nach den Grundsätzen der Statik über 
die Zusammensetzung paralleler Kräfte erhalten wir die Bestimmung derselben geraden 
Linien als oben, die alte durch den Punct (k) gehen. Für solche barycentrischc Betrach- 
tungsweisen, die auf eine ungemein leichte W^eise zu vielen Sätzen der Situations- Geo- 
metrie führen, erhalten wir also durch die Einführung der neuen Gleichungen einen Al- 
gorithmus, der zugleich überflüssig macht, dass, der Geometrie fremde, Begriffe in die- 
selbe eingeführt werden *). 

432. Wenn wir durch irgend -einen beliebigen Punct in der Ebene eines gegebenen 
Dreiecks und durch die drei W^inkelpuncle desselben drei gerade Linien ziehen, so kön- 
nen wir die Durchschnittspuncte dieser drei Linien mit den, den bezüglichen Winkel- 
puncten gegenüberliegenden Seiten, _nach der vorigen Nummer, durch folgende Gleichun- 
gen darstellen : 

ftV -h fiV = 0, . 

/(U-H,«"ü" = O, (5) 

liV'+!i-\T = 0; 
und nach der 410. INummer erhalten wir für die vierten harmonischen Thcilimgspuncte 
auf den drei Dreiecks -Seilen folgende Gleichungen: 



*) Kinen eben so einfaclien Algoriflinius liefern die gewölinlidien GleicIiHngen für djej'ciiigcn 
BeweisfÜIirungen , die sich auf die Lehre von der Zusammenselzung solcher Kräfte, die in 
derselben Ebene nach gegebenen ßicbfungen mit gegebener Energie wirken. Legea wir 
nemlicli (34), bei der Voraussetzung rechtninkliger Coürdiuateii , lineare Gleichungen von 
folgender Form zu Grunde: 

wo a denjenigen Winkel bedeutet, den die bezügliche gerade Linie mit der ersten Axe 
bildet, bezeichuen der Kürze balber den ersten Tlieil solclier (ileichungen durch A, und 
unterscheiden diese A, sobald sie sich auf verschiedene gerade Liuieu beziehen, durch Ac- 
cente, so sehen wir sogleich (32), dass die Gleichung! 

A+A'' = o, 
diejenige g-,rade Linie darstellt, nach welcher die aus zweien gleichen Kräften, die nach 
den. gegebenen geraden Liuien; 

A = o, A' = o, 

wirken, resultlrende Kraft wirkt. Ebenso bezeichnet die Gleiclmng: 

ftA+fi'A' = o, 
die Richtung derjenigen Kraft dar, die aus solchen zwei Kräften, die nach denselben .bei- 
den gegebenen geraden Linien wirken und sich verhalten wie fi.t fi (36). Und endlich 
stellt, bei analoger, Bezeichnung, wenn beliebia; viele Kräfte .gegeben sind, die sich verhal- 
tee wir .i' : ,11': ,""; fi'"'- . . und nach den gegebenen geraden Linien: ' 

A = o, " A' = o, ■ A" = o, A"' ~ 0, u. s. w. 

wirken, folgende Gleichung! 

iitA+/('A'+,w''A"-|-,(£''A"'+ . , = o, 
die Riclibng der resullirenden Kraft dar. Diese Gleichung kunuen wir auf ähnliche Welse' 
consU-uiren als die Gleidmng C4J des Testes. 
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,,U - ,.'ü = o, 

,.u-,rir = o, (.) 

^('U' — ^("ü" = o. 
Von diesen drei Gleichungen bedingen je zwei die drille: die bczüglicLen drei Punclc 
gehören derselben geraden Linie an. Also: 

Wenn man von irgend einem Puncte in der Ebene eines gegebenen Dreiecks drei 
gerade Linien nach den drei fFinhelpuncten desselben zieht, so liegen die vierten har- 
monischen Theilungspuncte zu den drei Durchschnitten dieser Linien mit jeder der drei 
Dreiecks - Seiten und den bezüglichp.n Wlnkelpuncten alle drei in gerader Linie. *) 

433. Die durch die Gleichnngen (6) dargestellten harmonischen Theilungspuncte 
können wir leicht auf folgende Weise conslruircn. Wenn wir z. B. die beiden letzten 
der drei Gleichungen (5) von einander abziehcu, so erbalten wir die erste der Gleicbnn- 
gcn (6). Es liegt also der durch diese Gleichung dargestellte Punct auf der, die durch 
jene beiden Gleichungen dargestellten Pnncte verbindenden, geraden Linie, also im Durch- 
schnitte dieser Linie mit der Dreieclssseite UU'. Hiernach erhält der letzte Satz folgende 



Wenn man auf den drei Seiten eines gegebenen Dreiecks drei Puncte so annimmt, 
dass die drei geraden Linien, welche diese Puncte mit den gegenüberliegenden Wlnkel- 
puncten verbinden, durch denselben Punct gehen, so schneiden diejenigen drei geraden 
Linien, welche diese Puncte, paariveise genommen, verbinde Ji, die drei Dreiecksseilen 
in solchen drei Puncten , die in gerader Linie liegen. 

434. Wenn man die gegcnüberlißgenden Seiten irgend eines gegebenen Vierecks 
UÜ"U'U"', nemlich TJÜ" und XJ'U", UU" und U'U", bis zu ihrem gegenseitigen Durcli- 
schnitte verlängert, so ergeben sich zwei nene Puncte, U'^" und U^, deren Gleichungen, 
von derselben Form als die, in den letzten Nnmmern gebrauchten, wir durch 

Ui^ = o, U^ = 0, 

bezeichnen wollen. Alsdann haben wir, wenn wir den ersten dieser beiden Puncie be- 
trachten, folgende identische Gleichungen: 

,,U-f-//'U" = Ui^ 

t^u+fru" = u'^ ^'' 

wobei fi, ft, n" und fi" unbestimmte Gocfficienten bedeuten, die aber, weil wir, nach 
der eben gemachten Bemerkung, dass die verschiedenen Symbole U, U' u. s. w. solche 
Ausdrucke vertreten, in denen der Coefficient von w gleich Eins ist, dmcli folgende 
Gleichungen verbunden sind: 

/'+/<" =1. ( •. 

fC+fi" ^ l. _ ^'' 

Aus den beiden Gleichungen (i) ergibt sich folgende identische Gleichung: 

fiU-i-f'-"'^" = n'U+fi'V", (3) 



I Theüung stellt mit der Ziisammenseüung der Kräfte in genauer Be- 
uch irgend zwei Kräfle, die in derselben Ebene wirken, gegeben sind, 
und man bestimmt ihre Mittelkraft; lässt dann eine beliebige derselben nach enlgegeßgcsetz- 
ter Riclitnng wirken, und bestimmt wiederum die Mitielkraft, so bilden die Richtungen der 
beiden gegebenen und der beiden resullirenden Keäfte vier Harmoniealen. Llisst man die- 
s^ben vier Kräfte auf Puncte desselben geradlinigen Hebels wirken , . so sind die vier An- 
griffspuncte vier harmonische Tbeilungspuncfe. 
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Hiid aus (liesor wiederum folgende: 

fi\]—fi"\J"' — (/V — /("Ü". 
Wenn wir die beiden Tiicilc dieser Gleichung gleich Null setzen: 

flÜ~fL'"\J"' = o, 

^'U'— /t"U" = 0; 
so stellt die erste dieser resnltlrendcn Gleichungen einen solchen Punct dar, der auf 
UU'", nnil die zweite Gleichung einen solchen Punct dar, der auf U'C liegt, und da 
hcide Gleichungen identisch sind, stellt jede hcliehige derselben denjenigen Punct dar, 
der im Durchschnitte von UÜ'" und ll'l)" liegt, mifhin den Punct U^, Es ist also, 
wenn wir wiederum auf die Form der durch die vcrscliiedeiien Symbole dargcslcllten 
Ausdrücke Rücksicht nehmen ; 

/u-,,"y' _ fr-zOL''. ^ ", 

Wenn wir die erste der beiden Gleichungen (i) mit (fi—fi") multiplicircn und dann 
zu der ersten der Gleichungen (4) addiren, ergibt sich: 

((»— (<">+rtU+(,«-/>"ü-;rU'' = (,«~/0(U"+U>'). (s) 
Bringen wir ferner alle Glieder der Gleichung (ü) auf die erste Seite: 

/tU-yü'VU"-ft"'Ü"- = 0, ' (6) 

nmlliplieiren mit (— (w) und addiren diese Gleichung alsdann zur vorlicrgebendon, . so 
kommt, wenn wir auf die Bedlngnngs - Gleichungen (2) Kiicksicht nehmen: 

^>(ü+U')-,.'V'(U'4-U") = (;n-,."')(Un'+UV) = (,,,„•-,. v^u^'+i'")- (7) 
Die Form dieser Gleichung zeigt, dass die, durch die drei Gleichungen; 
U+U' - o, 
Ü"+Ü"' = 0, 
Uiv+lJv ^ 0, 
dargeätcllten, drei Puncle in gerader Linie Hegen. Diese drei Puncle sind aber (410) die 
drei Mitten von UU', U"U"' und U^^U^'; und mithin haben wir folgenden bekannten 
Satz bewiesen, zu dem wir schon früher anf indirectem W^ege gekommen sind *) : 

Jri Jede}- vollständigen vierseitigen Hgur liegen die Mitten der drei Diagonalen in 
gerader Linie. 

Zugleich zeigt uns die Gleichung {7), dass die Abstände des dritten Piinctes von 
dem ersten und zweiten sieb verhalten wie: 

Ks steht jener Pnnct von diesen gleichweit ab, ivenn: 

l£, ^ IL. 

das beisst, wenn: 

Uivxj. uivu" = U'nj': U'^''U"', 
und entweder U^'''' zwischen U und U'' oder zwischen U' und U"' liegt, 

Um den Coefäcienten zu linden, mit dem wir die Gleichung (6) multiplicircn müssen, 
imd den wir 11 nennen wollen, haben mr: 

(,«— /t"')/i4-/i-fn/i = — n/*'t 



*) Ent\Yicklqngen 218. PosCelet, Traite Ißi. 

u. 
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eine Gleichnng, die zng'.üich mit fülgpndcr hestclit: 

(fi—fi"')ft"-+'nfL" = —/r—nu'; 
worin eben der Nerv des Beweises liegt. 

Slatt aus der ersten Gleichung bei (l) und -(k) die Gleichung (5) herzuleiien , Iiätten 
wir eine enisprechcnde Gleichung durch Verbindung einer beiicbigcn der beiden Gtei- 
chungen (l) mit einer beliebigen der beiden Gleichungen (4) erhaUen hönncn. Statt der 
Gleichling (5) ergibt sich endlich eine synimeLrischc, wenn wir beide Gleichungen (l) 
mit (^ft—fi""j = (;('—/(") multipliciren nnd dann zu beiden Gleichungen (4) addiren. 

ii35. W^cnn wir stült Ausdrüclce von der Form; (au-+-bv4-w), die wir in der vorigen 
Nummer U, U' u. s, \v. genannt haben, nun Ausdrucke von der Form: (n+bv+cw), 
betrachten, in denen der Coefficient von n gleich Eins ist, nnd solche AnsdrUcke durch 
dieselben- Symbole bezeichnen, so erhält die Gleichung (7) der vorigen Nummer eine an- 
dere Deutung, ohne dass in dem Entwickinngs - Gange irgend etwas sich ändert. 

"VYenn von folgenden vier Gleichungen: 

■ U = o, U- = 0, U-U' = 0, U+U' = o, 

die beiden ersten irgend zwei gegebene Puncte darstellen, so stellt die dritte Gleichung 
(^bei den eben gemachten Yoraussetzungen) den Diirchschnitlspunct der, die beiden ge- 
gebenen Puncte verbindenden, geraden Linie mit der ersten Axe dar, nnd somit die 
vierte Gleichung den vierten hormonischen Theiinngspunct zu diesen dr^i Punctcn. Hier- 
nach stellen also die drei Gleichungen : 

V-hV = o, 

U"+U"' = o, 

Ui^+U^ = o, 

die drei vierten harmonischen Theilungspnncte zu U und U', U" und U'", U'^' and U'^' 

und den drei Durchscbniltspnncten der drei Diagonalen UÜ', U"l)"', Ui'^'ü^ mit der ersten 

Axe dar. Da diese Ase jede beliebige sein kann, so ergibt sich der folgende Salz: 

Wenn man in der Ebene einer gegebenen . vollständigen vierseitigen Figur eine be- 
liebige Transversale zieht, die die drei Diagonalen in drei Pancten schneidet, und zu 
diesen Durchschnittspuncten und den drei bezüglichen- Paaren gegenüberliegender Win- 
kelpuncte der vierseitigen Figur die eierten harmonischen Theiinngspunct c sucht, so er- 
hält man solche drei Puncte , die in gerader Linie liegen. 

Wenn wir annehmen, dass die gegebene Transversale unendlich weit liege, so er- 
halten wir aus diesem Satze den Satz der vorigen Nummer als hesondcrn Fall *). 

*) Auf dieselbe Weise, wie wir in der 434 Nummer die Gleichungen von Punclen mit ein- 
ander verbunden haben, können wir auch die gewöhniicheii Gleichungen von geraden Li- 
nien mit einainJer verbinden. "SS'it wollen zuerst Ausdrücke von der Form: (y-fBx-FC), 
in denen der Coefficient von 7 gleich Eius ist, la Grunde legen und durch Sjmbole '/., 7J 
u. s. w. , denen wir zur Untersciieidung Aceente hinzufügen, bezeichnen. Bei diesen Vor- 
aussetzungen stellen die vier Gleichungen: 

Z = 0, Z' = o, Z" = o, Z'" =3 o, 

vier gerade Linien dar, welche irgend ein Vlercet bilden, in dem wir die beiden erste« 
un4 öie beiden letilen dieser Linien als gegenüberstehende Seiten nehmen feünnen, und des- 
sen beide Diagonalen wir durch die Gleichune: 

Z'^ ^ o, V-' = o, 

darstellen wollen. Abdann hat man: 

/(Z+m"Z" =^ w7,'-i-/('"Z"' »= 1^'% 
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Z|3G. Wenn wir dirrcK irgend einen Pimct in der Ebene eines gegebenen Dreiecks Fig. 2. 
UU'Ü" und die Winkelpuncte dieses Dreiecks drei gerade Linien ziehen, so können wir 
die Durclischnlttspuncle dieser drei Linien mib den, jenen WInkelpnnctcn heiügüch ge- 
geniibevüegenden, Seiten, nach der 432. Nummer immer durch folgende drei Gleichun- 
gen darslelJen: 

;(U + ^'Ü' = o, 

^tJJ+fl'V" := o, (l) 

f/U+fiV = 0. 
Wir wollen nun die nnljestimmicti Coefricienten in den Gleichungen solclier drei Piincle, 
anf die wii- bisher nur hcilaiifig Rücksicht genommen haben j nJiher betrachten. Die drei 
in Rede stehenden Puncte, die anf UU', UU" nnd U'U" Hegen, seien Y", T und' Y. 
Bedeuten alsdann U, U' und U" Ausdrücke von der Form: (au-J-bv4-w) , in wcklien 
der Cocfficient von w gleich Eins (oder gleich einer gegebenen Constanten) _ ist, so ist 
in der zweiten Figur (41O); 



und hieraus : 

^/Z— /("'z'" = /t"i'-—/i".z" =t (,u—i.i")'/y; 

üwUchen den uribesfJinmtou Cocfficienteu fniiJeu auch liier (iie 1; eitlen Bediofjuugs - Glei- 
chungen : 

/!+-//' = 1, j^'+M'" == ij 

Slatt. Wir kommen ferner, «i'e im Texte, wenn «ir auf die üedingungs- Glelcluuij^ 

/(Z — /.il^+^ii'?" — ).i"7^" =i o, 
iiücksicUt nehmen, lu folgender End-Glcieliuug: 

/(^'(Z+Z')-/iV"(Z"+Z'") = C/'-^0(Z'''+Z^).. (') 

Üin diese Gleichung zu deuten, bemerken wir, dass die vier Gleichungen! 

Z = o, Z' = o, Z-Z' = o, Z+Z' = o, (2) 

vier Harmonicalen (larsteilen, von denen die drille der zweiten Axe parallel ist. nieriiaeU 
erhalten wir die vierle Harmooicale, wenn wir. den Durchschnitt der beiden ersten mit der 
Mitlc des von denselben auf der zweiten Axe interceptirfcn Segmentes durch eine gerade 
Linie yertiinden. Und somit haben wir, da jede beliebige gerade Linie zur zweiten Axe 
genommen werden kann, folgenden Satz bewiesen, auf den wir früher schon "(3'79) auf in- 
dtrectem A'S'^ege gekommen sind: 

JVenn man die Dui'chschrdtte der beiden Paare gegenüberUegender Seiten und der 
beiden Diagonalen nüt den Mitten der fon diesen drei Linien- J'aaren auf einer gegebe- 
nen geraden Linie inlerceptirten Segmente ferbiudet, so erhält man drei gerade Linien, 
die ditrc/i ein und deiitselben I'unct geJi-n 

Wenn r tüft A sd ucfce der lor (y+Bx+C) durch 7 7 s zu be 

zeichnen, nu krch d e elbeu S I ole Au 1 ucke on d r Form (Aj+Bs+1) heze ebnen 
so erhält d e Gle cl g (IJ c e an 1 re Deutu ^ \lsdann s llen d e Gle chuugen (') 
immer noch e Hirmon ctlen lar aher tl e d tte derselben t ctt n el r d er ten ixe 
parallel, sonde n geht nu d xc\ den Anfanjjspu et der Co rd eu Da d ese i faOj,s 
piinct jeder bei eb i,e se ka n so erg bt & ch fol end r Satz 

Wenn nai t-on ene beheb "en P nee i le Ebeie e e? ge^ebe len J reols c 
den Durchsei n tten der h den Faire gfenihe l egender Se ten inl hn D cl sei e 
der beiden D ^o nlen I e e ad Lj. n elf *ü el en lie d e erten liar o len 
■:^H Jerten dte L len P ae und l ben dre gerade L en lu cl e n und de seile 
Punct. 

Wenn wir annehn en d ss der 1 e! pb ge Punct unen 11 c! i auf e er ge eb nen ^e 
radcn Linie fortrucke so e h !ten den er ten batz t e er ftpte ils besonde Jtail 

Wir kon en dem I aten Satze e e ande e Auss ^e «eben enn r bemer n d ss 
ein Viereck n t e e be d n D ago alen aucl al e « Dce eck an n ehe i t les en dre 
Winkelpunc e t j,e d e e n Pu c)e d rcl d e qe ade I e a hu den s nd De dre 
Dprehschnltle 1 e er l e L en n t de Se ten des Dre e ^ s I a! dan d e D rel seh 1 e 
der beiden Paa e ge^^enuberl ege de Se len u d der b le D ^oua! n le \ eck 
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Y"U ^ _ Y'U" f£ "VU' 

^ Y"Ü" u" Y'U"' ft ^ YU'" 



^t /(, /( 

Y"ü. Y'U". YU' = Y"U'. Y^'U. YU". 
Wir haben also nachstefiernTen Satz Ijewiescn, der nach den H. H. ServOIS und PON- 
CELET zuerst von JOHANN ÜEBNOULLI bemerkt worden ist *): 

Drei gerade Linien , welche irgend einen in der Ebene eines gegebenen Dreiecks 
beliebig angenommenen Punct mit den drei Winkelpuncten des Dreiecks verbinden , be- 
stimmen auf den drei Seiten sechs Segmente: das Pi'oduct dreier nicht an einander 
stossender Segmente ist dem Proditcte der drei übrigen gleich. 
Flg. 3. '*'*''■ ^^^^ '^*i^ '|32. Nnmnier erhalten wir ebenfalls für die drei Durchschnitte irgend 
einer beliebigen geraden Linie, mit den drei Seiten eines gegebenen Dreiecks, Gleichmi- 
sfin von folgender Form: 

fi\3 - /t'U' = 0, 
nV — i-iX)" = 0, {.) 

(it'U' — /i"Ü" = o, 
und hiernach erhalten wir, wenn wir jene drei Durchschnitte wiederum Y", Y' und Y 
nennen, gerade wie in der vorigen Nummer: 

Y"U. Y'U". YU' = Y"U'. Y'U. YU". 
Eine beliebige Transversale , die den drei Seiten eines Dreiecks oder ihren Ver- 
längerungen begegnet, bestimmt auf jeder derselben zwei Segmente: das Producl 
dreier derselben, die auf den drei Seiten ^on den drei TVlnkclpuncten an .genommen 
fverden , ist dem Producte der drei übrigen gleich. 

Nach den Herren BRLmcnON nnd PONCELET war dieser Satz schon den Alien 
bekannt. **) 

Z|33. Wir wollen nun Ausdrucke von. der Form : (u-f-bv-J-cw), in denen der Cocfll- 
cient von u gleich Eins ist, durch die Symbole U, U'.und U" uns dargestellt denken. 
Alsdann erhalten die unbestimmten Cocfücicnten eine andere geometrische Bedeutung. 
Wenn ncmlicb: 

u+bv+cw = o, 

u+b'v+c'w = o, 

die Gleichungen zweier gegebener Puncte sind, und wir diese beiden Gleichungen addi- 

ren, nachdem wir zuvor die zweite derselben mit einem nnbestimmtcn Coefficienten n 

multiplicirt habenj so kommt: 

b-(-I'h' C-'rVZ 

u+--— -v+~— w = o. 
1+v l-\-y 

Bezeichnen wir, der Kürze halber, in dieser Gleicbting, die einen Pnnct darstellt, der 

mit den gegebenen in gerader Linie liegt, den Coefficienten von v durch b", so erhalten 

wir ohne Mühe; 



") PotjCELET, Tralte des propne'te's projcctlves, 158. 
*") foNCELET, Propr. proj. 145. Ptolejiaei Almagestum I. cap. 12. 
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b -k 

r=¥ = ■'• 

h, h' und 1»" sind aber, bei der AnnaLtne rechtwinkliger Coordln.itenj die Cotangenlen 
der V^'inkcl, welche dicjeiiig;en geraden Linien, welche durch den Anfangspimct der 
Coordinatcn und durch die drei in Rede stehenden Piiiictc gehen, mit der ersten Axe 
bilden (4O6). Ziehen wir also irgend eine gerade Linie mit der ersten Ase parallel, die 
jenen drei letztgenannten geraden Linien, der ersten in M , der zweiten in M' tmd der 
drillen in M.", bescKnct, so ist: 

M"jM' ^ ''■ 

/|39. Hleniach erhalten wir, wenn wir uns anf die drei Gleichungen (1) der ;i36. Fig, a. 
Nammer und auf die 2. Figur beziehen, in welcher wir den beliebigen Punct O ais 
Anfangsptinct der Coordinaten und die beliebige gerade Linie All als der ersten Axe pa- 
rallcl, befrachten : 

,(. y"u" f^- ~ v'a' f,' ~ Ya" 

und mitliifi: 

TSach einer Ucberlieferung von BeaüGRAND beschäftigte sicli.DliSARGUES in einer im 
Jahre 1639 erschienenen, verloren gegangenen, Schrift ausführlich mit der durch die 
vorstellende Gleichung ansgedriickten Beziehung zwischen sechs Pnncten einer geraden 
Linie, und nannte solche Puncte „involiition de si'sc poinis", einen Ausdruck, den 
H, POSGELET wieder aufnimmt, *) Diese Beziehung von sechs Puncten einer geraden 
Linie zu einander bildet die Grundlage einer eleganten kleinen Schrift des H. BrianCHüS, 
in der zugleich bemerkt wird, dass dieselbe Beziehung von sechs Poncten zu einander 
auf eine siebenfache Weise ausgedrückt werden kann. **) 

Dem in der Gleichung (l) enthaltenen Satze können wir hiernach folgende Aussage 
gehen; 

J^ie/ii man c'o/i irgend einem Puncte drei gerade Linien nach äen drei Winkelpunc- 
iea eines gegebenen Dreiecks und drei andere gerade Linien nacii den Fusspunclen 
dreier von jenen Winkelpuncten auf die gegenüberliegenden Seiten gefällter, in dem- 
selben Puncte sich kreuzender gerader Linien, so erhält man sechs gerade Linien, von 
denen jede beliebige Transi'ersalc in solchen sechs Puncten geschnitten wird, die eine 
Involution bilden. 

Man bemerkt bald, dass aus diesem Satze der Satz der 436, Nummer als besonderer 
Fall sich sogleich ergibt, wenn man den beliebigen Punct unendlich weit auf einer gege- 
benen geraden Linie fortrücken lasst. 

440. Wir erhallen hiernach ferner, ohne irgend eine Entwicklung, indem wir uns Fig. :!. 
auf die Gleichungen (l) der 4^7. Mummer und auf die dritte Figur beziehen, bei der ana- 
logen Bezeichnung dieselbe Gleichung (1) der vorigen Nummer: 



•) PoscEiET, Prop. pro). 113. 
**) Memoire sur ies h'gnes du secom! ordre. Psr C. J. Brianchok. Pari», 1817- 
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Die drei Winkelpnnctc ttfis gcgebeiipn Dreiecks UU'U'' und di« drei in gerader Linie lie- 
genden Puncto V, V, Y" bilden die sechs Winhelpuncte einer voüsLändigen vierseitigen 
Figur. Hiernach ist der bewiesene Satz folgender: 

VTenit man von irgend einem, Piincte nach den sechs Winhclpuncicn einer aoUstän- 
digeii vierseitigen Figiir sechs gerade Linien zieht , so bestimmen dieselben auf jeder 
beliebigen Transversalen eine Involution von sechs Durchschniitspuncten. 

Man sieht leicht ein, wie aus diesem Satze der Satz der ^t(. Niimmer a!s besonde- 
rer Fall folgt. 

^ifl. Wenn zwei Pnnctcn- Paare, etwa n" nnd v",' u' und V, zusammenfallen, so 
Tcrwandolt sich die letzte Gleichung in folgende : 

u"u. vn' — u'u. vu", 
d. h. die vier Punctc u", (v"), ii', (V), u und v sind vier harmonische TheilungE- 
puncte, oder hilden , nach dem Ausdrucke von DESAEGUES, eine Involution von 
vi«F Pancten. Damit aber die Puncte u" und v", n' und v' zusammenfallen, m-Jssen 
wir den Anfangspunct der. Coordinaten in dem Durchschnitte O' der beiden Diagonalen 
iV'v" und uV annehmen. W^enn wir alsdann überdies noch die dritte Diagonale der vier- 
seitigen Figur, UV, als die beliebige Transversale iiohmcnj so erhalten wir folgenden be- 
kannten Satz: 

Zfvei Diagonalen einer voUsländigen vierseitigen Figur theilen die dritte Diagonale 
harmonisch. *} 



*) Wenn wir die Seiten eines gegebeneu Dreiecks durch die Gleichungen: 
Z = o, Z' = o, , Z" — o, 

darstellen, so erhalten wir für drei gerade Linien Y", Y" «nd Y, welche durch 
drei Winkelpuncte des Dreiecks and irgend einen festeo Punct gehen, drei Gleichungen 
folgender Form: 

iwZ — liZ' = o, 

(.iZ'—l-i'TJ' = o, (i) 

^"Z — /.iL = o, 

y+ax— b 

Wenn wir nun erstens unter Z, Z und Z Ausdrücke von der Form - ^ versfei 

(Ausdrücke, die wir in dem Vorstehenden durch die verschieden aceentuirlen A hezelcl 
haben), so bedeulet hekanutiich die erste der Gleichungen (l) eine gerade Linie, die di 
den Durchschnitt der beiden ersten Dreiecks - Seiten geht und die "den Winkel, den d 
beiden Seiten eioschiiessen, so theilt, dass die Sinus der resulfirenden Winkel sich ' 
halfen wie ^'; j-t. Wir erhalten hiernach, mit Beziehung auf die 



fi sinf fi stnß' 



/t 
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so folgt- 

«Mö fi,B«sz«« = sm^fsinß'dnß. 
Der Salz, den these Gleichung ealhtlt, ist bekannt und folgernder: 
JVenn, man ton irgend einem Puncle drei gerade Linien nacli den drei IVinhelpunc- 
ien eines gegebenen Dreiecls zieht, so uird Jeder Tfinkel oder sein T^ebenwinhel so' n 
-itvu Thede ^etliedt dass das Product der Sinus derjenigen drei PTinhel, die auf dersel- 
ben Seite du diu 'Ihedungskium l e},in , dem Prodhcte der Sinus der drei übrigen 
Vf inhel gleich ist 

Wenn ^ r statt durch einen festen Ponct drei gerade Linien nach den Winkclpunc- 
icn einci gegebenen Dremls zu ?nlen nun diese drei Winkelpuncte mit drei Puricten, die 
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i,49. Die Entwicklangen der letzten Nummern sind der Yerall gern ein eriing fähig. 
Wir wollen ein Polygon ÜU 'U'U •''... U"-i von einer beliebigen Anzahl Seiten betrach- 
ten. Die n Witikelpuncte dieses Polygons wollen wir dnrch die Gleichungen: 

ü - o, U' - 0, U^ = 0, U' = o, . . . I>-5 = 0, ü"-= = 0, U"-' = o. 



ifi gerader Linie inid auf den gegenüberliegenden Seilen Hegen, durch drei gerade Linien 
Y", "Y'j V verblndeu, so ergeben sict, wie bekannt, iÜr diese Linien Glelcbmigen von fol- 
f[enc!er Form : 

p;z'-,''z" = o,' (,) 

/t Z ' ■ — ^(Z = o ; 
nnd hier erhallen wir, indem wir uns auf die 5. Figur beiielien, bei einer analogen iBe- 
Kcichnung, gerade so wie eben. 

Wir gelangen hiernach, neben dem eben bewiesenen Satze, zu folgendem Satze: 
TFenn man von, irgend drei Funden , die in gerader J^ime und auf den drei Seiten 
eines gegebenen Dreiecks liegen, drei gerade Linien nach den diesen Seiten gegenüber ste^ 
henden tfinkelpuncten Tieht, io werden die drei Vfinkel des Dreiechs oder ihre Nehen- 
winhel so getheilt, dass das Froditct der Sinus von drei der resuüirehden TVinkel dem 
Iroducte der Sinus der drei übrigen gleich ist. 

Wenn wir zweitens Ausdrücke von der Form: (y — as — b), in denen der Coefficlent 
von y gleich Eins (oder auch nur eine eia fiir alle Mal gegei)ene Constante ist) durch Z, 
Z' und Z" bezeichnen, so erhaltea die «nbestimmten Coefficienten eine andere Bedeutung. 
Wenn wir nemlieb die Gleichungen irgend zweier gegebenen geraden Linien: 
y— ax — b = o, 

lu nacbsLehender Gleichung vermittelät eines unbestimmten Coefficienten v ycrbladeu: 
a+i'a' b+i-b' _ 

dieser Gleichung b" nennen , so er- 

b"— b' "' 

Es ist also n das Vcrballniss der zwischen der dritten «nd ersten und awisciien der dritten 
und zweiten geraden Linie liegenden Stücke der zweiten Axe zu einander. Hiernach' erhal- 
ten wir, gleichviel, ob wir auf die drei Gleichungen (1) und die 6. Figur oder auf die 
drei Gleichnngen (2) nnd die 5. Figur uns beziehen, wenn wir die beliebige gerjde Linie 
AB als zweite Aie betrachten: 

ft ' y"z" ft jz" fi" y'z ' 

und weil wiederum: 

li. l£. t. =1 
^ fi fi' 
äo folgt: 

V'tt TZ - y z ^^=i y 'z'. yz", y'z. 

Da die drei Seiten eines gegebenen Dreiecks und drei gerade Linien, welthe die drei*'S* "■ 
Winkelpuncte desselben mit irgend einem festen Puncto verbinden , ein Viereck mit seinen 
beiden Diagonalen bilden, so haben wir also erstlich folgenden bekannten Salz bewiesen. 

Die Durchschnitte einer beliebigen Ti-artspersnlen mit den vier Seiten und den beiden, 
Diagonalen eines f^terecls bilden eine Involution von seclis Pimcten. (PoKCEi.ET, Prep, 
proj. 172. ÜHiANCHON a. 3. 0. S- "VnL) 

Und ferner haben wir folgenden zweiten Satz: 

Die Durcfischnitte einer beliebigen IVansversahn mit den drei Seiten eines gegebenen i ig- 5. 
Dreiecks und den drei geradeA Linien, welche die drei Winkelpuncte des Dreiecks mit 
dreien auf den gegenüberstehenden Seiten und in gerader Linie liegenden Puncien verbin- 
den , bilden eine Involution van sechs Puncten, 
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nnd die n Puncte Y, Y', Y% . . . Y"-' , Y", die auf einer Lelieblgcn Transversalen inid 
den Polygon - Seiten UU', U'L", U-U^ , . U"-'U"-i, ü"-iU liegen, durch folgende Glei- 
chungen : 

Y =: 0, Y^ = o, Y^ =: 0, . . . Y"~^ = o, Y"-' = o 
darstellen. Alsdann ergeben sich folgende n identische Gleichungen: 
fiV + fi'V^ = vY, 



indem wir durch fi , fi^ . . ,(("-', v, i-' . . v^~^ und g onbestimmte Cocfficientcn hezeich- 
nen. Ziehen wir von der ersten dieser n Glcichnngen die zweite ab, addiren zu dem 
Reste die dritte, ziehen von dem Resultate die vierte ab, addiren zu dem neuen ßcstc 
die fünfte, und gehen auf diese Weise bis zat letzten Gleichung, indem wir abwech- 
selnd addiren und subtrahiren, so kommt: 

ifi+i)V = vY-v'Y'-hv'Y^ . . . lI+t.i.-3Y'i-5±)"i-^Y*>-=Tj'"-iY"-', 
wobei wir das obere oder untere Zeichen nehmen müssen, je nachdem n eine gerade 
oder ungerade Zahl ist. Die beiden Theile dieser Gleichung können auf keine andere 
Weise identisch werden, als wenn die Glieder jedes derselben sich gegenseitig aufbeben. 
Denn, wäre, dies nicht der Fall, so würde der zweite Theil, gleich Null gesetzt, irgend 
einen Pnnct darstellen, der mit den Puncten Y, Y'. . . in gerader Linie läge, und also 
nicht mit demjenigen Puncte , der durch den ersten Theil jener Gleichung, wenn, wir 
denselben gleich Null setzen, dargestellt wird, .das heisst, mit dem ersten Wlnkelpuncte 
des Polygons, identisch sein könnte. Somit ist; 

|HT? = o, 
und folglich: 

f.i'- i-i? ia} /*"-' e 

Hiernach ergibt sich, gerade wie in der 437. Nummer, nachstehender Salz: 
Wenn irgend ein Polygon TJU^Ü^ , . und irgend eine Transi'ersale , die den Seiten 
desselben UU\ Ü^Ü\ , . oder ihren Verlängerungen in den Puncten V, V\ . . begeg- 
net, gegeben sind, und man zieht con einem beliebigen Puncte n gerade Linien nach den 
n Winkelpuncten des Polygons und n andere gerade Linien nach den n Puncten V, F\ . . 
so hat man, we/m man die Durchschnitte dieser 2« Linien mit einer beliebigen neuen 
Trausoersalen u, u\ u^ . , «"-', c, c\ c% . . f'-' nennt: 

CM. c'n^ c^u- ■ , . v^^-ht'^-'^ = cw'. cVi'^. c'm' . . . <"'-'«. 



■SVaun wir annehmen, dass in dem ersten dieser beiden Sülie die beliebige Trausver- 
isie durch den Durchschnllt der beiden Diagonalen und zweier gegenüberliegender Seiten, 
oder durch die beiden Dnrcbschnilte der beiden Paare gegenübert legender Seilen des Vierr 
ecks gebe, so erhalten wir wiederum den Satz der 44|, rsommer des Textes. Es wird die 
Transversale harmonisch getheüt. ■ 



y Google 



flcs Piinctcs. 33 

Und ferner ergibt sich folgender zweiter Satz, der mit dem vorstehenden in genauer 
Beziehung steht: 

Wenn irgend ein Polygon VU'U'^ . . und irgend eine Transversale , die, ivie vor- 
hin, den Seiten desselben oder ihren V^crlängerungen in den Puncten T^, F^, . . V'^—' be- 
gegnet, gegeben sind, so hat man:' 

ru. vu". r^u\ . F'^->m-^ = vu\ f^uk v^u\ . r^-'K*) 

Die geometrische Bedeutung des verschiedenen Zeichens in der Gleichung (i), wel- 
ches sich anf den zwiefachen Fall, dass n eine gerade oder ungerade Zahl ist, bezieht, 
ergibt sich sogleich. Dieses doppelte Zeichen wird dadnrch bedingt, dass eine Transver- 
sale nothwendig einer geraden Anzahl von Seiten (nicht deren Yerlängernngen) eines be- 
liebigen Polygons begegnet. 

Der letzte Satz, der Carnot gehört, und der, wie derselbe gezeigt hat, in der andern 
Beziehung, dass eine beliebige algebraische Curve an die Stelle der geradlinrgten Trans- 
versalen treten kann, der Yerallgemeinerung fähig ist, bildet die Grundlage der sogenann- 
ten „Theorie der Transversalen." Wir sehen, wie dieser Satz und andere Sätze 
derselben Art, ans der Betrachtung der unbestimmten Cocfficinnten, die ich bisher nn- 
beriicksichtlgt gelassen habe, unmittelbar sich ergeben. Um dies bcmcrklich zu machen, 
habe ich bei den letzten Enlwlckhingcn mit einiger Ausführlichkeit verweiU; sie weiter 
auszudehnen und ihre Anwendung nachzuweisen, kann hier nicht in unserer Absicht 
liegen. **) 

i|Zj2. "Wir wollen diesen Abschnitt mit einigen Entwicklungen heschliessenj die in 
genauerer Yerbindung mit den frühern stehen, als es auf den ersten Bhck scheinen 



*) POMFLET, Prop, proj. Nrc 



"*) Wenn wir die Seilen irgeiiil eines Poljgons dnrcli die G!el(:hiing;en : 

Z = o, 2' = o, Z^ = o, . . . Z"-i = o, 
and solclie gerade I.iijleu, die von irgend einem festen Puncte nach den Winkelpunclen 
des Poljgons, also nach den Durchschnitten von Z und ZS ^' «"d Z% . . Z"-' und Z ge- 
bogen werden, durch die Gleichunecus 

Y - o, Y- = o, Y«-i = o, 

darslellen, so erhallen wir gerade dieselhen Gleiehungen als Im Teste, wenn nir U niit Z 
und V mit Y vertauschen. Zu der Bedeutung der End - Gleichung: 

/*■' /■'-" ' ' ' f- . "~ ' 

kommen wir sogleich nach der Anmerkung zur iil. Kummer, und somit zu folgenden hei-* 
den Salzen; 

ff^enn man %'on irgend einem festen. Fun te nach den TT inM puncten eines gegehe-^ 
nen beliebigen Polygons pon n Seiten n gerade Junten zieht, und man die Ditrc/ischniti» 
einer beliebigen Tran^feraalen mit den n I^lygon - Seiten z, „', a'~l, die DurcJiscknitte 

derselben ly-ansferscden mit jenen n geraden Linien, die nach den J}ui cfisohnitlen der er- 
sten und zweiten, der zweiten und dritten, der letzten und eisten Folygon - Seiten ge- 
hen y, y\ , . ^n-i nennt, soüt: 

yx. y'^z\ y'^s'^. . . yn-lan-l = yz^ y^J^ y"a'^ y^~^z 

PVenn jiÜes wie im vorigen Satze bleibt, und man nennt diejenigen TPmkel, welch« 
die erste der durch den festen Punct gehenden geraden Linien mit der ersten und zweiten 
Polygon - Seite bildet, u und ß, diejenigen ff int elf welche die zweite yener geladen Linien 
mit der zweiter/, und dritten Ihlygon -. Seite bildet, «' und ß\ u s u , so ist 

Diesen letzten Sati leitet H. Poncelet (Memoire sur la thdone g^n^rale des polaires rcci- 
proques, a 125) in Crelle's Journal IV., Pag 56 aus dem leUilen Satze des fexfes her. 

u. 
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möchte. Manche der in den hishcr entwickelten Gleichungen enthaltenen Sätze bekom- 
men bloss eine andere Aussage, wenn wir, wie wir es jetzt ihun wollen, uns auf eine 
Zusammenstellung gegebener Kreise beziehen. 

Wir haben in der /[lii. Nummer für den kürzesten Abstand, R, einer geraden Li- 
nie (w'j y', «*) von einem durch die Gleichung: 

au-f-bv-f-w = o, (,) 

dargestellten Pimcte, bei der Yoraussetziing rechtwinkliger Coordinalen, folgenden Aus- 
druck erhalten: 

„ _ au'-f-bv-f-w' 

'"" - ± K(u^-f-v-) ■ 
Betrachten wir w', v' und a als veränderllcbe Grössen, so beziehen sich diejenigen 
Werthe derselben, welche die vorstehende Gleichung befriedigen, auf solche gerade Li- 
nien, deren kürzeste Abstände von dem gegebenen Puncte (!) constant und gleich K 
sind. Es umhüllen also diese gerade Linien einen Kreis, dessen Mittelpiinct in dem ge- 
gebenen Puncte liegt, und dessen Radius gleich K ist. Für die Gleichung dieses Kreises 
erhalten wir also, wenn wir die Accente fortlassen: 

- V(uHv^) 
Nach der 31, Nummer des ersten Bandes müssen wir das positive Zeichen dann neh- 
men, wenn der gegebene Punct in Beziehung auf die gerade Linie nach der positiven 
Seile der y liegt; das negative Zeichen also im entgegengesetzten Falle. Wir sehen hier- 
aus, dass die letzte Gleichung, wenn wir das positive Zeichen nehmen, denjenigen Halb- 
kreis darstellt, der, wenn wir den Kreis durch einen der ersten Axe parallelen Durch- 
messer halbiren, nach der negativen Seite der y liegt, und dass dieselbe Gleichung 
wenn wir das andere Zeichen nehmen, den nach der positiven Seite der y hin liegenden 
Halbkreis darstellt. Schaffen wir das "Wurzel -Zeichen fort, so kommt: 

R=(a'+v^) = (aa+bv-}-w)S 
für die allgemeine, auf rechtwinklige Coordiuaten bezogene, Gleichung des Kreises. 
A43. Wenn zwei Kreise durch folgende beiden Gleichungen gegeben sind: 
n au+bv-1-w „, a'u+b'v+w , , 

SO beziehen sich diejenigen W^erthe von w, v und u, welche diese Gleichungen beide 
befriedigen, auf solche gerade Linien, welche sowol den einen als auch den andern 
gegebenen Kreis berühren. Dieselben W^erthe von w, v und u müssen ■>ucii eine von 
folgenden beiden Gleichungen befriedigen: 

R _ an-f-bv+w R __ au-(-bv+w 

R' ~ a'u+bV+w' R' ~ ~ au+b'v-}-w' 

die wir erhalten, wenn wir die beiden Kreis -Gleichungen in einander dividiren, und ein- 
mal in diesen beiden Gleichungen gleiche, das andere Mal ungleiche Zeichen neiimen. 
Die letzten Gleichungen stellen hiernach zwei Puncte dar, durch welche die gemeinschaft- 
lichen Tangenten der beiden gegebenen Kreise gehen. Durch den ersten dieser beiden 
Puncte, demein gleiches Zeichen in den beiden Kreis- Gleichungen entspricht, gehen 
diejenigen beiden gemeinschaftlichen Tangenten, die auf derselben Seite der Mittel- 
puncte der beiden Kreise liegen; die äussern gemeinschaftlichen Tangenten; durch den 
zweiten Punct diejenigen, welche zwischen den beiden Mlttelpuncten hindurch gehen: die 
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hcidca innern. Zugleich IsL ersiclitllch, Jass die in Ivedc slcheiidcn Puncto untt dio 
Mittelitiincfe üer beiden Kreise, deren Gleichunfjen folgende sind; 

au+bv+w = 0, a'u+bV+w = o, 

vier barmonischc Theiinngspuncte Lüden. (410) 

4^4. Wenn wir mit den beiden ge(*ebeneti Kreisen noch einen dritten znsammenstcl- 
Jen nnd für die Gleichung desselben folgende nehmen: 
„„ _ a"o+h"v+w 

so erhalten wir: 

H' '~ a'n-+-b'v-f-w* 
R' _ a' u-4'b'v+w 
IV" ~ ~~ a"u+b"v4-w' 
K" _ a"u-f-b"v-(-w 
R "" — an+bv+w ' 
für die Gleichungen der drei Paare von Dnrchschnittspuncten der äussern und der innern 
gemeinscbaftlichen Tangenten je zwsier der drei gegebenen Kreise. Jede von diesen drei 
Gleichungen Ist eine unmittelbare Folge der beiden übrigen, wenn wir in allen drei Glei- 
chungen das positive Zeichen, oder in einer beliebigen derselben das positive, in den 
hciden übrigen das negative Zeichen nehmen. Hiermit ist also auf sehr einfache Weise 
folgender bekannter Satz bewiesen: 

Die Durchschnitie de?' beiden äussern gemeinschafilichen Tangenten je ziveier von 
drei gegebenen Kreise Hegen alle drei in gerader Linie, Der Durchschnitt der äus-^ 
sern gemeinschaftlichen Tangenten irgend zweier der drei gegebenen Kreise liegt mit 
den Durchschnitten der innern gemeinschafilichen Tangenten jedes dieser beiden Kreise 
und des dritten Kreises in gerader Linie. 

^45. Der Kürze halber, wollen wir folgende Ausdrücke: 

au+ bv+w a'o+b'v+w a"u-l-b"v4-w 

RKi^MV)' RVK+v=/ ITvV+v^' "' ^' ^''' 

durch die. Symbole W, W', W" u. s. w. iiezelchnen. Hiernach stellen 7.. ß. die beiden 
Gleichungen : 

W^ == 1, W^ = 1, 

zwei Kreise dar, dje Gleichungen: 

W ==0, W = 0, 

ihre Mlltclpuncte nnd' die Gleichungen: 

W+W - o, W-W = o, 

die Darchschniltspuncte der innern und äussern gemeinschaftlichen Tangenten der beider) 
Kreise. 

Bei dieser Bezeichnung reducirt sich die Gleichung: 

VY-f-W+W" ^ o (,) 

auf den ersten Grad, und stellt mithin einen Punct dar. Diese Gleichung wird bcfiic-, 
digt, wenn wir Kuglelch': 

VT = 0, und W'+W" = ; 
W = o, , W+W" = O; 
W" = o, „ W + W' = 0; 
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setzen. Diejenigen drei geraden Linien, welche die dreimal zwei Puncto, welche durch 
diese Gleichungen dargcstcjlt werden, verliinden, gehen alle drei durch den Pnnct (l). 
Hierin ist folgender Satz enthalten: 

ffenn man den Mitielpunct Jedes, dreier -gegebener Kreise mit dem Hurchschniüs- 
puncte der gemeinschaftUchen innern Tangenten der jedesmalig übrigen beiden Kreise 
verbindet, so erhält man drei gerade Linien, die durch ein und denselben Punct 
gehen. 

Statt der Gleichungen (l) erhalten '.vir drei neue Gleichungen, wenn wir nach einan- 
der jedes der drei Glieder, aus denen dieselbe hesteht, mit negativem Zeichen nehmen. 
Die Constrnction der durch diese neuen Gleichungen dargestellten Puncte führt zu ei- 
nem Satze, der ans dem Vorstehenden sogleich hervorgeht, wenn wir zwei Durchschnitte 
innerer gemeinschaftlicher Tangenten mit den Durchschnitten, der entsprechenden äusse- 
ren Tangenten vertauschen. 

40. Wenn wir weiter gehen, und vier Kreise ziisammenslcllen, so erhallen wir 
acht verschiedene Gleichungen, die wir in folgende zusammenfassen können; 

+W±W'+W"+W"' = o. (.) 

Nehmen wir zuerst alle Glieder mit dem positiven Zeichen, mithin folgende Gleichung; 

W-l-W+W'-l-W' = o, (3), 

so können wir dieselbe auf folgende dreifache Weise in zwei Gleichungen zerlegen: 
VV-f-W = o, und W'+W" = o; 
W4-W" = o, „ W'+W" = o; 
W+W" - o, „ W'-f-W" = o. 
Die durch diese sechs Gleichungen dargestellten Puncte sind die Durchschnitlspunctc der 
innern gemeinschaftlichen Tangenten je zweier der vier gegebenen Kreise. Diese sechs 
Durchschnillspuucte sind also die Winkelpuncte eines Sechsecks, dessen drei Diagonalen 
In dem, durch die Gleichung (.1) dargestellten, Puncte sich schiieidcn, 

Wenn wir ferner in der Gleichung (2) irgend drei Glieder mit dem positiven nnd 
das jedesmalige vierte Glied mit dem negativen Zeichen nehmen, so erhalten wir folgende 
vier Gleichuneen: 

^ W-fW-fW-W" - o, 

■Wh-W'— W'-i^W" =0, 
W-W'-t-W-i-W'" = o, ^*^ 

-W+W-hW'-HW"' = o. 
Die erste dieser Gleichungen können wir befriedigen, indem wir zugleich 
W-4-W' = o, und W'-W" = o; 
■W-f-W" = o, , W'-W" = o; 
\V'_HW" = o, „ W-W'" = o; 
setzen. Die sechs Puncte , die wir auf diese Weise erhalten, sind die Durchschnitts- 
puncle der Innern gemeinschaftlichen Tangenten je zweier der drei ersten Kreise, und 
die Diirchschnille der äussern gemeinschaftlichen Tangenten jedes derselben und A^& 
vierten Kreises. Diese sechs Puncte bestimmen also ein Sechseck, dessen drei Diagona- 
len durch den, durch die erste der Gleichungen (4) dargestellten. Punct gehen. Den 
drei übrigen Gleichungen Q^) entsprechen drei andere solcher Sechsecke. 

W^enn wir endlich in der Gleichung (2) zwei Glieder mit positiven und zwei mit ne- 
gativen Zeichen nehmen, so ergeben sich folgende drei einzelne Glelchnngen: 
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W4-W'-W'-W" = 0, 
W_VV'_\-V"-t-W"' = o, (5) 

\V-W'+W"— W" = o. 

Um die erste dieser drei Gleichungen zu befriedigen j seUen wir zugleich 

W-f-W = o, und W'+W" = o; 

■W-W" = o, „ W-W" = o; 

W— W" = 0, „ W— W = o. 

Hiernach erhalfen wir ein neues Sechseck, dessen drei Diagonalen in demselben Piincte 

sich krciizen. Die gegenüberstehenden Winkelpnncte desselben sind zwei Durchschnitte 

innerer nnd zwei Paar Durchschnitte äusserer gemeinschaftlicher Tangenten. Solcher 

Sechsecke erhalten wir drei, die den drei Gleichungen (5) entsprechen. 

Wenn wir das Vorstehende zusammenfassen, so ergibt sich folgender Satz: 
IVenn irgend eier Kreise gegeben sind, und man die gemeinschaftlichen Tangenten 
je ztveier derselben zieht, so erhält man sechs Durchschnittspuncte innerer und sechs 
DurchschnSttspiincte äusserer gemeinschaftlicher Tangenten. Diese zivölf Puncte , von 
denen sechzehnmal drei in gerader Linie liegen, bilden, zu sechs genommen, die 
Winkelpuncte von acht verschiedenen Sechsecken, deren drei Diagonalen in demselben 
Puncte sich schneiden. 

Die sechs Puncte, welche die Winkelpuncte eines solchen Sechsecks bilden, sind 
dadurch bestimmt, dass die sechs übrigen Puncte (wovon wir uns leicht iiberzengen) Je- 
desmal zn drei und drei auf vier gerade Linien liegen. 

447, AVir können die in der vorigen Nummer behandelten Gleichungen auch in zwei 
solche Gleichungen zerlegen, von derten die eine drejgliederig, die andere einglicderig 
ist. Auf diese W^eise erhalten wir z. B., wenn wir die Gleichung: 

W+W+W'+W" = 0, 
nehmen , folgende Zerlegungen : 

W+W'^-W" = 0, und W" = 0; 

W+W'-}-W" = o, , W" = o; 

W-HW"-t-W" = 0, „ W = o. 
Wir wollen hier uns auf den besondern Fall beschränken, wo der erste Kreis von jedem 
der drei übrigen ausserhalb berührt wird. Alsdann stellen die drei Gleichungen der er- 
sten Vertical-Columnc diejenigen drei Puncle dar, die man erhält, wenn man die drei 
letzten Kreise zu je zwei zusammenstellt, den Mittelpunct des einen mit dem Bcr'dh- 
raugspnncte auf dem andern durch zwei gerade Linien verbindet, und den Durchschnitt 
dieser Linien bestimmt. Die drei übrigen Gleichungen stellen die Mittelpunctc der drei 
letzten Kreise dar. 

448. Wir wollen als letztes Beispiel die Construction folgender Gleichung 

aW+W'-h W'-hW" = o 
unmittelbar hier anschliessen. Diese Gleichung wird befriedigt, wenn wir zugleich : 

W'-f-W-f-VV" = o, und W-f-W" = 0; 

W-hW-HW" = o, „ ~W+W" = 0; 

W-f-W'-t-W" = o, , W-f-W = 0; 
setzen. Die drei voranstchenden Gleichungen sind dieselben, als in der vorigen Num- 
mer; die drei letzten Gleichungen stellen diejenigen Puncte dar, in welchen der erste 
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Kreis von den drei übrigen berührt wiril. "Wir köaticn von diesen lelzicn Kreisen ganz 
abstraliiren, wenn wir von irgend drei Radien des ersten Kreises ansgeiien, und drei be- 
liebig auf dca Verlängerungen derselben angenommenen Pnncte als die Mittclpuncte Je- 
ner drei Kreise, und die Endpuncte dieser Radien als die drei Berübrungspiincte be- 
trachten. Hiernacb sind die Resultate dieser und der vorigen Nummer in folgendem Satze 
enthalten : 

Wenn man auf den Verlängerungen dreier Radien eines gegebenen Kreises drei 
Piinctc beliebig annimmt, diese Radien zu je zivei zusammenstellt und die Durch- 
schnittspuncte derjenigen Linien-Paare bestimmt, welche den Endpimct jedes dieser 
Radien mit dem auf dem andern willkührlich angenommenen Puncle verbindet: so er- 
hält man drei Puncte, die sosvol mit den drei mllliuhrlich angenommenen Puncien, ah 
auch mit den Endpuncten der drei Radien, die Winkelpuncte eines solchen Sechsecks 
bilden, dessen drei Diagonalen durch denselben Punct gehen. 

Iik9- Wenn in einer Ebene n beliebige Puncte gegeben sind, und wir für die Glel- 
r.bungen derselben folgende nebmen: 

au+bv+w = o, a'u-!-bV-Hw = o, a"u-Fb"v-Fw = o, u. s, w. 
si» ergibt sich für die Summe der kürzesten Abstände dieser n Puncte von irgend einer 
geraden Linie (w', v', a) : 

p _ au'+bv'-Hw' aV-f-b V+W a"u'-f-b"v'4-w' 

«cnn wir diese Summe P nennen imd voraussetzen, dass alle gegebenen Ptincte auf der- 
selben Seile der geraden Linie liegen, Der letzten Gleichung können wir folgende Form 
eeben: 

P _ An+Bv+w 
-n ~ K(u^-Hv^) ' '-''^ 

indem wir; 

a+a'+a". . , b+b'-i-b". . „ 

= A, = ö, 

n n 

setaen und die Accente von w, v und u fortlassen. Betrachten wir diese Grössen als 
veränderlich, so stellt die Gleichung (l) einen Kreis dar, dessen Radius gleich — , und 
dessen Mittelpunct der Schwcrpnnct gleicher Gewichte ist, die man sich in den gegeben 
nen Puncten angebracht denken kann. Also: 

Wenn beliebig fiele Puncte in derselben Ebene gegeben sind; so (vird ein und der- 
selbe Kreis von allen denjenigen geraden Linien umhüllt, für welche die Summe der 
kürzesten Abstände von den gegebenen Puncten eine constante Grösse ist. *) 

Wir können die constante Grösse so gross annehmen, dass alle gegebenen Pnncte 
innerhalb des Kreises, also alle auf einer und derselben Seite jeder Tangente dieses Krei- 
ses Hegen; und diesen Fall haben wir als Normal -Fall betraclitet. Wenn wir die con- 
stante Grösse kleiner annehmen, und einige der gegebenen Puncte ausserhalb des neaen 
Kreises liegen, so gehen einige Tangenten durch das System der gegebenen Puncte hin- 
darcb. Alsdann müssen wir, wenn der obige Satz auch für diesen Fall gelten soll, die 
Abstände von Puncten, die auf entgegengesetzten Seiten einer solchen Tangente Hegen, 
mit entgegengesetzten Zeichen nehmen. Denn, vermindern wir den Radius — des nr- 



*) Gergonde, Annales XIX p. 224. (Questions propose'es). 
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spriinglichcn Kreises nm ein Stück i- , beschreiben mit dem Uadiiis [ — Meinen neneu 
Kreis und legen an die beiden Kreise Kwei parallele Tangenten, so ist die Summe der 
Abstünde aller Pnncte von der Tangente an den erslon Kreis (die alle dasselbe Zeichen, 
orwa das positive, haben) gleich P, und also auch die Summe der Abstände von der 
Tangente an den zweiten Kreis gleich P— n. — = (P — p), wenn wir die Abslande zweier 
Pnncte, die auf verschiedenen Seiten dieser Tangente liegen, sabtractiv nehmen. 

W^enn der Kreis auf einen Pnnct, den Schwerpiinct, sich reducirt, so ist <iie, auf 
die eben angezeigte \^eise genommene Summe der Abstände von jeder dnrch diesen 
pLmct gehenden geraden Linien gleich Null. 



c attdlung der Coordt'uateti g-e rader Linien, 



W9- So wie die Coordinalen eines Pnncles sich ändern, wenn wir ein anderes 
Cüordlnate«' System zu Grunde legen, so ändern sich auch die Coordinaten einer gera- 
den Linie, wenn wir den Anfangspunct verlegen und die Richtung der beiden Coordina- 
tcn-Axen andern. Wir wollen, auf ähnliche Weise, wie wir früher die T crwandlungs- 
Formeln für Punct- Coordinaten entwickelt haben, jetzt die entsprechenden Formeln für 
die Coordinaten gerader Linien entwickeln. Durch Hülfe dieser Formeln können wir als- 
dann die Gieicliimg jedes Ortes einer beliebigen Classe umformen in eine Gleichung des- 
selben OrleSi bezogen auf irgend ein anderes Coordinaten - System. 

i'^erlegung des Anfangspunctes mit Beib ehaltung der Ax en-Richtung, 

/(50. VYir wollen erstens, indem wir n = l setzen, v nnd w als die nrspriingli- Fig. 
eben Coordinaten betrachten. Es bedeutet a'so, bei einem beliebigen Coordinaten -Win- 
kel, V das Ycrhältniss der Sinns derjenigen beiden Winkel, welche die bezügliche gerade 
Linie mit der ersten nnd zweiten Axe bildet; w bedeutet das auf der zweiten Axc von 
jener geraden Linie bestimmte Segment, genommen mit entgegengesetztem Zeichen. Die 
neuen Coordinaten wollen wir «, v und w nennen. Indem wir wiederum « = l setzen, 
erhalten die beiden andern Coordinaten v und (V eine analoge Bedeutung als v und w. 

Wo wir auch den Anfangspunct annehmen mögen, so lange wir die Kichtung der 
Axen nicht ändern, behalten wir immer; 

VeiTÜckeu wir blos die erste Axe, so dass der neue Anfangspunct O', in irgend ei- 
ni;n Pnnct (y', o) der zweiten Axe füllt, so erhält man sogleich, mdem man eine belie- 
bige gerade Linie MN bcirachtetj 

w = (V— y'. _ (.) 

Verrücken wir blos die zweite Akc, so dass Irgend ein Punct (o, x') der ersten Axe, 
etwa der Punct O", zum Anfangspunclc wird, so ist w = — OQ, w = — 0"Q' und da 
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„„„, r. .-. . sifia 

OQ-O-Q' = RQ =. X 5j^ = XV = .V, 

SO treibt sich: , 

"Wenn wir entIlicU den Anfangspnuct in den durchans belieljigen Punct O'" oder 
(y'', x') verlegen, so ergibt sich aus (l) und (2): 

yr = tv-xc-y. 

Wir können die Form dieser Gleichung leicht a priori rechlfcrligen ; denn w ver- 
schwindet nur in dem Falle, dass die bezügliche gerade Linie durch den ursprünglichen 
Anfangspunct geht. Die Gleichung dieses Aufangspunctes, bezogen auf das neue System, 

ist aber: , , 

0—xi>—y = 0. 

Es verschwindet ferner ii> nur in dem Falle, dass die heziiglichc gerade Linie dorch den 
neuen Anfangspunct gebt, dessen Gleichung in dem ursprünglichen Systeme folgende ist: 
w+iiv+y' = 0. 
Ztol, Wir wollen zweitens, indem wir w = w = 1 setzen, u und v als die ur- 
sprünglichen, u und f als die neuen Coordinaten betrachten. Alsdann bedeuten n und u 
die, negativ genommenen, rcciproken Werthe den auf der zweiten, v und c die negativ 
genommenen reciproken Werthe der auf den ersten Axen von der bezüglichen geraden 
Linie bestimmten Si^mentc. Wenn wiederum O der ursprüngliche, O"' der neue An- 
fangspunct ist, so ist für die beliebige gerade Linie MN: 

1 _ 1 _ J_ _ ' 

" ~ ~ÖQ' " " Ö"Q" "" ~ OP " - 0"P- 
Es ist ferner, wenn man RQ' parallel mit der ersten Axe zieht; 
OQ == OO'+OR+RQ, 

= y'—~+k'~, 
'' u u 



und hieraus folgt unmittelbar , weil ■ 



■ yVSV-ri- W 



Die Form der letzten beiden Ausdrücke rechtfertigt sich wiederum leicht a priori; 
denn, wenn die bezügliche gerade Linie durch den ursprünglichen Anfangspunct geht, 
dessen Gleichung in dem neuen Systeme folgende ist: 

y'«+xi'— 1 = 0, 
so werden u und y beide zugleich unendlich. Ferner werden u und u, v und c für sol- 
fhe- gerade Linien, die den zweiten und ersten Axen parallel sind, Niill- 

Aenderung der Richtung der Coordinaten- Äsen mit Beibehaltung 
des AnJ angspv.nct e s. 
Fi», 8. 452. Es seien OX und OY die beiden ursprünglichen Axenj wir wollen, indem 
der Anfangspunct unverrückt bleibt, die erste Axe nm einen Winkel <f, die zweite nm 
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eliicn ^^'inlce! i^' sich [dreSicii lassen, und (lic auf solclic Weise entstellenden neuen 
Axen OX' und OY' nennen. Durch die fccidcn Winkel qu nnd jp' ist das neue Coordina- 
tcn- System voUslündig bestimmt, der bequemem Eatwicklniig wegen, führen wir aber, 
wie wir es anch schon hei der Verwandlung der Puncl-Coordrnatcn gclhau haben, fol- 
gende Bezeichnung ein: 

X'OX = p, TOX = f, X'OY =. vj, Y'OY = i/.'^ 

YOX ^ (f~ljj = <p'—^p' = &. 

Y'OX' = <i'—fp — -ij/—-^ = 'i. 
Wir nennen also den ursprünglichen Coordinalcn -Winkel ^5 den neuen Coordinaten- 
Winkcl 'S,. 

Zuerst wollen wir wiederum - und -, oder, der Kürze halber, indem wir n = s 
setzen, v und w als Coordinalen helrachten, und die entsprechenden Coordinaten in 
dem neuen Systeme durch c und fv bezeichnen. Da die Gleichung des Piinctes immer 
vom ersten Grade bleibt, auf welches System wir denselben bezichen mügen, so erhal- 
ten wir für denselben heliehigon Punct Gleichungen von folgender Form ; 
a+bv + cw = o 
a'+hV-l-cV = o 
lind, um von der ersten Gleichung zur zweiten nbcrzugchcn, ist die allgemeinste Fornt 
der Aosdriicke für v und w folgende: 

m=f-ni'-f-p«' 

ni 4-n H-p »i" 

w = ^— , 

q-J-rcH-Sfi' 



*) Wir dürfen durchaus nSclil in diesen Aiisdiückea die Neuner vernachlässigen. Wenn wiV 
dieses tiiäten, so brauchten wir, um die unbtbtimnjten Coefiicienlen, die alsdann auf sechs 
sich reducirten, zu bestimmen, nur die beiden ersten Äsen and eine solclie gerade Linie 
zu bcfraeliteii , die einer derselhen parallel ist, und nicht, wie im Teste nofhwendig ist, 
auch die heiilen zweiten Axen. Ohne Jass wir, bei dieser Bestimmung selbst, auf Wider- 
sprüche gerie[heu,_kämen wir doch za einem fal&chen Resultate, Es liefert diese Bemeikung 
einen Beleg fiir die Behauptung, dass wir nur niit Vorsicht uns des Methode der uiiJje- 
slimmteu CocfGcieuten bedienen dürfen. 

Man überzeugt sich ieieht, dass die Nenner der in Rede siehenden Ausdrücke nur 
dann von u und w unahhängie werden und also vernachlasiigt werden dürfen, wenn v und 
w zugleich mil v nnd w verschwIndeQ, dass sie aber nie fehlen dürfen, wenn v und w fdf 
gewisse endliche Werthe von v um! w unendlich werden. Der letztere Fall ist der vorlie- 
gende. Bei der VerwandJune der gewöhnlichen Punct- Coordinaten hingegen, gleichviel, 
oh wir zwei oder drei Diinensionen des Baumes betrachten, t>oiinen wir sogleich anpehmen, 
dass die ursprünglichen Coordinaten durch lineare nnd gaure Functionen der neuen Coor- 
dinaten gegeben seien; nur müssen \^ir, um diese Annahme zu rechtfertigen, aeigeu, dasSj 
für diesen besondern Fall, kein Nenner, der c oder w enthalt, da sein kann. Riß 
Schluisweise, y/eiehe Herr BiOT in seinem . 

lüssai de Gi'om^trie analytirpie. Sixi^me Eihtion : Is'to. jj7 
bei Gelegenheit der Venvaijdlang der Puncto Coprdinaten im Haume .noncndri, bedarf 
hiernach 3er Berichtigung. 

Es ist ein nothwendiges Erforderaiss, das» die Nenner in den AusdiTckea bei C-j) beide 
dieselben sind. Es werden v und w zngieich unen-JÜch. Und dies muss immer ge 
schehen, wenn wir von irgend einer beliebigen Coordlaaten-Besflinmung zu einer andern 
Coordinaten-Besfimmung vermittelst Hneajcr Verwandlungs-Formelii übergehen wollen. Kur 
■n diesem Faile wird bpl der Verändenrng des Coordinaten- Systems (ich nrhme dies Wort 
\n seiner allgemeinen Bedeutung) derselbe geometrische Ort immer durch eine Gleiehnng 

\\: ö 
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In diesen Ausdrücken für v und w bezeichnen m, n, p, m, n', p', q, r und s iinbc- 
slimmte Coefilcientcn, die von der Lage des nenen Systems in BezicliHng auf das ur- 
sprüngliche abhängen, also Functionen der beiden Winkel ip und i// sind. Um diese Coef- 
ficienLen, von denen wir einen beliebigen beliebig annehmen können, zu bestimmen, 
wollen wir, da die letzten Gleichungen auf alle Fälle sich bezieben miissen, spccielle 
Lagen von geraden Linien näher ]>ctrachten. 
Für die erste neue Axe ist: 

si/if _ 



\Y = n> =s o; 



biernacb gehen die beiden Gleicliungcn (5): 
sin(p 



(7) 



Für die zweite neue Axe ist: 






hiernach gehen die beiden Gleichungen (5): 


w = « = 0; 




siiKp' n 
^m^ " r' 




(.) 


= n'. 




w 


Für die erste ursprüngliche Axe ist : 


w = (P = 




für die zweite ursprlingiiehe Axe 

V - 00 c = £^ W ==. (f = 
' siiixp' ' ' 

in diesen beiden Fallen gibt die erste der Gleiihungen (5): 




= m+n^-A, 




(,.) 






(") 


Der oben schon gesiiaclitcn Bcmerkong gemäss , 


wollen wir 




q = sm<t 







von demselben Grade dargcstelit und nur dann wird, im Allgomeincii, cJi'e CoorJI- 
oalen- ÄDnahmc den Vortheil einer leichten Discu'ision der Eigenschaften fieometrischer 
Oerter gewähren. In der eben gemachten Bemerkung hegt cm Kriterium für die Wahl ei- 
nes solchen Coordinafen Sflems "VV enn wir 7. B statt eine gerade 1 mie diircb die recl- 
pFokea Werihe der Ab tanije ihrer Dtirchsebnilfspuncte mit der zweiten und erslen Axe ^om 
Anfangspnncte zu bestimmen, die elbe durch die^e Abstände seihst beslimmten, und diese 
AbstäLide, die wir q und p nennen wollen, als Coordinalen dieser I mie belraehlefei], 
und dann die Coordlnaten \\c i,m den Anfmgspunct sieb diehen Iiessen und die analogen 
Coordinalen der Linie in Reiiebunjj auf die neuen A\en durch q und p bezeichneten: so 
würde, bei endlichen Werthen ton q unl p, wenn die bezuglicle gerade I mie der erslen 
urspiü «glichen Axe parallel ivare, p uoendlich werden, nicht aber q, und wenn die bezüg- 
liche gerade Linie der zweiten urspii nglichen 4xe parillel «ire, wurde q unendlich werden, 
nicht abflr p. Wir sehen hieraus, dass p und q nicht -^o geeignet sind, als Coordinalen 
yon geraden Linien genommen zu werden, als ihie recipioken \\ erlhe, wenn wir (inch auf 
den erslen Blick ^cueigl leiii solllen, ihnen den Vorzug zu geben 
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setzen, alsdann geben die beiden Gleiclinngcn (6) und (ll); 
m = si'/i(p, r := — sini//, 

xniA hiernach geben die Gleichungen (8) und (10) übereinslimmcnd: 

n = — süif'. 
Die Gleichung (10) zeigt iiberdiess, dass 

p = 0, 
und die Gleichung (ll), dass 

s = o. 
Hiernach bleibt bloss noch der Coefiicicnt p' zu bestimmen übrig. Wir 'können densel- 
ben auf eine einfache Weise faestinimen, wenn wir Irgend eine, der ersten neuen Axc 
parallele, gerade Linie betrachten. V\''ir kommen dazu aber auch durch folgende Be- 
trachlung. Wenn wir nur die erste Axe um irgend einen Winkel 9 sie!» drehen lassen, 
die zweite Axe aber nicht, so ist w = (r. Es ist alsdann aber aucli 
(j ^= sinü/ ^ —sln'S,, r = — siffli t= o, 

und da überdies : '' 

m' = n' = S = 0, 
so gibt die zweite der Gleichungen (5): 

w = -% 

sinS, 

mitbin : 

P' = —■ ^'"5- 
Fassen ^vlr endlich die letzten Resultate zusammen, so erhallen wir: 
sintp—^sinip' 
~ siii'ij—i'smil/' . , 



simfi—fsirnii 
Wir hatten die Form dieser Ausdrücke wiederum voraussehen können, denn 

sinip — vsintp' ~ o 
ist die Gleichung eines Punctes, der auf der zweiten ursprünglichen Axe, oder, was 
dasselbe heisst, auf einer beliebigen, ihr parallelen, geraden Linie, unendlich weit liegt. 
Für solche Linien, die durch diesen I*unct gehen (jener Axe parallel sind), und nur für 
solche Linien, ist v sowol als \y unendlich, v ist Null nur für solche gerade Linien, die 
durch den Punct: 

sinrp—vsin'p' = o, 
der zuf der ersten Axe unendlich weit entfernt Hegt, gehen und w verschwindet nur und 
immer für solche gerade Linien, die durch den Anfangsponct geben, zugleich mit tv. 

Wenn wir, umgekehrt, v nnd iv durch v und w ausdrücken wollen, so ist klar, 
dass e sowol als tv beide nur für solche gerade Linien unendlich werden, die durch den 
auf der zweiten neuen Äse unendlich weit liegenden Puntt; 

sintf! — \sin>f/' = 0, 
gehen, oder, mit andern Worten, der eben genannten Axe parallel sind; den ersten 
Theil der vorstehenden Gleichung können wir also für den gemeinschaftlichen Nenner 
der Ausdrücke von c und (V nehmen. Ferner verschwindet v nur, wenu 

sifi'p — \sin\p = o, 
und c verschwindet mit w. Hiernach bestimmt sich die Form der Zähler in den gesuch- 
ten Ausdrücken von c und iv und wir erhalten : 
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sinip — vsinip" 



(.» 



Sl/ttf) — VÄ/«!// 

c und c' sind zwei leicht zu besiimmende constante Grössen; man erhalt ncmlicli: 
c = 1, c' = sm&. 

Dieselhcii Leiden Ausdrücke fiic c und w hätten vir durch Buchstaben - Vertauschimg 
aus den Gleichungen (J9) herleiten können. 

Wenn das neue Coordlnaten- System, zu dem wir übergehen, ein rechtwinkliges 
Ist, so haben wir: 

5 = <p'—<p = ip'~'<p = 'A^, 
mithin : 

sin'i = 1, sinip = cos'f, sim;/ = cos^i. 
Wenn das ursprüngliche Coordinaten -System ein rechtwinkliges ist, so ist: 

mithin : 

sm9 = 1, sin^p' = —cosif, simp = —cosf. 
Wenn wir endlich von einem rechtwinkligen Coordinaten -Systeme zu einem rechtwinkli- 
gen übergehen, so ist: 

sinq! = cos(p, sinip = — cosf, sin\p' = smrf, 
sinQ = sin% = X. 
Nach diesen Bemerkungen erhalten wir aus den Gleichungen (12) und (18) folgende 

Zusammenstellung von Verwandlunas-Formein, wenn wir wieder -, -, — und ~ an dip 

_ nun« 

Stelle von v, v, w und w schreiben: 

1) Uebcrgang von einem schiefwinkligen Systeme zueinem scbiefwinkligen und rückwärts; 

V -usinrf — csinif o usm<f>~vsinip 
... \a usinifi—osinil/' u ~ ^isimp'—vsinyj' » , 

n usinyj—fsinif/' u asinif'—vsimp'' 

2) Uebergang von einem schiefwinkligen Systeme zn einem rechtwinkligen und rückwärts- 

V usin<p — fcosip i> MsirKp — ysinip 

„. in usin\p—('cos\jj' u ucosf — vcoitp' ) 

hz =^ — w' (P _ yfsii i» j tß) 

n usi/iijj—ccosyj^ u ~ acos'f—vcosy/ 

3) Uebergang vou einem rechtwinkligen Systeme zu einem scbiefwinkligen und rückwart« : 

V ^ usinif— vsinip n usin^+vcos 

/(^■j U 'ucosf—fcos'f!' u ~usm<]i'-\-vcos<p'' ) .,„ 

jw ^ fvsi'n^ _ w w l ^ ' 

u ucosf—pcoscp" u ~ usinf+vcosf' 

/i) Uebergang von einem rechtwinkligen Systeme an einem rechtwinkligen und rUckwarU: 
V usi mp—i'c osif c usi/Kp-hvcosip 

„. (a " iicosff-^vsiiKj? u ~ ucos<p~\si/fp' i 



ucosip-t-fsmf' u ncosif—Ysm^ 
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"Wenn wir zweitens - und — , — und - als die eigentlichen veränderlichen Grössen 
betrachten, so erhalten wir für diese Coordinaten aus den chen zusammengestellten Glei- 
chungen die nachstehenden Verwandlungs - Formeln : 

1) üehergang von einem schiefwinkUgen Systeme zu einem schiefwinkligen und rückwärts : 

u usiinp—vsinxjj. u _ nsi'n'f' — vsi/iip' 

(E) F ° ."'"-•». ,' " ~ ."'■"*, ' ! (E') 
^ ' ^v usi/i'p — f.uri'p c _ usi/Kp — vsmijj \ ' 

w ~ wsln% ' ti) v/si/id' 

2) Uebergangvon einem schiefwinkligen Systeme zu einem rechtwinkligen und rückwärts: 

u usm^i — ccos\p u __ vcoS(p—ycosip 

(F) f " 7~" "" ^ ."'>'". ■ I (F) 

iv usinrp—vcosfp v vsmtp — vsim)i i 

3) Uehergang you einem rechtwinkligen Systeme zu einem schiefwinkligen und rückwärts: 

u ucos(p—fcosip' u nsm'p'+vcosff)' 

p = ~~=!^sr—-^ ? = -—w ' ) 

^ ' iv iismf—vsziKp V usmip+vcos'p \ 

w ~ fpsin'i ' w ~" w ' 

k) Uehergang von einem rechtwinkligen Systeme zu einem rechtwinkligen und rückwärts ; 
u ucoscp-i-i'sinip u \icos(p—-vsin(p 

^ ' 1 V usmf — ccosip _ ■asiTifp+vcosif \ 

w "*" (\> ' (V w * 

Gleichzeitige Verlegung des Anfangspuncfes und Aenderung der Axen- 
liichtuiig. 

453, Da sich - und — , oder v und c, wenn wir u und u gleich. Eins setzen, nicht 
ändern, wenn wir hloss den Anfangspiinct der Coordinaten verlegen, so bestehen die er- 
sten der Gleichungen (A), (B), (C), (D), (M), (B'), (C) und (D) auch für den allgc- 
melnea Fall, wo wir zugleich Anfangsputict und Axen-filchtiing anders bestimmen. 

Um für denselben allgemeinen Fall auch w durch die neuen Coordinaten auszudrü- 
cken, wollen wir zuerst den Anfangspnnct der Coordinaten verlegen. Alsdann erhalten 
wir nach der ^50. Nunimer: 

w = W-Vx'-y', 
wenn die Coordinaten W und T sich auf das, auf diese Welse hervorgehende, System 
beziehen, und (y, x') der neue Anfangspunct ist. Dann wollen wir ferner die beiden 
Axen um den neuen Anfangspunct sich drehen lassen. Wir erhalten alsdann; bei der- 
selben Winkelbezeichnung als vorher: 

-^ __ usi/Kp— vsiiicp 

" usinip — esiu'p" ., 

W = - .7"'^'"^. 

usihyj — vsinyj' * 
Hnd hiernach : 

u(y'sifnl'^x'sin f) — c(y' sin^'-^Ji sin<p')+wsin^ 



y Google 



40 Zur Theorie de& Piinctes. 

Unij umgekehrt, — diu-cli die ursprünglichen Coordinaten zu erhalten, hrauchen mv 
nur in der zweiten der beiden Gleichungen (A') u gleich Eins an setzen und für w zli 
schreiben: vv-f-vx'+y', alsdann ergibt sich sogleich: 

u sin<ji' — ysin'p 

Die Form der Ziihler in den Ausdrücken von w und - wird dadurch bedingt, dass 
diese Ausdrücke verschwinden, wenn die bezliglicben geraden Linien einmal durch den 
ursprünglichen, das andere Mal durch den neuen Anfangspunct gehen. Die Coordinaten, 
j- und -T, des ursprünglichen Anfangspunct es, bezogen an£ das neue System, sind (<)0 (3)): 
_ y'smy.'+s.'si/i<f> , ^ ysiiup'+s.'sm(p' 

■' siiiS, ' ' sin% ' 

itiiLhtii ist die. Gleichung desselben: 

it^y'siniij+x'smf) — f{y'simf''+x.'s/n'p')-\-ft'sin'^ = o. 
Der erste Thcil dieser Gleichung niuss also im ZUMer des Ausdnickcs für vr vorkommen. 
Auf ähnliche Weise erscheint der erste Theil der Gleichung: 

y'-t-vx'4-w = o, 
die den neuen Anfangspunct darstellt, als Factor im Zahler des Ausdruckes \on - , 

Ich halte es für überflüssig, die Yerwandlungs- Formeln für den allgemeinsten Fall, 
dass Axen-Richlung und Anfangspunct zugleich sich andern, hier znsamnienzustellcn. 
Wir werden in dem Folgenden die beiden partiellen Umformungen jede für sich be- 
trachten. — 

Wir hätten auch alle die vorstehenden Entwicklungen an die Verwandlung der 
Punct -Coordinaten anschlicssen können. Ich zog aber für jetzt ror, dieselben selbsl- 
sliindig für sich htnznsteüen. 
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iter Abschnitt. 



Zur Theorie der Oerfer zweiter Cl a s s e. 



k^ti. «Jeder geometrische Ort, der dnrct eine homogene Gleichung^ des zweiten 
Grades zw'isclien den drei veränderlichen Grossen n, v und w, die Linien - Coordinatcn 
bedeuten, dargestellt wird, nennen wir einen geometrischen Ortzwciter Classc, 
FUr die allgemeine Gleichung der Ocrter dieser Classc wollen wir folgende nehmen: 

Aw=+aBvw+Cv'+2Dnw+2Eiiv+Fa^ = 0. 
In dieser Gleichung können wir jede der drei Coordinatcn als constanlc Grosse hetrachten 
und etwa gleich Eins setzen. Alsdann erhallen wir ans der vorstehenden Gleichung die 
vollständige Gleichung des zweiten Grades zwischen den beiden übrigbleibenden Coordi- 
natcn, die alsdann, so wie die Quotienten je zweier der drei Coordinaten in dem frü- 
hem Falle, für eine bcstimnitc gerade Linie hcstimmte Werthc erhalten. Die Gleichun- 
gen, welche wir auf diese Weise erhalten, sind eben so allgemein als die vorstehende, 
und eine solche Gleichung irgend eines Ortes zwischen zwei veränderlichen Grössen kön- 
nen wir, wenn wir für spätere Entwicklungen Symmetrie bezwecken, durch Einführnng 
der dritten veränderlichen Grösse sogleich homogen machen. 

Wir haben den Factor 2, da wo er in der vorigen Gleichung vorkommt, lediglich 
nur, um in den folgenden Enlwlckliingen Brüche zu vermeiden j hinKugefligt. Einen der 
sechs Coefficicnten dieser Gleichung können wir beliebig annehmen und etwa gleich Eins 
setzen; nm aber für diesen Coefficienten, je nach den verschiedenen Absichten, jeden 
beliebigen nehmen zu künnen, behalten vär einstweilen alle sechs Coefficienten hei. 

Diese sechs Coefliclenten und ihre gegenseitige Bcziclmng zu einander sind zum Theil 
von der Natnr des dargcstcüten geometrischen Ortes, zum Thell von der Annahme des 
Coordinaten- Systems abhängig. Durch schickliche Umformung der Coordinatcn können 
wir der allgemeinen Glelchnng die möglichst einfache Form gehen nnd aas dieser mög- 
lichst einfachen Form die Natar der Curve am besten erkennen. Zugleich werden wir 
anf diese W^eise alle hesondern Arten von geometrischen Oertern, die durch die allge- 
meine Gleichung hei verschiedener Annahme der Constanlcn dargestellt v.erdci), am leich- 
testen unterscheiden können. 
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Die cKaractecistis cte Eigenschaft der Cnrvcn zweiter Classe, welche die 
anmittelbarste Folge tlaraus ist, dass solche Curveii, der Defmition gemäss, durch Glei- 
chungen des zweiten Grades dargestellt werden, besteht darin, dass man, von jedem he- 
Itehigen Puncte aus, zwei und mir zwei Tangenten an dieselben legen kann. Denn, 
wenn wir zwischen der allgemeinen Gleichung (i) und der allgemeinen Gleichung des 
Pnnctes : 

au+liv+cw = 0, 

(twa die ^'^'^erthe von — und — ellminiren, so erhalten wir eine zwiefache Bestimmung 
derselben, und also zwei gerade Linien, die, weil jene Wertlie Leide Gleichungen Le- 
friedigen, einerseits die Ccrve berühren und andrerseits durch den Punct gehen. Es ver- 
steht sich von selbst, dass diese beiden geraden Linien zasammenfallen und imaginär 
werden können. 



Verlegung des Anfangs - Pnnctes der Coordmaten. Discussio» aller ein- 
zelnen Fülle, welche die allgemeine Gleichung nmfasst. 
Brennjinncie. 

;,ä5. Indem wir a gleich Eins setzen, erhalten wir für die allgemeine Gleichung der 
Ocrter zweiler Classe folgende: 

Äw'+2Bvw-i-Cv--HaDw+2Ev-HF = a. (,) 

\%"cnn wir den Anfangspunct der Coordlnaten in irgend einen Pnnct (/, x'), über den wir 
im Voraus durchaus keine nähere Bestimmung maclien, verlegen, so bleibt in der vor- 
siehenden Gleichung v unverändert, statt w müssen wir aber (450): 

w— vx'— y', 
in dieselbe subslituiren. Diese Gleichung verwandelt sich hiernach in folgende: 
Aw^+2(B-Ax')vw-l-(C-2Bx'+Ax'=)v'-l-2(D-Ax')w 
+2(E-Dx-liy'-|-Axy)v+(F-2Dj'+Ay-') = O, (») 

Bei einer schicklichen Bestimmung des neuen Anfangspnnctes der Coordinaten kön- 
nen wir immer, wenn nur nicht A gleich Null ist, aus der letzten Gleichung die mit w 
und VW behafteten Glieder ausfallen lassen. Wir brauchen zu diesem Ende nur: 
B ,1) 

^ -X' >■ ^ Ä ^^) 

»ü setzen. Alsdann geht die Gleichung (2), wenn wir zugleich mit A muUiplicIren , in 
loliLencle über; 

AVH(AC-B')s-=-)-2(AE-BD)v+[AF-D0 = o. (4) 
Die Form dieser GlelchungiZeigt, dass jedem beliebigen Werthe von v zwei gleiche 
und' entgegengesetzte Werthe von w entsprechen. Wenn wir also nach einander n belie- 
bige Werthe für v annehmen imd die bezüglichen geraden Linien construiren, so erhal- 
ten wir ein, der durch die Gleichung (2) dargestellten Curve umschriebenes, (2n)Eck, 
das den neuen Anfangspnnct zum Mittelpimcte hat und dessen Diagonalen sich also auch 
in diesem Puncte gegenseitig halbiren. W^enn wir n immer mehr wachsen lassen, so 
nähert sich das Polygon der Curve immer mehr: der neue Anfangspunct (y', x') ist anch 
der Mittclpunct der Curve. Jede von der Curve bcgränzte gerade Linie, die durch 
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diesen Ponct geht, [jeder Durchmesser der Curve, wird in diesem Puncto talbirl. 
Durch die Gleichung (3) sind die Coordinatcn- Werthe des Mittclpnncles des, durch die 
Gleichung (i) dargestellten, geometrischen Ortes bestimmt, und für die Gleichung dieses 
Punctes crhaiteo wir hiernach (406): 

Aw-hBv+Du = o. 
i)56. Wir wollen uns nun zur Discussion der Gleichung (4) zurückwenden. Wir 
erhaltcnlunmitlelbar ans dieser Gleichung: 

I „ AC-B^ j ^ AE-BD AF-D^ 

.\ini sind folgende drei Haupt-Fälle möglich, die wir näher untersuchen müssen; es 
kann der Werth von w, den die letzte Gleichung gib,t, l" für jeden Werth von v reell 
a" für gewisse Werthe von v reell, für andere imaginär, 3° für alle Werthe von 
V imaginär sein. 

Der in der Klammer befindliche Ausdruck bleibt, was aus der Theorie der Glei- 
chungen bekannt ist, immer positiv, welche Werthe wir auch für v annehmen niiigcn, 
wenn die Gleichung; 



, AF-D' 



(6) 
(?) 



imaginäre Wurzeln hat. Die Wurzeln dieser GIcichun» sind aber 
AE— BD+V^i(AE— BD)'-(AC-B^)(AF-D')} 
AC-B^ 
und diese VVurzeln sind imaginär, wenn: 

(AE— BD)«-{AC-B^)(AF— D^) < o. (b) 

In diesem Falle hängt also die Realität von w einzig vom Zeichen des Werthes von 
(AC-B') ah. Wenn 

AG-B= > o, 
so ist w^ immer negativ, und also w immer imaginär. Die durch die gegebene Gleichung 
(l) dargcsfellle Curve hat also in diesem Falle keine einzige reelle Tangente: dl»; 
Curve selbst ist imaginär, 

W*enn wir statt des letzten Ausdruckes folgenden hahen : 
AC-B^ < 0, 
so bleibt w' immer positiv und also w immer rcelh Die Curve ist also, da ihre Tangen- 
ten alle möglichen Richtungen annehmen können, und keine derselben durch den neuen 
Anfangspnnct geht, eine in sich geschlossene Curve, und helsst Ellipse. 
L\5y. Wenn die Wurzeln der Gleichung (6) reell sinj, so ist; 

(AE-BD)'-(AC~B=)CAF-D^) > 0. (c,) 

Findet diese Bedingung Statt, so gibt es zwei Werthe von v, für welche w glcjch Null 
wird. Die bezüglichen geraden Linien gehen durch den Anfangspnnct, den Mittelpunti 
der Curve. Bezeichnen wir diese Werthe von v durch v' und v", so kommt; 

" - - ^, •.ly-" if." " ),■ 

Wenn 

AC-B" > o, 

so sind die ^'Verthe von w dann reell , wenn die Wcrtbe von v zwisclie» v' und v ' aii- 
genommcn werden; sonst imaginär. Wenn hingegen 
AC-B= < 0, 
II. 7 
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so wird w dann imaginär, wenn v zwischen v' und v" angenommen wird, und ist rfeü, 
wenn v entweder grösser als v' und v", oder kleiner als V nnd v'' bestimmt wird. Die 
durch die Gleichung (l) in den zuletzt betrachleton Fallen dargestellte Curve lieisst Hy- 
perbel, jene beiden dnrcb v' und v" bestimmten geraden Linien ihre Asymptoten. 
Man kann leicht, ohne vorzngreifen , bloss ans der geometrischen anf das Bisherige fns- 
scnden Betrachtung den Lauf der Curve nachweisen imd insbesondere zeigen, , dass die 
Berühr ungspuncte auf den Asymptoten unendlich weit liegen. Ohne hierauf einzugchen, 
bemerken wir bloss, dass die ans zwei gesonderten Zweigen bestehende Curve in dem 
einen oder dem andern Paare der von den beiden Asymptoten gebildeten Scheltchvinkei 
liegt, je nachdem der Ausdruck (AC — B^) positiv oder negativ ist, 

458. Wenn endhch die Wurzeln der Gleichung (6) einander gleich sind, fu 
kommt : 

(AE-BD)*-CAC-B^)(AF-D^) = o, (.o) 

und die Wurzeln selbst werden gleich : 

AE-BO 



AC-B» ' 

r diesen Ausdruck, der Kürze halber, gleich 
AC-B' 



Diese Gleichung gibt für w immer reelle Wurzeln, wie wir auch v annohmcn miigi^i 

AC-B' < o; 

wenn hingce-en: 

AC-B^ > 0, 
so sind die Wurzeln immer imaginär, ausgenommen wenn 
- '" - AE-BD 
^ - " - AG-B^' 
Wir können der Gleichung (l) folgende Form geben: 



|w-kB'— AC. — -_f|w-l-Vß^— AC. —^f = O' 
und dieselbe also in folgende zwei Gleichungen des ersten Grades auflösen: 
w = i/B=— AC. ^^, 



w = — VB'— AC. ---r-. 
A 

Die gegebene Gleichung (l) stellt also in diesem Falle zwei Pnnct« dar, die je »ach- 
dem der Ausdruck (ACi>-B') negativ oder positiv ist, reell oder imaginlir sind. 
Wenn wir die beiden letzten Gleichungen addiren, so ergibt sich: 
w = o, 
d. h. (;,10) der Anfangspunct liegt in der Mitte zwischen den beiden durch die gegebene' 
Gleichung (1) dargestellten Punctej wir können diesen Punct also immer noch als i\/it- 
telpunct betrachten. 

Diejenige gerade Linie, welche ^ie beiden durch die gegebene Gleichung dargestell- 
ten Puncte verbindet, hat zu einer ihrer Coordlnaten: 
- _AE--BD 
" ^ AC-B'^"' ^'^^ 
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Siiljstifuiren v.iv dirscii Werth für v in die Gleicliung des neuen Anfangspimcles, diircli 
ticn die in Uedc slcliendo gerade Linie geht, also in folgende Gleichung; 

Aw+Bv+D = 0, 
ii) ergibt sich für die andere Coordinate, die wir durch iv'" bezeichnen wollen: 

In dem Falle, dass die beiden, dnrch die gegebene Gleichung dargestellten, Punctc ima- 
giniir sind, können wir immer noch sagen, dass diese beiden Piincle aaf der reellen ge- 
raden Linie (w"', v'") liegen. Wir können aber auch in diesem Falle von jenen beiden 
imaginären Poncten ganz ahstrahiren, nnd sagen, dass die gegebene Gleichung 
eine einzige gerade Linie darstelle; weil es keine andern reellen Werthe für w 
lind V gibt-, durch welche diese Gleichung befriedigt wird, als w'" und v'". 

Die durch die allgemeine Gleichung dargcslclllcn beiden Pnncte sind, wenn wir die 
Mvlte zwischen diesen beiden PuncEen zum Anfangspuncte der Coorttlnaten nehmen, nnd 
demnach B = D = o setzen, jeder für sich allein dnrch folgende beiden, in eine ein- 
zige zusammengezogenen, Gleichungen gegeben: 

Aw+V^— AC. v+l^— AC. v"'a = o. 
Da in diesem Falle die Bedingungs - Gleichung (lO) auf folgende sich reducirL: 

E'-CF = 0, 
imd man überdicss: 

,„ _ _E 
^ ~ (^ 
erhält, so gehen die Gleichungen der beiden Punclc in folgende über: 

„Tv(-e). vTy(-?). »-0. 
Die Coovdinatcn dieser Leiden Pnncte sind also; 

und hiernach ist das Quadrat ihrer Entfernung gleich 

459. Wir haben bisher durchgehcnds denjenigen Fall noch unberücksichtigt gelas- 
sen, wo 

AC-B^ = o. (,4) 

Zuerst wollen wir annehmen, es bestehe diese Gleichung neben der Bedingungs- Glei- 
chung : 

(AE-BD)^— (AC-B=)(AF-D^) = o, (10) 

welche anzeigt, dass der erste Theit der gegebenen Gleichung (1) sich in zwei Factoren 
tier ersten Grades zerlegen lüsst, und reducire also diese Gleichung auf 

, ^ (AE-BD)^ = o, 

aus der folgt, dass 

AE-BD = o. 
Unter diesen Bedingungen verwandelt sich die Gleichung (4) i« folgende : 

A»w*-I-(AF-D=) = 0. 
Diese Gleichung zeigt, dass in diesem Falle die beiden, durch die gegebene Gleichung 
(i) dargestellten PuocEe auf der neuen zweiten Axe, also anf einer, der urspriing- 

7* 
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liehen zwcilen Axe parallelen geraden Linie, liegcHj und Leide reell oder 
imaginär sind, ic nachdem 

" AF-D' < o, 

oder 

AF-D^ > 0. 

Für die gerade Linie, auf welcher diese heiden Puncle liegen, ergibt sich 

w , B 
_- = x =^. 

Wenn endlich: 

AF-D^ = o, 

so verwandelt sich (k) in 

W^ = 0! 

die gegebene Gleichung (l) stellt alsdann zwei, in den neuen Änfangspuutl 






sammcnfallende, Piincte dar, 



460. Diese Resultate sind in Uehereinstimmung mit den Entwicklungen der 453- Num- 
mer. Die beiden Gleichungen : 

AC-B= == o, AE-BD = 0, 

hringen neniÜcL folgende dritte mit sich: 

BE-CD = 0; 
und somit erscheinen die Ausdrücke für v™ und w'", d. h. für die Coordinaten derjenigen 
geraden Linie, welche die beiden in Rede stehenden Puncle verbindet, beide unter der 
Form -•, und es kommt darauf an , die wahren Werthe dieser Ausdrücke za erbalten. 
Man siebt sogleich aus der Form der Gleichung (lO), dass, wenn wir (AG — B^) als eine 
kleine fast verschwindende Grösse betrachten, diese Grösse, so lange nicht auch (AF — D-) 
einen verschwindenden Werth erhält, nothwendig ein Kleines der zweiten Ordmmg in 
Beziehung auf (AE— BD) ist; und dann ist wiederum leicht ersichtlich, dass (BE — CD) 
mit dem letzten Ausdrucke ein Kleines derselben Ordnung ist. Die wahren Gräozwcrlhe 
der heiden Ausdrücke ; 

'" - AE-BD ,„ _ BE-CD 

^ ~ AC~JS^' ^'' ~ AC-B=' 

sind also unendlich. Die bezügliche gerade Linie ist der zweiten Axe parallel. Für den 

Durchschnitt dieser Linie mit der ersten Axe erhalten wir: 

w'" _ BE— CD 

v' ~ AE-BD' 

einen Ausdruck, der wiederum unter der Form — erscheint.- Den wahren Wcrth dcs- 

o 
selben erhalten wir, wenn wir die Division des Nenners in den Zähler ausführen. iMan 
hat nemlich: 

?5::i^^ _ B A(AE-BD) 

AE-BD ~ A AC-B' ' 
und der letzte Thell dieser Gleichung redocirt sich, da sein zweites Glied verschwin- 
det, auf -r , in Uebereinstimmung mit der vorigen Nummer. 

Wenn aber (AF — D^) zugleich mit (AC— B^) verschwindet, so erscheinen die Aus- 
drücke für, t"', w'" und — ;„ unier der Form - , die nicht mehr rcducirbar ist : die gerade 
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Linie, welche äarch die beiden in Rede stehenden (zusammenfallenden) Pnnctc geht, 
kann jede beliebige Richtung haben. 

ii6l. Es verwandelt sich ferner, wenn wir 

AC-B^ = o 
lefzen, die Bedingung (9) in folgende: 

(AE-BD)' > o, 
in eine Bedingung", die jedesmal erfüllt wird. In diesem falle erhalten wir aus der (Jlei- 
chung (6): 

(AC-B')v»+3(AE-BD)v-fCAF-D=) = o, 
deren Wnrzeln die Richtung; der beiden Asymptoten der Curve , die in diesem Falle 
immer eine Hyperbel ist, bestimmen, 

" „ AF-D' 

' = ■"• '=-/«ÄE=BD- 

Eine jener Asymptoten ist also der zweiten Axo parallel, und die Richtung der an- 
dern durch den zweiten Wcrlh von v gegeben. 

Wenn zugleich : 

AF-D^ = o, 
so ist der zweite Wcrth von v gleich Mull. In diesem Falle sind a!io die beiden 
Asymptoten den beiden Axen parallel. 
Hierher gehört insbesondere auch die Gleichung; 
Aw^+2Euv =s o, 
die, weil in derselben liberdiess Iceine mit vw und aw behafteten Glieder vorkommen, eine 
Hyperbel darstellt, deren Asymptoten die beiden Coordinaten- Axen selbst sind. 

i(62. Endlich verwandelt sich die Bedingung (8), wenn wir 
AC-B^ = o 
setzen, in folgende: 

(AE-BD)^ < o: 
eine Bedingung, die niemals befriedigt werden kann, so lange die Coefficientcn der gege- 
benen Gleichung reelle Grössen bleiben. 

Um die vorstehenden beiden Bedingungen zn befriedigen, müssen D und E imaginär 
werden. Substituiren wir dem zufolge für diese Cocfficicnten Dv^^ und Ev^^^- so 
zerfällt die gegebene Gleichung, die alsdann folgende wird; 

Aw^+2Bvw+Cv'4-F+[Dw+Ev}K^ = o, 
von selbst in folgende; 

Aw'+2Bvw+Cv^+F = o, 
Dw+Ev = 0, 
die beide zugleich befriedigt werden müssen. Wir erhalten also eine bestimmte Anzaiil 
von geraden Linien, nemlich zwei, deren Coordinaten folgende sind: 

V - ,,,| AE'-3 BDE+CD'', ,,,, AE'-aB DE+CD'( „ 



*) Auf ganz analoge Weise sfellt die allgemeine Gleichung des zweiten Grades zwischen PkikI- 
Co ordinalen ; 

_ j*+2a,ij+ßx-'+2yy+2$^-i-i = o, 
wenn wir für y und J imaginäre Werthe nehmen, zwei eiuzclnc Puncfe dar. 
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463. Wenn wir, statt in der allgemeinen Glcickung n gleich Eins zu nehmen, v 
gleich Eins gesetzt hätten, so hatten wir statt (4) folgende Gleichung erhallen: 

AV^+(ÄF-D=)a=+2(AE-BD)a+(AC-B^) = o, 
inid die Discussion dieser Gleichung ist der vorstehenden gleich , nur dass der Ansdruck 
(AF — D^) an die Stelle von (AC— B^), und die eine Coordioalen - Axe an die Stelle der 
andcni tritt, 

464. Es bleibt uns jetzt nur noch derjenige Fall zu discutiren ührig, den wir hish<^r 
iinberiictsichtigt gelassen haben, wo 

A = 0. 
Wenn wir A allmählig verschwinden lassen, so ist ersichtlich, dass alsdann der ÖJiücl- 
punct der durch die allgemeine Gleichung dargestellten Curve, nemlich der Punct 
{ -r , -j ) sich immer weiter vom Anfangs - Punctc der Coordlnalen entfernt: wir können 
sagen, es liege der Siitlelpnnct nnendlich weit, wenn A = o. Die Gleichung dlest^s 

Punctes 1 

Aw+Bv+Dii = o, 
reducirt sich alsdann auf: 

Bv+Du = o, 
d. h. alle, durch diesen Puncl gehende, gerade Linien, oder, mit andern Worten, alle 
Durchmesser der Curve, sind parallel und ihre Richtung Ist gegeben durch 

Aus der gegebenen allgemeinen Gleichung, die dem in Rede stehenden Falte eiil- 

^^' ' ' 2Bvw-4-Cv=-(-2Duw+2Euv4-Fu^ = 0, (i) 
erhallen wir „ „ ^ 

,, Cv»+2Env+Fu» . . 

^ = -'A ^ ß,^D„ ■ ^ _ _ (■') 

Wir erhalten also für jeden Wcrth von — im Allgemeinen einen einzigen und hostimmten 

V^'erth für ^. Es ist sogleich crsichtich, dass die hezüghche Cnrve eine nach einer Seite 

hin offene und, ins Unendliche hin, sieh erstreckende ist. Diese Cnrve helsst Parah<|h 

Der Werth des letzten Ausdruckes für w wird nnendlich, wenn v unendlicb wird; 

ausserdem aber auch noch, wenn der Nenner desselben verschwindet, im Allgemeinen, 

wenn „ 

Bv+Du = o: 

die den Durchmessern der Curve parallelen Tangenten derselben liegen also unendlich weit. 
465. Auch folgende einfache Gleichung: 

Cv^+aDuw i= o 
stellt,, da in derselben w^ nicht vorkommt, eine Parabel dar. Wenn wir in dieser Glei- 
(huugw = o selzea, so kommt v' = 0; die durch dieselbe dargestellte Parabel wird 
also von der ersten Axe berührt und zwar im Anfangspunclc der Coordinatcn. Die Rich- 
tung der Durchmesser ist, da in der vorstehenden Gleichung das mit tw heliaflcte Glied 
fehlt, durch die Gleichung 

i-egehen: es sind diese Durchmesser also der zweiten Axe parAlIeh 
Auf ganz analoge Welse ergibt sich, dass die Gleichung: 

Fu'+aBvw = O; 
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liine Parabci darslcilt, wolclic von der zweiten Äxe im Anfangspuiicte berührt wird, viml 
deren Durchmesser der ersten Axe parallel sind. 

466. Es gibt aber auch besondere Fälle, bei der Voraussetzung, dass w* in der ge- 
gebenen Gleichung nicht vorkommt, wo diese Gleichung keine Curve darstellt. Diesen 
Fällen entspricht ^ie Bedingung, dass in dem Ausdrucke für w (a) der Zahler durch den 
Nenner ohne Rest theiibar ist. Soll diese Bedingung erfüllt werden, so muss, wenn 
wir denjenigen Werth von v, den wir durch Anullirung des Nenners erhalten, nemlich 

1 den Zähler substitulren , dieser Zahler verschwinden. Hiemach ergibt sich 



i~U' 



Sogloichj,für den in Rede stehenden Fall, folgende Bedingungs- Gleichung: 
CD^-2BDE+FB^ = 0. (3) 

"Wenn wir die Division des Nenners in den Zahler des Ausdruckes von w wirklich 
ausführen, so kommt; 

,,/C gEB— CD ^^,/ CP'-aBDE-t-FB' ^ 
w - A|^ijv+ g^ u;4-/i ß2(ß^_^i)ii) "■ 
Indem w^r den Rest gleich Null setzen, erhalten wir dieselbe Bedingungs -Glelclumg 
als eben, und für w ergibt sich, mit Berlicksichllgung dieser Bedlugnngs-Gleichung; 

Die gegebene Gleichung verwandelt sich hiernach in folgende: 
(Bv+Du)(2BDw+CDv+FBu) = 0, 
und slcllt also, wie ihre Form zeigt, das System folgender beiden Piincte dar: 
Bv+Du = o, (4) 

2BDw+CDv+FBu =- 0, (s) 

von welchen der crstere unendlich weit liegt, und der zweite jeder beliebige sein 
kann. Die Coordinatcn dieses zweiten Punctes sind: 

y = '%, I = %, 

Für den in Rede stehenden Fall erscheint der VVerth von w, der v =; ~ „ n enl- 
o " 

spilcht, unter der Form — ; denn man hat: 
' o 

- ,/ (Bv+Du)(CDv+FBu) 
^ ^^ ßD(.Bv+Dü) 
Jener Wertb riiuss diese unbestimmte Form annehmen, weil die durch den einen, un- 
endlich weit Hegenden, Pnnct gehenden geraden Linien den beiden Axen in solchen 
Pifticten begegnen, die unheslimmt bleiben. Lassen wir aber im Nenner und Zahler 
des vorstehenden Ausdrucks für w den Factor (Bv-f-Du), der sich auf diesen Punct be- 
liebt, fort, wodurch wir die lineare Gleichung (5) erhalten, so finden wir: 
^ - 1/ ^^^^-CD^ ^ _ FB^-CD^ 

für die Segmente, die auf den beiden Coordinaten-Axen von derjenigen geraden Linie 
abgeschnitten werden, welche durch den zweiten der beiden, durch die gegebene Glei- 
chung (1} dargestellten, Pwncte geht und die eben bezeichnete Richtung hat. 

Wenn B und D zugleich Null sind, so werden die beiden letzten Ausdrücke für 
- und - unendlich. Auch der zweite Punct liegt unendlich weit. Die gege- 
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bcnc Gleichnng rcdocirt sich in diesem Falle auf: 

CT'-t-2Euv+Fn' = o, 

und die beiden durch diese Gleichung' dargestellten unendlieli weit liegenden Ptmcte sind 
reell, fallen zusammen oder werden imaginär, je nachdem: 

CF-E= < 0, CF~E' = 0, CF-E^ > o. 

£(67. Wenn eine Curvc durch die allgemeine Gleichung des zweiten Grades; 
Aw=+aBvw+Cv-4-2Dnw+aEiiv+FQ^ = 0, 
dargcslcUt wird und wir den Anfangspunct in irgend einen Pimct (/, s."} verlegcji, so 
wii-d dieselbe Curvc durch folgende Gleichung dargestellt: 

Aw'.+.2{B— Ax')vw+(C— 2Bx'-|-Äx'^)v'H-2(D— A/jnw 
-+-2(E— Dx'™By'-f-Ay;x>v-H.F— 2Dy'-+-Ay'')u' = o. (i) 
\'Vir haben In dem Frühem y' und x' so bestimmt, dass in dieser Gleichung die mit iv in 
der ersten Potenz behafteten Glieder ausfielen, und daran die allgemeine Discussion der 
gegebenen Gleichung (den einen Fall, dass A = o, ausgenommen) angeknüpft. Eine 
ganz analoge Discussion würden wir erhalten, wenn aus der umgeformten Gleichung 
diejenigen Glieder, die v oder n nur in der ersten Potenz enthalten, ausfielen. Dies ge- 
schieht aber, im Allgemeinen, durch keine Annahme von y' und x'. Denn setzen wir 
zum Beispiel : 

B-A.' = o, 

E— Dx'-By'-f-Ax'y* = o, ^•' 

SO rcducirt sich die zweite dieser Leiden Gleichungen, vermittelst der ersten, auf 

E— Ds =- O; 
iiüd, da die Coordinatcn-Umformung, wenn y' unendlich wird, nicht Statt finden kann, 
können beide Gleichungen nur dann zugleich bestehen, wenn 

AE— BD = o. 
Wir erhalten dieselbe Bedlngungs-Glclchung, wenn wir annehmen, dass statt der ersten 
der beiden Glelchimgcn (2) die Gleichung 

D-Ay' = o, 
xugloich mit der zweiten der Gleichungen (9) bestehen soll. 

Die geometrische Bedeutung der Bedlngungs- Gleichnng (3) ergibt sich aus der Be- 
frachtung der Gleichung (4) der i|55. Nummer. Es findet dieselbe ncmllch dann Statt, 
wenn zwei durch den Anfangspunct der Coordlnaten den beiden Asymptoten der Curvc 
parallel gezogene gerade Linien mit den beiden Coordlnaten -Axen vier Harmonicalen bil- 
den, oder, wie wir später sehen werden, wenn die beiden Axen zweien zugeordneten 
Durchmessern der Curve parallel sind. 

Wir gehen In die durch das Vorstehende angedeutete Discussion nicht ein, weil sie 
sich nur auf einen besondern Fall bezieht. 

468. Wir können ans der umgeformten Gleichung durch gehörige Bestimmung des 
neuen Anfangspunctcs, im Allgemeine», auch die mit v= und u^ behafteten Glieder aus- 
fallen lassen. Wir müssen zu diesem Ende x und y' durch folgende beiden Gleichungen 
bestimmen : 

Ax'=— 2Bx'-fC = 0, . 

Ay'=-2Dy'-l-F == o. *-'^ 

Wir erhallen für die Möglichkeit dieser Umformung folgende Bedingungen: 
AC— B' < 0, AF-D' < 0. 
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Für den Fall der Ellipse werden diese Leiden Bedingungen immer erfüllt (456). Für 
den Fall der Hyperbel wird die erste Bedingung nur dann erfüllt, wenn die Curve Tan- 
genten haE, die der ersten Axe parallel sind (4S7)> Die zweite Bedingung bezieht sich 
anf eine ganz analoge Welse auf die Richtung der zweiten Axe. Die Granzen für die 
Mügliclikeit der in Rede stehenden Umfornuing sind dadurch hestimmt, dass die Coor- 
dinaten-Asen den Asymptoten parallel sind (i|6l). Alsdann sind die gleichen Wurzeln 
der Gleichungen (4) die Werthc für die CoordinaLen des Mlttelpnnctcs der gegebenen Curve. 

Dasselbe ergibt sich aus der Betrachtung der nmgcformten Gleichung, welche, 
wenn y' und x' durch die Gleichungen (4) bestimmt werden, folgende Form annimmt: 

Aw=+2Bvw-+-2Duw+Eiiv =^ o. 
Denn, setzen wir in dieser Gleichung nach einander u = und v = o, so erhalten wir 
heidesmal für w Werlhcj von denen einer ebenfalls gleich Null ist. Es wird also die 
Curve von den beiden neuen CoordinatenrAxen berührt und die Wurzeln der beiden 
Gleichungen (4) bestimmen die Coordinaten der vier Winkelpuncte eines um die Cnrve 
Leschriebenen Parallelogramms, dessen Seiten den beiden Coordinaten - Aaen paral- 
lel sind. 

Für den Fall der Parabel, wo A = o, rcducircn sich die Leiden Gleichungen (4) 
auf den ersten Grad und wir erhalten : 

^ ~ 2B' ^ ~ 2D' 

und hiernach verwandelt sich die umgeformte Gleichung (i) in folgendes 

2B=Dvw+2BD=uw-(CD^-aBDE-i-FB^)uv = 0. 
Indem wir alle Glieder der vorstehenden Gleichung durch avw dividiren, erhält diesellje 
folgende Form: 



indem wir, der Kürze und Symmetrie halber, die Coefficientcn der letzten Gleichung 
durch u', v' und w' bezeichnen. 

iiög. Wenn in der umgeformten Gleichung (1) bloss das mit nv behaftete Glied aus- 
fallen soll, so können wir den Punct (y', s') beliebig auf der durch die Gleichung! 

Ayx-By-Dx+E = 0, (5) 

dargestellten Curve annehmen. Es stellt diese Gleichung, der wir auch folgende Form 
gehen können: 

/ B\ / D\ BD-AE 



^3 ' 

! Hyperbel dar, deren Mittelpunct, fUr welchen man (229): 
D B 

y = 



(6) 



■ A' A' 

erhält, mit dem Mittelpuncte der gegebenen Curve zusammenfällt und deren Asymptoten 
den Coordinaten -Axen parallel sind. 

VYenn wir den Anfangspunct in irgend einen Punct dieser Curve verlegen, so hat 
also die umgeformte Gleichung folgende Form: 

AV+2B'vw+C'v^+2D'iiw+F'a' k= o, 
lind wir erhalten, wenn wir w = o setzen, zwei gleiche und entgegengesetzte Werthe für 
- . Es bilden mithin die beiden durch den neoen Aafangspunpt gehenden Tangenten der 
II. 8 
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gehobenen Gurve und die beideu neuen Axen ein System von vier Harmonicalen, 
In dem Falle also, dass die Axcn sich unter rechten Winkeln schneiden, sind dicjeni» 
gen beiden geraden Linien, welche die Scheitel-Winkel, die zwei von einem heliebi^en 
Puncte der Hyperbel (5) an die gegebene Ciirve gelegte Tangenten mit einander bilden, 
halblren, den beiden nrspriingiichen Coordinaten-Axen parallel. Es folgt ans diesen geo- 
metrischen Betrachtungen, dass, wenn man. um die gegebene Curve ein Parallelogtamni 
beschreibt, dessen gegenüberliegende Seiten den beiden Coordinafen-Axen parallel sind, 
die in Rede stehende Hyperbel durch die vier Berühriings-Punctc anf den vier Seiten des 
Parallelogramms gehen muss. Wenn keine Tangenten der gegebenen Curve den beiden 
Coordinaten-Axen parallel sind, so wird sie von der Hyperbel {fj) nicht geschnitten. 

470. Die nachstehende Aufgabe: 

Auf einer gegebenen geraden Linie einen Pttnct so zu bestimmen, dass die beiden 
von diesem. Puncte an eine gegebene Curve zweiter Glasse gelegten Tangenten mit einer 
zweiten gegebenen geraden Linie ein gleichschenkliches Dreieck bilden; 
gestattet also,, wenn nicht die beiden gegebenen geraden Linien parallel sind oder auf 
einander senkrecht stehen, im Allgemeinen eine doppelte Auflösung, 

^Vcn^ E — o, so gebt die durch (l) dargestellte Hyperbel durch ian Aofangspnnct 
der Coordinaten, was mit der 467. Nummer in Uebercinstinimung ist, 

471. Die Gleichung (5) redncirt sieb auf den ersten Grad, wenn A = o nnd .ilfiO 
die gegebene Curve eine Parabel ist. Man erhält in diesem Falles 

By-f-Dx— E == o. (7) 

Die ddrch diese Gleichung dargestellte gerade Linie geht nothwendig durch diejenigen 
Leiden Pnncte, in welcher die gegebene Parabel von zwei den Coordinaten -Axen paral- 
lelen geraden Linien berührt wird, und ist also durch diese beiden Puncto vollkommen 
bestimmt. Hierin ist folgender Satz enthalten: 

Wenn irgend eine, gerade Linie eine gegebene Parabel in zwei Puncten schneidet 
und man in diesen beiden Puncten die beiden Tangenten construirt und ausserdem von 
irgend einem beliebigen Puncte der geraden Linie noch zwei Tangenten an die Parabel 
legt, ,so erhält man vier Tangenten, welche die Richtung von vier Harmonicalen 
haben. 

W^enn die Coordinaten-Axen rechtwinklig sind, so geht die durch (7) dargestclhe 
gerade Linie nach einem bekannten Satze dnrcb den Brenupunct der Parabel (343). Um 
Umschreibungen an vermeiden, knüpfen wir an diese Bemerkung die Aussage folgender 
Salze, die unmittelbar ans dem vorstehenden Salze sich ergeben: 

Wenn ztpei Tangenten einer Parabel in irgend einem Puncte einer durch den 
.Brennpunct derselben gehenden geraden Linie sich schneiden, so sind diejenigen beiden 
geraden Linien, welche die von denselben gebildeten Scheitel -Winket halbiren^ den 
beiden Tangenten in den Durchschnitt spuncteii der Parabel und der durch den Brenrir- 
punct derselben gehenden geraden Linie parallel. 

Wenn man von irgend zwei Puncten, die mit dem Brennpuncte einer Parabel in 
gerader Linie liegen, zwei Tangenten -Paare an die Curve legt, so schneiden sich die- 
selben unter gleichen Winketn. 

472. Aus der umgeformten Gleichung (l) fallt, wie wir oben gesehen haben, das 
mit UV behaftete Glied aus, wenn wir den Änfangspuncl der Coordinaten in irgend einen 
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iieliebigen Panct der durch die Glelcliung; (5) dargestellten Hyperbel verlogen. Jene nm- 
geforrate Gleichung, die wir, der Kürze halber, anf folgende Weise schreiben wollen: 

Äw'-f-2BW4-G'v=+2D'inv-I-2E'nv-E-F'u= = o, 
können wir alsdann anch auf folgende Form bringen: 

Der neue Anfangspnnct der Coordinaten, der beliehig auf der durch (5) dargestellten 
Hyperbel angenommen worden ist, kann zugleich auch noch auf einer zweiten gegebenen 
Curvc liegen. Wir erhalten eine solche Curve, wenn wir folgende Bedingung erfüllen 
wollen: 

C = F'. 
Denn setzen wir für C' und F' ihre Werlhe, so ergibt sich: 

C— 2Bx+As^ = F-2Dy+Ay^, (9) 

wfinn \vn: die Acccntc von y und x fortlassen. Wenn wir dieser Gleichung foigende 
Forin geben: 

i'.Jl\J.J^\^ - (C-F)A-(B^-B^ ) 
l.^ A/ V A7 A^ "' '•'"^ 

so ist sogleich ersichtlich, dass, wenn wir y und x als veränderlich betrachten, die be- 
zügliche Curve eine Hyperbel ist, deren Mittelpunct mit dem Mittelpuncte des gegebenen 
Ortes zweiter Classe zusammenfällt, und deren irgend zwei zugeordnete Durchmesser 
den Coordinaten- Äsen parallel sind. 

Wir können also durch blosse Verlegung des Anfangspunctes der allgemeinen Glei- 
chung der Oertcr zweiter Classe, indem wir w gleich der Einheit nehmen, und in (ß): 

B' . !^' „ _ ' 



CA er ^r 'V ü5 "" 

ücf;:en, folgende Form geben: 

also die Form dar auf rechtwinklige Coordlnaten-Asen bezogenen allgemeinen Kreis -Glei- 
chung. Der neue Anfangspnnct, der dadurch gegeben ist, dass er in einem der Durchschnitte 
zweier Hyperbeln (6) nnd (lO) hegt, deren beider Mittelpunct mit dem Mittelpuncte des 
, gegebenen Ortes zusammenfallt, und von denen die eine zwei den Coordinaten-Axcn 
parallele gerade Linien zu Asymptoten, die andere zu augeordneten Durchmessern hat, 
kann Immer auf doppelte V\ eise bestimmt werden. 

473. Um die Coordinaten des neuen Anfangspunctes zu bestimmen, müssen wir aus 
den Gleichungen (6) und (lO) die W^erthe von y und x ziehen. Setzen wir au diesem 
Ende : 

D .. B „ , , 

d. fi. vcrlpgen wir den Anfangspnnct in den Mittelpunct der gegebenen Curvo, so geben 
die beiden angezogenen Gleichungen in folgende beiden iibei': 
BD-AE 

,.-=_s-= = (C-r)A-(B--D')^ 
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Wenn wir aus der ersten dieser beiden Gleichungen nach einander den Wertb von y" 
nnd x" nehmen nnd ihn in die zweite Gleichung substitulren, so kommt: 
(C-F)A-(B'— n») ,,, /BD-AE\' 



y 



y»+5 



(C-F)A-(n'-D') „, /BD-AEX" 
]P " ^ { ^ß— ) 



Da das von y" und x" unabhängige Glied dieser Leiden Gleichungen eine negative Grösse 
ist, so erhalten wir für y"^ und x"^ nothwendig zwei reelle Werlhe, von denen einer 
positiv, der andere negativ ist, ond also für y" und für x" vier Werthe, von denen, in 
Ueberein Stimmung mit dem eben schon Bemerkten, zwei reell und zwei imaginär sind. 
Wenn wir jene Gleichungen wirklich auflösen und, der Kürze halber: 
(C-F)A-(B^-D^) = P, 

setzen, so ergibt sich; 

... _ P±Q 
x'^ = -P+Q 

2A^ * 
In diesen Ausdrücken für y"^ und x"^ müssen wir offenbar die obcrn Zeichen, so wie die 
untern zusammennehmen; es beziehen, sich jene auf die reellen, diese auf die imaginären 
Durchschnitte der beiden in Rede stehenden Hyperbeln. Wenn wir die beiden ietzien 
Gleichnngen addiren, so erhalten wir: 

wodurch, wenn wir rcchlwinklige Coordlnaten voraussetzen, die Entferntmg jener Durch- 
schnitte vom Mittclpuncte der gegebenen Curve bestimmt wird. 

ktk- Wenn wir die beiden reellen Werthe von y" durch /? und ß', die beiden ima- 
ginären durch ß" und ß'", und die vier entsprechenden Werthe voa x" durch k, a, u und 
a" bezeichnen, so ist: 



(■'} 



h.V2 L« J Al/ä 

Zuerst ist klar, dass in beiden Gruppen von Coordinaten- Werlhen, die Werthe für /¥, 
ß', « und ct' immer reell sind, weil -t-Q, oder die positive arithmetische Wurzel 
aus dem Ausdrucke Ji|(BD— AE)HP'!, nothwendig grösser Ist als P. 

Ob wir ferner die erste oder zweite Gruppe von Coordinaten- Werthe» nebmen müs- 
sen, hängt davon ah, ob 

BD-AE > 0, 
oder 

BD-AE < 0. 
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Es folgt iiGmiicb aas der Gleichnng: 

^ ^ „ .. BD-äE 

dass in dem ersten Falle das Prodoct der zusammengehörigen Werllie von y" und x" 
positiv sein muss, und also die reellen Werthe ß und «, so wie ;? und «', mit demsel- 
ben Zeichen genommen werden müssen, hingegen die imaginären YV^erthe ß" und «", so 
wie ß'" und «'", mit entgegengesetzlem Zeichen. Diesem entspricht die erste Gruppe. 
Ans derselben Gleichung folgt, dass in dem zweiten Falle das Product der zusammenge- 
hörigen Wcrlhe von y" und s!' negativ sein muss, so dass wir ß und «, ß' und «' mit 
entgegengesetztem, ß' und «", ß'" und a" aber mit gleichem Zeichen nehmen müssen. 
Diesem entspricht die zweite Gmppe. 

Wenn 

BD-AE = o, 

so ist P = Q und mithin « = «' =a o und ^' = /?"'= o. Alsdann liegen die beiden reel' 

len Puncte {ß, «) und (ß', k) auf der neuen zweiten Ase und die beiden imaginären 
Puncte {ß", «") und ß'", ä") auf der neuen ersten Axe. 

ii75. Diejenige gerade Linie, welche die beiden reellen Durchscbnittspnncle {ß, «) 
und {ß', a) vcrhindetj und diejenige, welche die beiden imaginären Durch schnittspunctc 
(ß'', a") und (ß'", «"') enthält, gehen beide durch den Mitteljjunct der gegebenen Curve 
zweiter CJasse und bilden 'mit der ersten Coordlnatcn-Axe Winkel, deren trigonometri- 
sche Tangenten gleich sind: 



^, ^ TKi- 



t P+Qr 

und da das Product dieser ;beiden trigonometrischen Tangenten gleich ist: (— !), so se° 
Len wir, dass jene beiden geraden Linien auf einander senkrecht stehen. 

Wir kommen zu demselben Resultate, wenn wir heriicksichtigen, dass in dem Falle 
rechtwinkliger Coordlnaten die beiden Hyperbeln (6) und (lO) gleichseitige sind und dass 
die geraden Linien, welche die Durchschnittspunctc zweier gleichseitigen Hyperbeln, paar- 
weise genommen, verbinden, sich unter rechten Winkeln schneiden (295), Diese letzte 
Bemerkung gilt auch dann, wenn, wie in dem vorliegenden Falle, zwei jener Durch- 
s.ehnitte imaginär sind. 

^76. Wir haben in dem Vorstehenden nachgewiesen, dass, wenn man irgend awc! 
rechtwinklige Co ordinalen -Axen beliebig annimmt, sich immer ^olche vier Puneie, von 
denen zwei reell sind, heslimmen lassen, welche die Eigenschaft besitzen, dass, wenn 
man in einen beliebigen dieser (reellen) Puncte den Anfangspunct der Coordinalen ver- 
legt, die allgemeine Gleichung der Curven zweiter Classe die Form der Kreis - Gleichung 
erhält. Es bietet sich uns hier die hattirliche' Frage dar, ob, wenn wir die Hlchtnng der 
beiden rechtwinkligen Coordinaten- Äsen beliebig ändern, die in Fvedc stehenden vier 
Puncte immer dieselben bleiben oder auf irgend einem geometrischen Orte fortrücken. 
Dass der erste dieser beiden Fälle der wirkliche ist, wird in dem folgenden Paragraphen 
unmittelbar sich ergehen. Um dies indess schon hier zu zeigen, bemerken wir, dass^ 
wenn diess Statt finden soll, das mit uv behaftete Glied aus der umgelormtcn Gleichung 
immer ausfallen muss, wie wir auch das neae Coordlnaten -Sj^stem nm einen der in dem 
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Olrigen bestimmten Pnncte drehen mögen. Dies geschictt aber immer nnd nur dann, 
wenn die beiden von diesem Piinete an die Curve gelegten (imaginären) Tangenten mit 
je awci beliebigen In demselben Puncle sieb rechtwinklig scbneidenden geraden Linien 
vier Harmonicaien bilden {469). Wir müssen hIso untersnchen, in w-elcheo Fällen diese 
Bedingung erfüllt wird, 

Zwei vom AnfangspuncLe der Coordinatcn aus an eine Curve zweiler Classe gelegte 
Tangenten können wir immer durch folgeade beiden Gleichungen ausdriicken : 

y = tanß». x, y = tanga'. x, 

indem wir die Winkel, welche dieselben mit der ersten Axe bilden, u nnd «' nennen. 
(Wenn diese Tangenten, wie in demjenigen Falle, welchen wir vor Augen haben, ima- 
ginär sind, so sind es auch a und «'. Diese Winkel, so wie ihre trigonometrischen 
Tangenten, sind indess immer noch durch bestimmte algebraische Ausdrücke gegeben). 
Wenn die beiden Axen und die beiden Tangenten vier Harmonicaien bilden sollen, so 
erhalten wir, wie bekannt, folgende liedlngungs- Gleichung: 

tanga^-tanga = O. 
Lassen wir die beiden Coordinatcn- Axea nm irgend einen Winkel, den wir <o nennen 
wollen, sich drehen, und sollen jene beiden Tangeuten auch noch mit den neuen Coor- 
dinatcn- Axen vier Harmonicaien bÜdenj so ergibt sich, ähnlich wie eben, folgende 
ßediiigmigs - Gleichung; 

. , , tang(a-w)+tang(a-a>% 

oder, wenn wir entwickeln: 

{tangu+tang'J){\ — tang'^ioy'rZ{tangi/.tangu — \)ta.Tigiü ~ o: 
eine Gleichung, die nach der ursprünglichen Bcdingnugs - Gleichung sich auf folgende 
von m unabhängige Gleichung reducirt; 

tanguiang(M = 1, 
und also, in Verbindung mit jener Glcicbnng, zeigt, dass tanga und laiigfi die WUrzcln 
folgender Gleichung sind; 

z^4-I = o. 
Wenn ajjcr die allgemeine Gleichung: 

Aw^-f-aBvw-f-CvM-aDuw+aEuv-f-Fu^ ^ 0, 
eine Curve zweiter Classe darstellen soll, welche von solchen zwei, durch den Anfangs- 
punct gehenden geraden Linien berührt wird, die mit der ersten Axe Winkel bilden, de- 
ren trigonometrische Tangenten die Wurzeln der Gleichung z'H-I = sind, so muss 
diese Gleichung mit derjenigen, welche wir erbalten, wenn wir In den allgemeinen Glei- 
chunff w =3 setzen, durch ii' dividiren, und ( — | als unbekannte Grösse betrach- 
ton, ncmlich mit folgender Gleichung: 

c(^)'-äE(-p+r = o, 

Übereinstimmen. Dies gibt uns neben der Bedingungs - Gleichung : £1=0, auch noch 
folgende: C s= F. 

Wenn wir also den Anfangspunct der Coordinatcn in einen der beiden Puncte (ß «), 
and {ß'i u) (wir abstrahiren hier von den beiden andern Puncten, die imaginär sind.) 
vorlegen, so erhält die allgemeine Gleichung der Curven zweiter Classe, welche lilchtung 
wir anch den Coprdinaten-Axen geben mögen, sobald wir dieselben nur auf einander 
senkrecht nehmen, jedesmal die Form der Kreis- Gleichung. Diese Pnncte, die also 
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von der AiiiiahmG des Coordtnaten- Systems nnabfianglg sind, und sich einzig durch die 
Natur der Curvc i^estimmen, heissen Brcnnpnncle. 

Wir können von zwei reellen und zwei imaginären Brcnnponcten sprechen, 
477. Wir erhalten die Coordinaten der beiden (reellen) Brennpuncte der durch die 
Jillgcineine Gleichung: 

Aw=+2Btw+CvH2Diiw4-2Euv+Fu^ = O, 
dargestellten Oerfer zweiter Classe,, wenn wir die Wcrlhe von « und «', ß und ß' (12) 
in die Gleichung (ll) für x" nnd y" suhstitnircn. Auf diese Weise ergibt sich, wenn wir 
zugleich auch für P und Q ihre W^erthe schreiben und zusammenziehen: 

„ Dt^3±V^((^-F)A-(B'-D')-f- K[4(DB-AE)^+((C-F)A-(B'~D^))^]) 
^ ~ _ AK2 

_ ß K2+V-((C-F)A~(B'-D^))-}-V[4(DB— AE)^+((G-F),\-(B^-D'))']) 

Wir müssen in den vorstehenden Ausdrücken die ohern und untern Zeichen, oder 
jedes obere Zeichen mit einem nntern zusammennehmen, je nachdem der Ausdruck 
(BD—AE) positiv oder negativ ist, 

VVenn wir annebmcn, dass die allgemeine Gleichung anf den MittelpnnCt der Cnrve 
als Anfangspunct der Coordinaten bezogen sei, und dem entsprechend B und D gleich 
Null setzen, so gehen die obigen Werthe ftir y und x in folgende über: 
= +^(C-r+^^[(C-F)^+4E^j) 
^ K2A ' 

^" )/-2A 

Die Gleichung des Kreises hat für den Fall, dass der Mlltelpnnct desselben ziim An- 
fangspimcle der Coordinaten genommen wird, folgende Form {kk'i)' 

v'-{-u' = r^; 
und mithin müssen wir zur Bestimmnng der Brennpnncto in den letzten Ausdrücken 
K =^.0 nnd C = F setzen. Wir sehen alsdann sogleich, dass alle vier Brennpnncte in 
den ölittelpunct des Kreises zusammenfallen und es ülgentlicli keine imaginären Brenn- 
puncte gibt. 

Wenn endlich die Gleichung; 

Aw'4-Cv=+2Euv4-Fu^ = o, 
eiu System von zwei Puncten darstellen soll, die alsdann folgende sind (kb^S)•. 

H-D- K-x)]. C-(4)-(-a)]' 

so prhalten wir die Bedingimgs-Gleicbung: 

E^-CF = 0, 
»ind hiernach verwandeln sich die Coordinaten- Werthe der beiden^ reellen BrcnnpuncU' 
in folgende: 



K2Ä * 

= +K[F-C j:(C+F)] 

In dem vorliegenden Falle, wo wir den Wcrih von Q dnrch Wurzel- Ausziehung auf 
rationale Welse erhalten, müssen wir vor diesem Ausdrucke, neinlicb vor (C-j-F), das 
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doppelte Zeicbcn einführen, und zwar müssen wir in jedem Falle das Zeicten so wäh» 
len, dass +(G+F) positiv ist. V\'enn in dem vorliegenden Falle die beiden durch die 
gegebene Gleichung dargestellten Puncte reell sind, so sind (wir nehmen A positiv) C 
nnd F beide negativ, und wir erhalten: 

_ +l^[C- F-(C4-F)] _ / F N 

+KF-C-(C+E)] /- CN 

" "- l^aA -^^\-\)- 

Die Rolle der beiden Brennpunctc spielen alsdann die beiden gegebenen Puncte seihst. 

Aber aach wenn die durch die gegebene Gleichung dargestellten Puncte imaginär 
sind, erhalten wir zwei reelle Brennpunctc. In diesem Falle müssen wir, da C und F 
alsdann beide positiv sind, den Ausdruck (C+F) mit positivem Zeichen nehmen und 
«erhalten : 

! = *KI> . 

Die beiden imaginären Brennpunete sind, wie man sogleich sieht, die gegebenen Puncte 
selbst. 

478. Wir wollen die Difinition der Brennpnncte einer Curve zweiter Classe, die 
wir in dem Vorstehenden gegeben haben, von der geometrischen Seite noch näher ins 
Auge fassen. Diese "Puncte sind solche, welche die Eigenschaft haben, 
dass die, durch jeden derselben gehenden, beiden (imaginären) Tangen- 
ten der Curve und irgend zwei in demselben sich rechtwinttlig schnei- 
dende gerade Linien vier Harmonicalcn bilden, 

Als mit dieser Difinition gleichbedeutend können vnv folgende nehmen: 

Die Brennpunete einer Curve ziveiter Classe sind solche Puncte, welche die Ei- 
genschafi. haben , dass jede durch dieselben gehende imaginäre gerade Linie eine (ima- 
ginäre) Tangente der Curve ist. 

Diese Definition scheint mir die allgemeinste mid natürhchste zu sein. *) 



*J Jede durch den Brennpunct gehende Tangente bildet mit der ersten Axe einen Winkel, des- 
sen trieonoaietnsche Tangente Y — 1 ist und dies für jede beliebige Richtung dieser 
Ase. Um das Paradoxe dieser Behauptung von der analytischen Seite fortzuräumen (von 
geometrischer Bedcutuns kann gar keine Rede sein) pder wenigstens doch au zeigen, dass 
hierin kein Widerspruch liegt, füge ich die folgende Bemerkung hinzu. 

ölau hat allgemein, indem man durch tp und yj irgend zwei Bogen bezeichnet! 

^ '^ ^ X—tang<ptang^ 

SeüCQ wir nun tangqi =s V— 1, so kommt: 

/ , .^ V—1+tangyi .^-^ 

tang(Sp-^ip) c= sX- j=: i^ — I, 

l—tang^iV—l. 

Um welche reelle oder imaginäre GriJsse ^ "n^i a'so den Bogen tp, der zur Tangente V— 1 

gehört, auch wachsen lassen mag, die trigonometrische Tangente des neuen ßagefis bleibt 

immer gleich y — 1. 
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Wir talicn in der 4Ö9. Numiiici' gesehen, dass der geometrische Ort für diejenigen 
Puncte, ia welchen solche zwei Tangenten der Curve sich schneiden, weiche mit den in 
denselben Punct verlegten Coordinaten- Axen vier Harmonicalen bilden,, eine gleichsei- 
tige Hyperbel ist, deren Asymptoten den Coordinaten- Axen parallel sind, deren Mittel- 
pimct der Mittelpunct der gegebenen Curve ist, und welche diese Corvo in denjenigen 
■vier Punctcn schneidet, in welchen dieselbe von den, den beiden Coordinaten -Axen pa- 
rallelen, Tangenten berührt wird. Wir erhallen eine solche gleichseitige Hyperbel für 
jede beliebige Annahme rechtwinkliger Coordinaten -Axen. Alle diese Curven schneiden 
sich also in denselben vier Puncten, von denen immer zwei reell und zwei imaginär sind, 
iiemlich ü\ den Brennpuncten der gegebenen Curve. 

479- Es liegen die Brennpuncte zugleich aber auch auf der, bei einer durchaus be- 
liebigen Annahme der Coordinaten- Axen, durch die Gleichung (lO) dargestellten Hyper- 
bel, welche der geometrische Ort derjenigen Punclc ist, welche die Eigenschaft habcnt 
dass, wenn man in einen beliebigen derselben den Anfangspunct verlegt, ohne die Rich- 
tung der hcllebig angenommenen Coordinaten- Äsen ?,« andern, in der iimgeformLen 
Gleichung ; 



ir irgend eiueu Bogen durcli f und 
ist bekanutlicli : 



Wir wollen in dem Nächstfolgenden einen analjllsclien Ausili-uck für denjenigen Bogen 
suchen, welcher zur Tangente y — 1 gehört. Wenn 
die zugehörige Tangente durch u bezeichnt 

jinil v.ir eriiakcn also für u = V— 1: 

I>ie Reibe Im zweiten Thcüe dieser Gleichung ist divergent; 'n'\r kiinnen daher ihre arith- 
metische Summe nicht «nmittclbar bestimmen. Statt hier In detaillirtc EnlMlcklunaen elnau- 
ijehen, um zu zeigen, äass diese Summe unendlich wird, «ollcu lur die Sache lieber auf 
eine andere Weise zugreifen. 
Man hat nemllch allgemein : 

(p = —logicüsrf-\-y — lsi/xff)V-—l. 
Wenn (p wiederum den ßogcn bedeutet, dussen trigouomEtrische Tangente V— 1 ist, so 
ergibt sich; 



und mithin erscheint sp unter der unbestimmten Form; 

Es ist leicht, den wahren Werth von qi zu erhalten. Denn, euttvlckelis ^ 
iniat - Formel den Wcrth von sinip , so tomrat : 



imä bieniach s 



: y — Xcoawix — • „ ' — —~ ctc-i" 



cosf+^infV-l = jl. -i-^^. ^--~~(-etc.^ .. o. 
lind endlich : 

—lo^icosf-l-slnffV—l^y^ ,-= Sv^vT, 
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Aw--J-2B'vw+C'v'+5D'uiv4-2E'uv-hF'ii- = 0, 
C = F' wiril. Die geometrische Denfnng dieser Bedingnngs- Gleichung ergibt sich leicht; 
denn, setzen wir in der iimge formten Gleichung nach einander u tind v gleich Null, so 

kommt : 

B' w C 

^A yA 

, D' w F' 

Wenn C = F', so ist das Product der beiden Werthc von -, weiche die erstü dieser 
Leiden Gleichungen gibt, dem Productc der beiden "Werthe von -, weiche die zweite 
Gleichung gibt, gleich. Wenn man also die beiden, jeder der beiden Coordinaten-Axcn 
parallelen, Tangenten zieht; so ist das Product der Segmente, die von diesen Tangen- 
ten auf der ersten Axe bestimmt werden, dem Productc der analogen Segmente auf der 
zweiten Asc gleich. Hieraus ist zugleich ersichtlich, dass die Hyperbel (lO) auch durch 
die vier Winkelpnncte desjenigen Parallelogramms geht, das der gegebenen Curve um- 
schrieben ist und dessen Seiten den Coordinaten-Axen parallel sind. Denn für diese 
"Winkclpunctc verschwinden die in Rede stehenden Productc beide zugleich. 

Die Bestimmung der Hyperbel (lO) ist nur in so fem von der gegebenen Curve ab- 
hängig, als durch diese Curve das umschriebene Parallelogramm gegeben ist: nehmen 
wir dieses Parallelogramm hcliebfg an, so ist jene Hyperbel vollkommen bestimmt. Wir 
erkennen hierin unter andern folgenden Satz: 

Die Brennpuncte aller Ciirven za>eiter Classe, welche demselben Parallelogramm 
ciiigeschriehen sind, liegen auf einer Hyperbel , die eine gleichseitige n-ird , wenn jenes 
Parallelogramm ein Rechteck isL 

Für jede veränderte Richtung der beiden rechtwinkligen Coordinaten-Axcn erhalten 
wir ein anderes umschriebenes Parallelogramm und eine andere Hyperbel. Alle solche 
Hyperbeln gehen durch die Brennpuncte der gegebenen Curve zweiter Classe. Hiernach 
erhalten wir folgenden Satz : 

Xias Product der Abstände eines Brennpunctes einer Curve zweiter Classe von 
zwei parallelen Tangenten ist constant, welche Richtung wir diesen parallelen Tangen- 
ten auch geben mögen. 

An diesen Salz hätten wir ebenfalls die Definition der Brennpuncte anknüpfen usid 
also solche Pancte Brennpuncte nennen können, welche die eben ausgesprochene Eigeü- 
schaft haben. Doch wenn diese geometrische Definition vor der obigen auch den Vorzug; 
haben mag, dass sie von imaginären Grössen unabhängig ist, so ist sie, von der andern 
Seite, weniger allgemein, denn sie verliert für den Fall der Parabel ihre Anwendbarkeit. 

Aus dem letzten Satze nnd einer allbekannten Eigenschaft des Kreises geht endlich 
noch folgender Satz hervor: 

Die Fusspuncte der con einem der Brennpuncte auf alle Tangenten einer Curve 
zweiter Classe gefällten Perpendikel, oder überhaupt, der nach denselben unter irgend 
einem, gegebenen Winkel gezogenen geraden Linien, liegen auf dem Umfange ein und 
desselben Kreises. 

Dieser bekannte Satr. (342) schllesst alch also tmmittcldar SB die DefätsitioR (k-r 
Brennpaiicäe s-ii. 
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4S0. Wir haben bis jetzt denjenigen Fall uiiberiicksiclitlgt gelassen, wo die gegc- 
fccnQ Carve eine Parabel ist. Nehmen wir für die allgemeine Gleichung derselben: 

2Bvw+Cv*4-2Duw+2Eav+Fii* = o, 
ao geht die nmgeformte Gleichung (l) in folgende über ; 

2Bnw+(C— 2Bx>=+2Diiw+3(E-Dx'— By')uv+(F— 2Dy>= = o. 
Wenn wir die Coordtnaten des neuen Anfangsjjunctes dnrch folgende beide lineare 
Gleichungen bestimmen: 

By'+Üx--E = 0, 
2(Dy'-Bx')+C-F = o, '''^^ 

Sö erhalt die umgeformte Gleichung folgende Form: 

2Bvw+2Duw+C'(v=+u^) = 0, (14) 



und hiernach folgende: 



G40-K0- 






Aus den beiden Gleichungen (13) erhalten wir: 

' ~ gBE-TJ(C-F} 
^ ~ 2(B=+U^} " 
, _ aDE+B(C-F) 

^ 2(B^+D^) ' 

I>iese Wertbe von y' und x' werden nur dann unendlich, wemi 

B^H-D^ = o, 
und diese Gleichung wird nur dann befriedigt, wenn zugleich 

B, = o, D = o. 

in diesem Falle geht die gegebene Gleichung in folgende über: 

Cv*+2Euv+Fu^ = o, 
und stellt also ein System zweier unendlich weit entfernt liegender Puricle dar. Wenn 
wir von diesem speciellen Falle abstrabiren, so ist die in Rede stehende Coordinaien- 
Umformung immer, aber nur auf eine einzige ^Veise, möglich; denn für den Goordina- 
ten des neuen Anfangspunctes erhalten wir in allen obigen Fällen reelle und endliche 
Wertbe. 

Den neuen Anfangspunct, der immer derselbe Punct bleibt, wie wir auch die Rich- 
tung der beiden rechtwinkligen Coordinaten-.^xim bestimmen mögen (476)1 nennen wil- 
den Brennpnnc6 der Parabel, Die Parabel hat nur einen Brennpunct. 

Wir haben ; 

,„ ,, „ , CD»-2BDE+FB^ 
C =. C-2Bx =. B^+D^^— ^ 

imd hiernach verwandelt sich die Gleichung (13) in folgende: . 

2B(BVD=)viv-F2D([i^+D^-)uw4-(CD'~2BDE+FB')(u=+-v^) .:= ü. 
/j8l. Wenn wir y' und x' als veränderliche Grössen betrachten und dcmsiüch die Al-- 
i'ente fortlassen, so stellt die erste der beiden Gleichungen (l3): 

By+Dx-E = o, (,5) 

wie wir schon in der 471. Nummer bemerkt haben, diejenige gerade Linie dar^ welche 
die Berührungspuncte auf den beiden den Coordinaten-Asen parallelen Tangenten ver- 
bindet. Wenn wir die Richtung der Axcn auf alle mögliche Weise ändern, so erhahen 
wir nnendhch viele solcher gerader Linien, die alle durch ein und denselben Panct gehen. 

9* 
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Hiernacli können wir die allgemeine Definition der Brennpuncle {k7&) füi' den Fall der 
Parabel auf foljrende Weise umschreiben: 

Diejenige gerade Linie, welche die BerÜhrungspuncle auf irgend zweien auf <nn~ 
ander senkrechten Tangenten einer gegebenen Parabel verbindet, geht durch einen fe- 
sten Punct: dieser Punct Jieisst der Bremtpunct der Parabel. 

482. Der Brcrmpunct liegt ferner auf der durch folgende Gleicbung: 

2(Dy— Bx)+C-F == o, (.6) 

dargeslelllen geraden Linie. Diese Cilelcbung mrd befriedigt, wenn wir zugleich 
F C 

y = ^' ^ = 55' 

setzen. Hieraus folgt, wie man leicht sieht (468), dass die bezügliche gerade Linie durch 
den Dnrchschnitt der beiden, der Coordinatcn-Axcn parallelen, Tangenten geht. Zu- 
gleich ist ersichtlich, dass diese gerade Linie auf der geraden Linie (l5) senkrecht steht. 
Also i 

Wenn man uoh dem Durchschniltspuncte zweier auf einander senkrechter Tangen- 
ten einer gegebenen Parabel ein Perpendikel auf diejenige gerade iJnie, tvelche die 
beiden Berührungspuncie verbindet, fallt, so ist der FusspuncC dieses Perpendikels der 
Srennpitnct der Parabel. 

Auch an diesen Satz könnten wir die Definition des Bremipunctes der Parabef an- 
knöpfen. 

483. Wenn, bei der Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten-Axen, in der um- 
geformten Gleichung, die wir wiederum, der Kürze halber, auf folgende Weise schipi- 
ben wollen : 

Aw=+2B'vw4-C'v-^-t-2D'HW-f-2E'uv+E'u^ = o, 
die Coefficicnteu von v^ und u^ gleich, aber von entgegengesetztem Zeichen sind, so bat 
diese Gleichung, wenn wir w = 1 setzen iind v und u als die eigentlichen veränderlichen 
Grössen betrachten, die Form der ge\vühnlichen Gleicbung der gleichseitigen 
Hyperbel. Die Gleichung; 

^^ C = -F', 

gibt aber, wenn wir substituiren , folgende Bedingangs- Gleicbung zwischen den (^oordi- 
naten des neuen Anfangspunctes : 

Ay^-2Dy+F = -(Ax^-2Bs+C), (1?) 

wenn y nnd x diese Coordinaten bedeuten. Dieser Gleichung können wir folgende l'oiisi 

Wir können also, im Allgemeinen, auf unendlich viele Arten durch blosse Verlegung 
des Anfangspunctes der allgemeinen Gleichnng der Oerter zweiter Classe die Form der 
Gleichung der gleichseitigen Hyperbel geben. Der geometrische Ort für den neupu An- 
fangspunct der Coordinaten ist ein Kreis, dessen Mitielpunct der IMitlelpanct des gegebe- 
nen Ortes Zweiter Classe ist. 

Um den in Rede stehenden Kreis zu construiren, bemerken wir, dass die Gleicüiang 
(17) befriedigt wird, wenn wir y und x durch folgende beide Gleichungen: 
Ay--Dy+F =. o, 
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bnstinimen. Es gelit dieser Kreis also durch die vier Winkelpnncte eines am die ge{^e= 
I>ene Cnrvc bcschTiebencn Rochtecks, dessen gegenüberliegende Seiten den Goordinaten' 
Äsen paralld sind. Der Kreis ist hierdurch vollkommen bestimmt. 

\Yenn C gleich ( — F') ist, und wir in der umgeformten Gleiclmng w gleich Null 
ecUen, so crsiibt sich; 

(;)'-(l)^-»■ 

Hieraus folgt, dass die Leiden durch den neuen Anfangspunct gehenden Tangenten auf 
einander senkrecht stehen. Wenn, «mgekehrt, diese Tangenten aaf einander senkrecht 
stehen^ so ist in derjenigen (ileichnng, die der letzten Gleichnng entspricht, das letzte 
Glied immer gleicb ( — ]) und also sind in der allgemeinen GleicLong die Coefiicienteii 
von u^ und v' gleich, aber von entgegengesetztem Zeichen. Wenn wir also die neuen 
Coordinalen-Äxcn um den Anfangspunct sich drehen lassen, so behält die allgemeine 
Gleichung immer die besagte Form. Hieraus folgt- zugleich, dass, welch ein rechtwinkli- 
ges Coordinatcn-Sj'stem wir ursprünglich auch annehmen mögen, der durch (18) darge- 
stellte Kreis immer derselbe bleibt, und dass mithin die Winkelpnncte aller der 
gegebenen Curve zweiter Classe umschriebenen llechtecke auf dem 
Umfange ein und desselben Kreises liegen. Demselben Salze werden wir spä- 
ter nochmals begegnen (5lO). 

Der durch die Gleichung (18} dargestellte Kreis wird imaginär und also die In Rede 
stehende Coordinaten -Verwandlung unmöglich, wenn 
BVD^ < ACC+F); 
derselbe Kreis rcducirt sich auf einen Punct und die Coordinaten - Ycrwandlung ist nu' 
auf eine einzige W^else möglich, wenn 

EJ=+D^ = A(C+F). 

Dieser letzte Fall bezieht sich auf die gleichseitige Hyperbel, deren Asymptoten sich 
imter rechten Winkeln schneiden. Der JMIttelpunct derselben liegt nothwendig auf dem 
Kreise (l8) und dieser Kreis mnss daher auf einen Punct sich reducircn. In der Glei- 
chung der gleichseitigen Hyperbel sind die CoL-fficieuten von v^ und u^ nnr dann gleich 
sind von entgegengesetztem Zeichen, wenn die rechlvyinkligen Coordinaten- Äsen zwei 
Durchmesser derselben sind {3j43). 

Für den Fall der Parabel, wo A gleich Null ist, rediicirt sith die Gleichung {17) 
auf .folgende; 

D^^-Bx =. C+F, (19) 

und stellt milbin eine gerade Linie dar. 

Die Whikclpuncle aller rechten Winkel-, deren Schenkei eine gegebene Parabel be- 
rühren, liegen auf derselben geraden Linie. 

Wenn die Coordinaten- Axcn rechtwinklig sind nnd in irgend einem Pnncte der ge- 
raden Linie (19) sich schneiden, so sind In der Gleichung der Parabel die Coefficientcn 
i'on v^ und n^ gleidi nnd von entgegengesetztem Zeichen. 

Itßj,, Wenn wir in der nmgeforralei» Gleichung: ^ 

Aw^-f-aB'vw-f-Cv^-f-sD'nw-J-^E'nv-f-J'u' — o, 
«pchmals w gleich Eins setzen, so Ist dieselbe in Beziehung auf die beiden übrigen vet' 
andcrlichen Grössen v und o, eben 50 beschaffen, als die gewöhnliche Gleichung der Pa-; 
3-abel in BcMchung aufs nnd y, wenn- nachstehende Bodingungs-GleichQng Statt findet 
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E'^-C'F = 0. (.0) 

Es ist ähttl 

C = Ak'=-2Bs'+C, 

F' = Ay''— 2Dy'+r, 

E' = Ax'y'-By'-Ds'+E. 

Subslituiren w!r diese WertKc für C, F und E' in die obige Bedjngnngs-Gielcliung, so 

kommt nach einer leichten Rcduclion, wenn wiir zugleich dlfi Acccnte von y' und x fort- 

(B'"AC)y'+2(AE-BD)sy4-(D=-AF)s'^-2(CD-BE)y 

+2(Br--DE)s-H(E*-CF) = o. (21) 

Wenn wir in der hiernach iimgeformleii Gleichung w = setzen, so crhaiteii wir 
filf die beiden dcirch den Anfangspunct der Coordinaten gehenden Tangenten: 

imd diese Gleichung hat gleiche Wurzeln, wenn die Bedingnngs- Gleichung (21) hefrie- 
fligt wird- Jene beiden Tangenten fallen in diesem Falle zusammen, was, wenn die all- 
-»amelne Gleichung nicht ein System von zwei Puncten darstellt, offenbar nur dann ge- 
schehen kann, wenn der neue Anfangspunct auf dem Umfange der gegebenen Cnrve 
zweiter Classe angenommen wird. Wenn wir also j nnd s als veränderliche Grössen be- 
trachteni so stellt die Gleichung (2J) dieselbe Curve durch gewöhnliche Coordinaten dar. 
i\QS. Wir können der allgemeinen Gleichung der Cnrven zweiter Classe : 
Aw'+Bvw+Gy^+2Duw+2Env+Fu' = o, 
vma symmetrische Form gehen, wenn neben der Bcdingungs -Gleichung: 

E»-CF = 0, 
auch noch die beiden Bedinguags Gleichungen: 

B^-AC r= o, D^— AF - o, 

bestehen. Wir erhalten alsdann: 

^ B* p D^ BD 

F ^^'. ^". 

\i(id hiernach verwandelt sich die gegebene Gleichung, wenn wir zugleich mit A multlpli- 

dren, in folgende; 

AV*-)-2ABvw+BW2ADuwi2BDuv4-DV = 0. 
Wenn wir in dieser Gleichung das obere Zeichen nehmenj so können v/h- ihr folgendü 
Form geben E 

(Aw+Bv+Ün)* « o, 
gic siellt also In diesem Falle zwei zusammenfallende Puncte dar, Ea ist dies in Ucber'^ 
eünsUmmnng mit der 459. Nummer , well man alsdann 

AE-ßD « o 
(■r!iäU> Abstrahiren wir" von iliesera Falk und nehmen das ufüfie Zeichen! ^y stellt äia 
slfgemcine Gleichung eine Hyperbel dar, die durch den Asyfangspimct der (JoordmateK 
geht ond deren Asymptoten den Coordinaten -Äsen parallel sind. Diese Gleithimg nimmt 
slsdanfj folgende Form an; 

^ {Aw4.BY4"Dn}= « aBDuv, 

Wenn yv'w du- Quadrat -Wisrael ans den beiden Theilen dieser Gleichung ^-lohen, ,50 
kämmt: 

Avv-joBv-4-Di, ...: SB ''%''' d''S-'''S 
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und wtnii ivir an<lei"3 ordnen: 

Bv-l-2B'ADViu%v%+Da = ~Aw. 
Ziehen wir iioclimals die Quadrat- Wurzel aus, so ergibt sich; 

B-Av%-f.D%aVz = (-A)%^vyi. 
Die Coostarrten dieser Gleichuitg sind, wenn -wir A gleich Eins setzen, die Mitielpimcl- 
Coordiiiaten der gegebenen Ciirve. 



Ve-i-ättderung der Mic/ttuiig der Coordmateti' Äxen. Bestimimmg der Grösse 
und Richtung zugeordneter Durchmesser. 

i,86. Es sei wiederum; 

AwH-2Bvw-f-Cv=-f-2Dnw-f-2Ea\'+.Fn^ = o, (,) 

die allgemeine Gleichung der geometrischen Oerter . zweiter Classe. Den Winkel, den 
die beiden Co ordinalen -Äxen mit einander bilden, wollen wir d nennen. Indem wir den 
Anfangspnnct beibehalten, wollen wir die erste Axe nm irgend einen "VN'inkel <p nnd die 
tweite Axc um irgend einen Winkel t^' sieh drehen lassen. Alsdann müssen wir, an; 
dieselbe Curve, welche bei einer beliebigen Constanten-Bcstimmung durch die Gleichung 
(l) dargestellt wird, auf die neuen Coordinaten- Axcn zu heziehciis in der Gleichung (l), 
nachdem wir zuvor durch w^ dividirt haben: 

■asinif — Ysinip , nsin^ — xsi'nip' 

m die Stelle von - und - schreiben; wenn wir die Bezeichnung der 452, Num. beibehalten 
und demnach den neuen Coordinaten-Winkcl S, den Winkel, welchen die neue zweite 
Asc mit der ersten ursprünglichen bildet, 5p', nnd endlich den Winkel, den die neur 
erste Ase mit der zweilen ursprünglichen bildet, ip nennen. Durch diese Suhstitiit!«!» 
verwandelt sich die gegebene Gleichung in folgende; 

. „ ßsmw-^Dsimi' , ^ Bainw'+Xfsmv/ 

Aw^— 2. ^. ..^— . llW+2. — — 2-1-: i-, VW 

smi siiii 

Csm <[isln (p'-t-Kisin(psini'''^siui//sm if.')'}-Fsimi/sinif/' 

^ G5/?i'iy '+aEsm f'sin ^'-i-Fjf'n^i^ ' ^ 

■i — .„-„zg ■ V >= 0, (3) 

Für 6k beiden liCoeü Axcn erhalten wir folgende Coordinaten- Wcrthc-. 

sififp si/Kp' 

sin^j ' sirfp' ' 

ila wir der .Kürze halber durch V und v" boaeichncn wollen, Durch diie Z,lnf.uhnm^ die- 
ser Grössen erhäk die Gleichong (2) folgende Form; 
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fiB7. Wenn wir zuerst die Cocflicicnteii von u^ hihI v' belrathtctii nemlicli folgende 
Ausdrücke; 

so ist ersiclitlich s dass eine einzige Gleicbnng vom zweiten Grade dicjcmgcn Werlhe von 
v und v" zu Wurzeln hat, die machen, dass aus der umgeformten Gleichung die mit u' 
und v' behafteten Glieder ausfallen. Diese Gleichung, deren Wurzeln jene Werthe von 
v' und v" sind, ist folgendes 

Cz^+aEz-fF = o. (4) 

Hieraus folgt, dass, wenn es möglich ist, aus der allgemeinen Gleichung das eine der 
heiden in Iledc stehenden Glieder fortzuschaffen, es immer auch möglich ist, das andere 
derselben, aus dieser Gleichung ausfallen zu lassen. Und dieses ist dann immer möglich, 
wenn 

E^— CF > o oder E^-CF = o. 
Doch können in dem letztern Falle nicht jene beiden Glieder zugleich fortgeschafft wer- 
den/ denn, wenn dies geschähe , würden die beiden neuen Coordlnatcn-Asen zusammen- 
fallen. 

(,Sö. Wenn aus der umgeformten Gleichung die beiden mit u^ und v^ behafteten 
Glieder verschwinden, so stellt diese Gleichung, wie wir schon früher bemerkt babers, 
einen geometrischen Ort dar, der von den beiden Coordlnaten- Äsen berührt wird. Durch 
die Wurzeln der Gleichung (4) ist also die Richtung derjenigen beliJen geraden Linien 
Jiestimmt, die durch den ursprünglichen Anfangspunct gehen und die durch die allge- 
meine Gleichung gegebene Curve berühren. Dieser Anfangspunct liegt ausserhalb der 
Ciirve, innerhalb derselben oder auf ihrem Umfange, je nachdem 

E^-CF > 0, E=-CF < o, E^-CF ^ 0. 

4Ö9. Wenn der MIttelpunct der Curve in den Anfangspunct der Coordinaton fallt, 
d. h.. wenn in der gegebenen Gleichung B und D gleich Null sind, so bestimmen die 
WnrKcIn der Gleichung (it), nemlichs 

-E+K(E^-CF) .. 

C ' ^'' 

äiii iVichtuug der beiden Asypmtoten. Dieser Ausdruck zeigt, dass, weil der Jrlittclpunct 
der Hyperbel ausserhalb j der Mittelpunct der Ellipse aber innerhalb der Curve liegt, m 
dem ersten Falle die Asymptoten reell, in dem zweiten Falle imaginär sind. 

Wenn der Mittelpunct nicht in den Anfangspunct der Cqordinaten fallt, so müssen 
wir, um die Itichtung der Asymptoten zu bestimmen, zuvörderst den Anfangspunct in 
jenen Punct verlegen, und also, was sogleich aus der Form der Gleichung (k) der 455. 
Nummer erhellt., C, E und F mit 

ÄC-B^ AE-BD AF-D^ 

.V ■ A^ ' -^2—' 
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vertaoscten ond erhalten mitliin statt (5): 

-(AE-BD)±k(cäE-BD)^-(AC-B')(AF-D=)) .^ 

ÄC=B^ = f'> 

dieselben Ausdrücke, die wir bereits seihon in der 456. Nummer erhalten haben. 

Um die Segmente zn bestimmen, welche au£ der zweiten Axe von den beiden Asymp- 
toten abgeschnitten werden, müssen wir in die Gleichung des Mittelpanctes der Curve: 

Aw+Bv-+-D = o, 
für V die vorstehenden Wcrthe substitairen , und die entsprechenden Werthc für w ent- 
wickeln. Anf diese Weise kommt; 

_ A(BE-CD)+B\/((AE-BD)'-(AC-B')CAF— D')) 
^ ~ ACAC-B=) 

^90' Der Winkelj den die beiden Asymptoten mit einander bilden, nnd den wir ij 
nennen wollen, ist, wenn wir die beiden Ausdrücke bei (6) durch a und a' bezeichnen, 
durch folgende Gleichung gegeben: 

_ (a— a ')«ng 
''^"^'^ -' l+(a+a>ö73+ä?" 
Wir haben "aber: 

_ aCAE-BD) 
"+'' - AC-B- ' 
AF-D> 
'^ = SC=Bi', 
, _ „ k((AE- BD)'-(AC-B')(AF-D' )) 

a-a _ 2 AO-B' ' 

Dnd milhin : ^ . 

(AC— B")— 3(AE— läU)ci)53+[AF-D') 
Wenn die Hyperbel eine gleichseitige d. h. der Asymptoten -Winkel ein rechter 
ist, so kommt: 

(AC— B')-2(AE— BD)OTs9+(AF— D') = o, (i) 

und für den hesondern Fall eines rechtwinkligen Coordinaten - Systems : 

A(C+F)-B'-D= - o. (,) 

Wenn der Anfangspanct der Coordinaten mit dem Mittelpnncte der Cnrve znsam- 
menfäilt, so rednciren sich die Gleichungen (7), (8) nnd (9), indem wir B = D = 
setzen, auf folgende: 

2ViE'-CF}s!n3 , , 

""*'=-c;as9+F^' <"> 

C-2Ems»+F = o, (1.) 

C+F = 0. C") 

491. Wenn aus der umgeformten Gleichung durch die angezeigte Coordinaten-Yer- 
wandlung die mit v' und u^ behafteten Glieder ausfallen, so verwandelt sich der Coeffi- 
cient von av, ncmlich der Ausdruck: 

_^ f^i5i(CvV+E(v+v-)+F), (,3) 

da 

, „ F . ., üE 

■■- ^ j;, V+V ---jj, 



^Hn — /AT— Rn_f./-AF"_»il>V>ii.'iJ-f AF—n^^ ' ^'^ 



tnnächst in folgenden: 
11. 
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sinipsiifp' E' — CF 
if '-- ■ - — 

Aus den Gleicliungen : 



^. (..) 



folgt ferner : 

und da endlich : 
so ergibt sich : 




Sl/lf 

si/iip 

. . -cosQ 

coiyj -- -' " 



sind' 



. . ■■ cotw—cot-üij 

■ " 2V[FJ-C¥} 



sind Csin& 

Hiernach geht der Ausdracb (Ih) in folgende übers 

49a. Wir wollen uns hier auf den Fall bescbrankcn , dass der Anfangspunct der 
Coordinalen mit dem Mtttelpuncte der Lezirgüchen Curve zasammenrällt. Wenn wir 
alsdann die beiden Axcn sieh so drehen lassen, dass sie mit den beiden Asymptoten der 
Curve, die, wenn die in Rede slelifende Coordinaten- Verwandlung möglich ist, eine 
Hyperbel sein muss, zusammenfallen, so erhalten wir folgende Gleichung: 

Aw*+2. £^v(E^-CF)uv ^ o, 
sinij ^ ' 

indem wir ^ an die Stelle von % schreiben. Aus (10) erhalten wir: 

i E*-CF 1 . ^ 

"""? ^ ^^SC^+z,E^+F^~4E(C+F>.5&+2CFc-^^f''"^' 
und hiernach verwandelt sich die vorsiehende Gleichung der auf ihre Asymptoten bezo- 
gene Hyperbel in folgende: 

AwM-k'[CH-4E'-f-F^~4E(C4-F)roÄ3-f-2CFcoj2&]av = o, 
und wenn der ursprüngliche Coordinaten -Winitel ein rechter ist, in: 
Aw=-t-K[CG~F)^+4E=]uv = 0. - 
493. Wenn aus der umgeformten Gleichuiig (3) das mit uv behaftete Glied ausfallen 
soll, so erhalten wir folgende Bedingungs- Gleichung: 

GVv"+E(v'+v")+F = o. 
Diese Gleichung kann auf unendlich verschiedene Weise befiiedigt werden, und zwar su; 
dass wir hierbei den Werth für v' und v" heliebig annehmen können. Bestinmsen wir v" 
durch v', so kommt: 

„ F+Ev- 

^ ~ E+CV ■ 
Hiernach erhalten wir: 

(CF-E') (Cv'^+2Ev'4-F) 
(E-{-Cv7' 
Wenn wir aiso die umgelurmtc Gleichung;, der Kurze halber, auf folgende 
schreiben: 

Aw>+2B'vw4-CV+2Duw+FV = 0, (16) 

und mithin: 



Cy +ät,y+l. = ifZawv ■ <"> 
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ictzeii, so ergiiit sicli: 



Oerter zweiter Classe. 
F' _ j/raV CF— E' 






C " i/ßV' (E-f-Cv)-' -'^^ 



ii94. Aus der Gleichung (l6) künnen wir, Im Aügenicineii , keines dti' Ijeidcn mit 
ii' und v'^ behafteten Glieder mehr fortschaffen; denn wenn 2. B. F' gleich Null sein soll, 
so müssen wir im Aüffemeinen: 

Cv"=+2Ev"+F = o, (18) 

setzen, und diese Gleichung hringt nach (iS), im Allgemeinen foigenue mit sich: 

Cv'^-f-2Ev'-f-F = o, 
und also würde C zugleich mit F' verschwinden. Es könnte diess aber nnr auf eine dop- 
pelte Welse geschehen, einmal wenn v" und v' gleich, das andere Mal wenn v" und v' 
Wurzeln derselben quadratischen Gleichung waren. In dem erstem Falle würde die 
Coordinaten- Verwandlung illusorisch, weil die beiden neuen Axen zusammenfallen wür- 
den. In dem zweiten Falle erhalten wir die Bedingungs- Gleichung : 

CF~E^ = o. 
Wenn aber diese Gleichung befriedigt wird, so verschwindet in diesem besondern Falle 
C und F', im Allgemeinen, nicht zn gleicher Zeit. Die Gleichung (18) gibt alsdann für 
v" ffleiche Werthe, und man hat: 

Cv"-fE = o. 
Die Gleichung (l5) zeigt, dass alsdann, im Allgemeinen, F' verschwindet nnd C nicht. 
la diesem Falle liegt aber der Anfangspunct auf der Curvc und die zweite Axe ist, eine 
Tangente derselben. Wenn wir, immer in der Voraussclzuiig, dass: 

cr-E= = o, 

C v= setzen, so ereiljt sich: 

Cv'+E = 0; 
und die Curve wird von der ersten Goordinaten- Axen berührt, wahrend die zweite Axc 
jede beliebige Richtung haben kann. Alsdann aber erscheint der Ausdruck für r-„ unter 

der Form -, und wir sehen sogleich, dass der wahre Werth dieses Ausdruckes imend- 

^ ^ . . 

lieh wird und also F' nicht zugleich mit C verschwindet. 

i[95. Wenn also der Anfangspunct der Goordinaten in Irgend einem Pnncie der 
durch die Gleichung (l) dargestellten Curve Hegt, so geht die umgeformte Gleichung (3), 
M'enn wir: 

Cv"+E = o, . 
setzen, in folgende ijber; 

Wir können die Form dieser Gleichung noch vereinfachen, wenn wir die erste Axc 
durch den Mitlclpunct der Curve legen und zu diesem Ende: 

Bv'+D = 
setzen. Alsdann verwandelt sich nemhch die letzte Gleichung In folgende : 

10 ' 
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. , siV BE-CD .«WV /BE-CD 



> /BE-CD \> , , . 



Wenn A = o nnd also die bezügliche Curve eine Parabel ist, so gehen die beiden 
Gleichungen (19) und(20) in folgende über: 

° " sm'iiJ C(BE-CD)™° 

Die Coefiicienlen, die in der letzten Gleichung vorkommen, zn entwickein, liegt nicht 
in nnserer Absicht; es kommt uns nur daranf an, auf die Form dieser Gleichungen auf- 
merksam zu machen. 

496. Nachdem wir den hesondcrn Fall, wo der Anfangspunct auf der Curve liegt, 
nnd wo, wenn wir das mit n* oder v^ behaftete Glied fortschaffen wollen, zugleich auch 
das mit av behaftete Glied ausfallt, betrachtet haben, wenden wir ans zur Gleichung (16): 

Aw^+aB'vw+Cv^+sD'uw+Fu^ = o (ifi) 

zcträck. Die beiden neuen Axen, auf welche diese Gleichung bezogen ist, bilden, wie 
wir es für den gleichen Fall in der 469- Plummer schon bemerkt haben, mit den beiden 
vom Anfangspuncte an die Curve gelegten Tangenten vier Harmonicalen. Diess hat in 
der Construction dann, wenn der Anfangspunct innerhalb liegt, keine unmittelbare Be- 
deutung mehrj doch, analytisch genommen, können wir diese Beziehung auch dann uns 
fortbestehend denken. Denn, von vier Harmonicalen sowol, als von vier harmonischen 
Theilnngspuncten, können zwei imaginär werden. 

497« Wenn der Anfangspnnct der Coordinaten in den Mittelpunct der Curve Talll, 
so ist: 

and hiernach geht die Gleichung (16) in folgende über; 

Aw'+Cv'-f-Fi.^ = 0. (.,) 

In diesem Falle sind die beiden neuen Axen zwei Durchmesser der Curve, und ans dem 
Vorstehenden ergibt sich, dass wir einen derselben ganz beliebig annehmen und dann, 
auf einzige W^eisc, den andern bestimmen können. Setzen wir in der vorstehenden 
Gleichung nach einander — und — gleich ^iull, so erhalten wir bcjdcsmal für - zwei 
gleiche und entgegengesetzte Wcrthe. Wenn man also von irgend einem Puncte eines 
beliebigen jener beiden Durchmesser zwei Tangenten an die Curve und eine dem andern 
Darchmesser parallele gerade Linie, zieht, so bilden die drei gerade Linien, welche man 
auf diese Weise erhält, mit jenem erstgenannten Darchmesser vier Harmonicalen. 
Liegt jener auf einem Durchmesser beliebig angenommene Punct zugleich auf der Curve, 
so fallen die beiden Tangenten zusammen und sind mithin, da mit zwei zusammenfallen- 
den Harmonicalen nothwendlg noch eine dritte zusammenfallen muss, dem andern Darch- 
messer parallel. 

Wir erhalten die jenen beiden Durchmessern parallele Tangenten, wenn wir in der 
letzten Gleichung nach einander « und v gleich Null setzen. Auf diese Weise 
kommt : 
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V - A 

- = tv-l 

n ■" A 

Darcli diese Ausdrucke für - ond - ist also die Grösse der beiden halben in der erste 

V u 

und zweite Coordinaien-Axe fallenden Durchmesser der Curve gegeben. 

Die beiden in Rede stehenden Dnrchmcsscr beissen ZQgcordnetc> Jeder Durch- 
messer bat seinen zugeordneten. 

ii98. Setzen wir in der Gleichung (21) w = o» so erhalten wir für die Asymptoten 
der Cnrve: 

u ~ C 
Es bilden dieselben also mit den beiden Coordinaten-Asen, wie wir bereits schon be- 
merkt haben, vier Harmonicalen. 

Die beiden Asymptoten und irgend zwei zugeordnete Durchmesser einer Curve zwei- 
ter Classe biiden ein System von vier Harmonicalen, 

Nach dem vorstehenden Satze ergibt sich auf die leichteste Weise die Constmcüon 
folgender beiden Aufgaben: 

Wenn die Richtung der beiden Asymptoten und eines Durchmessers einer Curve 
zweiter Classe gegeben ist, die Richtung des zugeordneten Durchmessers zu finden. 

Wenn die Richtung irgend zweier zugeordneten Durchmesser und einer Asymptote 
einer Hyperbel gegeben ist, die Richtung der andern Asymptote zu bestimmen. 

Und endlich scbliesst sich hier auch noch folgende Aufgabe an: 

Wenn die Richtung irgend zweier Paare zugeordneter Durchmesser einer Curve 
zweiter Classe gegeben ist, die Richtung der beiden Asymptoten zu bestimmen. 

Diese letzte Aufgabe kommt darauf hinaus, zwei gerade Linien su constrniren, die 
mit jedem der beiden Paare zugeordneter Durchmesser ein System von vier Harmonica- 
len bilden, und hierzu gelangen wir durch die Construction der Wurzeln einer leicht za 
entwickelnden guadratiscben Gleichung. Für den Falle, dass diese Wurzeln imaginär 
werden, sind die Curven, denen jene beiden Paare zugeordneter Durchmesser angehören, 
Ellipsen. 

An die letzten Bemerkungen knüpft sich auch noch folgender Satz: 

Wenn man ek.ir Asymptote einer Hyperbel irgend eine gerade Linie parallel zieht, 
so fverden von irge.'i:l zwei Durchmessern und ihren beiden zugeordneten auf dieser gC' 
roden Linie gleiche Stücke interceptirt. — 

499- Wenn wir die Grössen der in die beiden Goordinaten-Axen fallenden Durch- 
messer der Curve zweiter Classe als Constanfe in der Gleichung derselben einführen und 
demnacb 

setzen, so geht die Gleichung (21) in folgende Bber: 
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Für den Fall der Ellipse sinä a und b fceide reell; für den Fall der Hypertel ist eine 
dieser beiden Grossen reell, die andere imaginär. Verlaiischen wie demnach, wenn a 
oder b iniaginür werden, diese Grössen mit aV — l und hy~l , so erhalten wir: 

w = +a^v=+b^n^, 
für die Gleichung; einer auf zwei ihrer zugeordneten Durchmesser bezogenen Hyporbe!. 
Wir müssen In dieser Gleichung die obern oder untern Zeichen nehmen, je nachdem 
die erste oder zweite Coordlnaten-Ase der Curve begegnet. Von zweien zugeordneten 
Durchmessern einer Hyperbel ist immer einer imaginär. Gewübnlich aber nimmt man für 
diesen Durchmesser eine reelle Grosse und nennt z. B. a und b diejenigen halben Durch- 
messer der durch die letzte Gleichung dargestellten Hyperbel, die in die erste und zweite 
Coordinaten-Axe fallen, — 

300. Zivei zQgeordnete Durchmesser einer Curve zweifer Classe, die auf einander 
senkrecht stehen, heissen die Axen der Curve. Wenn wir annehmen, dass der An- 
fangsponct der Coordinaten in den Mittelpunct der Gurve falle, und wir also folgende 
Gleichuna: zu Gruude legen: 

Aw'-t-Cv'-{-2Eav-)-Fu^ = o, (,2) 

so erhalten wir, um die Richtung der beiden Axen zu beslimmen, folgende beide Glei- 
chungen: „ _ 

^ Cv'v"-f.E(v'4-v")+F = 0, 

v'v"-f-{v'+v>os5+l = o. '*^^ 

Da diese beiden Gleichungen in Beziehung auf v' und v" symmetrisch sind', so sind diese 
Grüssen W^urzehi derselben Gleichung des zweiten Grades, und diese Gleichung erhalten 
wir sogleich, wenn wir zwischen den vorstehenden beiden Gleichungen die Werthe von 
v'v" und (v'-hv") climiniren. 5fan findet: 

^ 'E—CcosO^ ii~Ccos^ "■ ''*' 

Wenn : 

F = C, 

so rediicirt sich die vorstehende Gleichung auf folgende: 

Bezeichnen wir den Winkel , ■welchen eine der beiden Axen der Curve mit der ersien 
Coordinalen-Axc bildet, durch w, so sind die beiden Wurzeln der Gleichung (2Z() ; 
sinco , sm^cü-^y^rt) _ cosco 

und da die Summe dieser Wurzeln für den in Rede stehenden Fall Null ist, so kommt: 

o = si»(S- — to)cosb} — siniocos(9 — u) = sin(&-~Zio), 
also ist w = Vi?, und somit halhiren die beiden Axen die beiden Paare der von den 
Coordinaten- Axen gebildeten Scheitelwinkel. 

Die beiden Coefficienten In der Gleichung (24) erscheinen unter der unbestimmten 
Form -, oder, was dasselbe heisst, die beiden Gleichungen (23) werden identisch, wenn 

F = C, E—Ccos9 = E—Fcos9 = 0. 

Älsdaitn gibt es nur rechtwinklige Systeme zugeordneter Durchmesser und die erste der 
Gleichungen (23) drückt anders nichts aus, als dass je zwei sich rechtwinklig schneidende 
Durchmesser zugeordnete sind. 
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"Wenn wii- stau der Gioiclmng (22) die alJgemeinsle Gleichung: 

Aw^4-2Bvw+Cv^+2Diiw+2Eiiv-}-Fu^ = o, 
Grunde legen, so gehen die beiden letzten Bedingungs-Gleiclinngeii in folgende 



= (AC-B*)co5y, 

dieselbe mit A multipücirt haben. 



über: 

AC-B^ = AF-D^ AE-BD 

Wir können der allgemeinen Gleichung, nachdem wir 
folgende Form geben: 

{Aw'+Bv4-Dii)'-f-(AC-B^)v^+2(AE-BD)uv-{-(AF-D^)n^ = o, 
und dann erhalten wir mit Berücksichtigung der letzten Bedingangs- Gleichung: 
v^+ 2uvcQ^3-+u^ _ R2 \r 
(Aw-:-i3v+Du)^ - **' '^'^■ 
In dieser Gleichung erkennen wir (l|i|2) sogleich die Gleichung eines Kreises ' 



, D 



sind und dessen Badius WB^— AC ist. 



dessen Mitlelpuncts-Coordinaten ^ ^ 

Je Ewci zugeordnete Durchmesser eines Kreises stehen auf einander senkrecht; und, 
umgekehrt, je zwei auf einander senkrecht stehende Durchmesser eines Kreises sind zu- 
geordnete. 

501. Wenn wir annehmen, dass der Coordinatcn- Winke! ein rechtet sei, so ver- 
wandelt sich die Gleichung [Zk) in folgende: 

v^H--g,-v-i = 0, (=5) 

und die Wurzeln dieser Gleichung sind die, mit entgegengesetztem Zeichen genoinmc- 
nen, teigonometrischen Tangenten derjenigen beiden Winkel, welche die beiden A\en 
der Curve mit der ersten Coqrdinalcn-Axe bilden. Nennen wir diese Winkel oi und w', 

sn ist w' = [o-f'/jfT) mithin: 

tangZco = iang2if>. 



lud da: 



ind ferner na.ch (25); 



tangZiä 



l—tangHi 



, = tang2ia. 



F-C 

V " E ' 

so kommt: 

' C^F 

!J02, Wenn der Winkel, den zwei zugeordnete Durchmesser mit einander bilden, 
irgend ein gegebener ist, so können wir die Bichtungen dieser Durchmesser selbst leicht 
bestimmen. Denn, bezeichnen wir jenen Winkel durch | und diejenigen beiden Winkel, 
welche die Durchmesser mit der ersten Ase bilden, durch w und oi, so ist % = w'—w- 
mithiß; 

tang ia-^tangt 
l~tang(Qtang%' 

Neben dieser Gleichung erhalten wir, hei der Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten- 
Axen, nachstehende Gleichung, welche ausdrückt, dass die durch jene Werlhe von w 
und w bestimmten Durchmesser zugeordnete sind: 

Cia}2ga)lang<a—E(iangio+(ajigii:>')+'B = 0. 
Eliminircn wk zwischen diesen beiden Gleichungen iangw, so ergibt sieh folgende Glei- 



iangZiü 



iaiigbi 
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cbnng des zweiten Grades zur Bcstimmnn^ von tangoy. 

Die Warzcln äicscr Gleichung sind : 

aE-(C— r)to7!^|+K[(C+F)=(im^'|+4(E=-CF)(H-tengä|)] 

Diesen beiden Wcrthen für tangm entsprechen zwei 'Werthe für tangw oder tang(o}-^%), 
die wir unmittelbar erhalten, wenn wir in den vorstehenden Ausdrücken für tanga» das 
Zeichen von tang'^ ändern (246). 

Es gibt also im Allgemeinen zwei Systeme zageordneter Durchmesser, die einen ge- 
gebenen Winkel mit einander bilden. Diese beiden Systeme fallen zusammen, wenn der 
Ausdruck unter dem Wurzelzeichen in den Wcrthen von tangvi verschwindet. Als- 
dann ist: 

Diese Gleichung gibt das Minimum für den Sinus der Winkel, die irgend zwei zuge- 
ordnete Durchmesser mit einander hildcn können. Es kann diese Gleichung nur für den 
Fall der Ellipse befriedigt werden, nur hier gibt es ein Minimum, während, wenn die 
bezügliche Curve eine Hyperbel ist, der Winkel zugeordneter Durchmesser jeder .belie- 
bige sein kann. Für den Fall des Kreises reducirt sich die letzte Gleichung aufs 

Äi'n'g = 1: 
es gibt, wie wir schon fccmerkt taben, nur rechtwinklige Systeme zageordneteE^ 
Durchmesser. — 

503. Wena wir von der Gleichung: 

Aw'+2Byw+2Dow-t-C(vM-u') = 0, (i) 

die bei der Voraassetzong rechtwinkliger Goordinaten- Äsen, irgend einen Ort zweiter 
Classe darstellt, dessen Brennpunct zum Anfangspuncte der Coordinaten genommen wor- 
den ist, ausgeben, und die der umgeformten Gleichung (2) der 486. Nummer entspre- 
chende Gleichung, der Kürze halber auf folgende W^eise schreiben: 

Aw'+aB'vw+ab'nw+C'v^+aE'uv+F'n* = o, 
so kommt, indem wir: 

sin\i/ =. — cosif, sintf/ = —cosf', 

C = F, E = o, 

setzen: 

p, __ C(smipsin(p'+cos(pcosf') _ Ccos(q)' — <p) _ Cco^g 

C == F = ^. 
Die umgeformte Gleichung ist hiernach folgende : 

(Aw=+aB'vw+2D'uw)5in'=?4-C(v*— uvro5?+a*) = 0. (i) 

Diese Gleichung ist also, wenn wir A, B', D' und C als unbestimmte Coefficienten 
betrachten, die allgemeine Gleichung der Corven zweiter Classe, wenn wir den Anfangs- 
pnnct in einen Brennpunct derselben legen und ^ der beliebige Coordinaten- Winkel ist. 
Aus der Zusammcnsiellung der beiden Gleichungen (l) und (2) ergehen sich direct die 
Folgerungen, bei denen wir schon in der 476, Wuinmer verweilt haben, Wenn | aiu. 
rechter Winkel ist, so geht die letzte Gleichung in folgende Über^ 
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■AwH-2BVw-+-2D'nw'-f-C(v^4-u') = 0, (3) 

eine Gleichung, welche, ausser dass die Leiden Cocfficienten von vw and uw andere 
Werthe erhalten, mit der nrsprünglichen Gleichung idenUsch ist. Wir haben in diesem 
Falle, indem win 

sinqi' = cosqi, si'ntp = — cosrp, sin\^' = sinip, sm'i = l, 
setzen, folgende Bestimmung dieser Coefficienten: 

B' = ßcosip-hOsi/iip, D' = —(Gsin'p—Dcos(p). (() 

Hiernach erhält man ferner für jede Annahme des Winkels fz 

B'^+D'^ = B=+D^; 
ein Piesultat, das wirj wenigstens für den Fall der Ellipse und Hyperhelj hätten voraus- 
sehen können, weil die letzten Ausdrücke, dividirt durch A^, anders nichts sind, als das 
Quadrat der Entfernung des Brennpunctes vom Mittelpunctc der Curve. Es ist also anchj 
wenn wir ein und dieseihe Curve um den Anfangspunct, wenn derselbe im Breunpuncte 
angenommen wird, beliebig drehen, in der Gleichung derselben die Quadrat -Summe der 
Coefficienten von vw und uw constant. 

Wenn wir die Coordinatcn-Axen so drehen, dass die eine derselben, etwa die erste 
Ase, durch den Mittelpunct der Curve geht, so wird D' gleich Null und folglich: 

B' = ±yW+D\ 

und wir erhalten statt (3): 

Aw^+2l/(E=-hD^). vw-|-C(v'+u=}. (s) 

504. Für den Fall der Parabel verwandeln sich die Gleichungen (l) und (5) in fol- 
gende : 

3Bvw-h2Duw+C(v'-t-u') = o, 
vw-l-P(v^+u') = o, 
indem wir in der letzten Gleichung! 

setzen. Es bedeuten, wie man sogleich sieht, die Ausdrücke -s und -^ diejenigen Seg- 
mente, die aaf der ursprünglichen ersten und zweiten Axe von solchen zwei Tangenten, 
die der zweiten und ersten Axe parallel sind, bestimmt werden. Die Quadrat- Summe 
der reciproken Werthe dieser Segmente 

BHD^ 

ist also constant und gleich -n^; P ist die Entfernung des Brennpunctes vom Scheitel der 
Axe der Parabel. Das Vierfache dieser Entfernung heisst Parameter. 
Die erste der Gleichungen (it) gibt, wenn wir D = o setzen : 
B' = Bcosf, 
und mitbin kommt: 

Die geometrische Deutung dieser Gleichung gibt folgenden bekannten Satz: 

Die Fusspuiicte der fom Breniipuncte einer gegebenen Parabel auf alle Tange?tien 

derselben gefällten Perpendikel liegen in gerader Linie, der Tangente im Scheitel der Axe. 
Die analogen Sätze. für Ellipse und Hyperbel haben wir schon angeführt (479)- 
H. U 
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505. Nach dem Vorstehenden können wir alle diejenigen Curvcn, welche diescILcn 
beiden Brcnnpuncte haben, wenn wir die erste Coordinaten - Axe durch diese beiden 
Puncte legen und einen derselben zum Anfangspunctc nehmen, durch folgende Gicicbiin^ 
darstellen : 

w^+2Byw+C(v'+ti'} = o, 
indem wir durch 2B die Entfernung der beiden Brennpuncte von einander und durch (. 
nach einander alle möglichen Grössen bezeichnen. 

506. An die letzten Entwicklungen knüpft sich auf eine beqacme Weise die Boslini- 
niung der Dimensionen einer durch die allgemeine Gleichnng: 

2Bvw-J-2Daw-f-Gv=+2Eav-(-Fa= = o, (i) 

dargestellten Parabel. Wenn diese Gleichnng anf schiefwinklige Coordinatcn-Asen bezo- 
gen ist and wir den Coordinaten -W^inke! 5 nennen, so können wir dieselbe Gurve zu- 
vörderst auf rechtwinklige Äsen beziehen. Lassen wir za .diesem Ende bloss die zweite 
Axe um einen Winkel ('/i?r— 5) sich drehen, so erhalten wir, indem wir: 
•p = 0, ^' = YiTi, Tp = —9, 11/ = y^n—9, 

setzen , nnd 

2B'vw+2D'uw+CV+2E'uy+F'ix= = o, (i) 

für die umgeformte Gleichnng nehmen und nicht reduciren, nach der ^86. Nummer fol- 
gende Goefficicnten-Bestimmung: 

B' = B+DC055, D' = Dsi«9, 

E' = E5/ß94-FÄi«^coj'&, F' = ^siu^9, 

C = C-f-2Eco5»4-Fco5^?. 
Wenn wir ferner den Anfangspnnct der Coordinaten in den Brennpunct der gegebe- 
nen Parabel verlegen, so nimmt ihre Gleichnng folgende Form an: 

2B"vw-l-2D"uw4-C"(v*-fu*) = o 
und wir haben nach der 450. Mummer: 

C" _ CD'^-3B'D'E'-f-F-B' ^ 
B" B(B'4-D'-} 

C" CD'=-2B'Dr;+FB'^ 



D" ~ D (B''-f.D'=) 

W^cnn wir wiederum den vierten Theil des Parameters P* nennen, so koiiimt endlich 
nach der 504. Nummer: 



und nach SQCcessIven Sabstitutii 



P=±>/.v(jj|=5„-,). 



2(B'^+lJ'^)y, ■ ■' 

(CD^-3BDE-fFB>«'.9 

- 2(B^-l-2BI).cojy-}-D=)% • 

Wir können auch auf eine ganz analoge Welse die Grösse der heidtut Axen der 
durch die allgemeine Gleichung dargestellten mit einem Mltlelpuncte versehenen Curvon 
zweiter Classe bestimmen. Doch zu demselben Ziele komme^n wir auch auf einem an- 
dern Wege, der demjenigen entspricht, auf welchem wir'im' ersten' Baude dieVelben Be- 
stimmungen bei Gleichungen zwischen Punct- Coordinaten gemacht haben. 

507. W^ir wollen, indem wir für den' Coordlnalen-WinkeL dne'n rechten nehmen 
und den; Anfangspnnct in^ den'JVÜttelpunct der Curve legen, und, -der Kürze wege'ri ; den 
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Cueftitienlcn von w' gleich der f^inhclt selzon, folgende Gleicliung: 

w'4-Cv=-f-2Euv-f-Fu^ = o, (,) 

als die allgemeine Gleicliung der geometrischen Oerter zweiter Classe belrachtcii. Um 
denselhen Ort auf zwei andere Durchmesser als Coordinaten- Axen zu heziehen, die mit 
einantier irgend einen Winkel ö und mit der iirsprünglichen ersten Axe die Winkel y 
<md gi' hildeu, so dass mithin 

müssen wir uns nachstehender Verwandliings-Formeln bedienen (^52): 

V _ osiii'i' ~ ust/iif u^ fcosf'—ncosf , 

w " tvsind' ' w~ (vsin& ' ^ ' 

Hiernach erhalten wir statt (1) eine Gleichung, die wir folgendergcstallt schreiben 
können: 



■ = C, (3) 



Cstii'if' — sE si /iip'coS(p'+Fco s\p' 
Csin fsm f — E (sin tpcos((i'-i-s/n'p'cos(p)+Fcosfcosqi' 



■ = K', (s) 

setzen. Um von der Gleichung (2) zur Gleichung (i) zurückzugehen, haben wir folgende 
Verwandlungs - Formeln: 

c __ vcosft-asifKp u _ Y costp-hws intf' p 

«• "" w ' iV ~ w ' ^ ' 

und erhai.ffin, indem wir die hierdurch angezeigten Suhstitulionen aosführen: 
C = Ccos'(p-\-^cosifcos(p'-^Ycos'^(p', {(,) 

F = C si/i''if+3E,'sin<j)sm(f'+,F'sin''if' , (7) 

E =: Qs{nipcos(p,+'Ei{sm<pcos<f'-^cos(psin'f)-\-Tsincf'coß'f'. (b) 

5oa. Aus der Gleichung (3), {k) und (5) lerhalten wir, wenn wir darauf Kückslcht 
nphinen, dass ? g].eich {'f'~~f) ist, nach einigen trigonometrischen Umformungen: 

st/t'9 
tri it hin : 

(E'^~C'F>(V9 = E=-CF.. (9) 

Auf ähnliche Weise erhalten wir, wenn wir die Gleichungen (6) und (7) addir,en,: 

C'+2E'cos&+F = C-+.F; - (.0) 

Ans den Gleichungen (Q) nnd (lO) folgt, dass die Ausdrücke: 

(E'*-C'F')5m=5, C'H-2E'co5&4,F' (n) 

unverändert dieselben bleiben, aufweiche zwei, irgend einen Winkel & einschliessende, 
Durchmesser wir auch die Gleichung der gegehcnen Curve beziehen öiögen. 

, Wtnn wir; die gegebene Curve auf beliebige,- aber .unter re-chtcn. Winkeln sich 
schneidende i Durchmesser beziehen', so sind folgende Ausdrücke constant: 
E'^-C'F', C'4:F'- .(.^) 

Wenn wir endlich nur zugeordnete Durchmesser zu Coordlnaten-Axen nehmen, so 
sind folgende Ausdrilcke consianfl 

CTs/n% C'+F. C'3) 
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509. Die Deutung der vorstehenden Resultate führt uns zu bekannten Sätzen, Es 
seien zuvörderst: 

y/t „ a^v^+b'u^ 
v^ = a'^v=+l»'%^ 
die Gleichungen irgend einer EllipsCj bezogen auf zwei verschiedene Systeme zugeordne- 
ter Durchmesser. Alsdann ist (l3): 

a'b*i//i=3 = a'^h'^sinW, 
wenn wir die von den beiden Paaren zugeordneten Durchmesser eingeschlossenen. M^in- 
kel & und &' nennen. Es ist also auch: 

li^hsind = i|a'b'Ji'«&' : 
Alle um eine gegebene Ellipse beschriebenen Parallelogramme , deren gegenüberlie- 
gende Seiten zweien zugeordneten Durchmessern parallel sind, sind einander gleich. 
Es ist ferner (l3): 

a*-i-b= = a'^+b'^: 
Die Summe der Quadrate irgend zweier zugeordneter Durchmesser einer gegebe- 
nen Ellipse bleibt sich immer gleich, 

510. VYenn 

w^-J-cv'+^cuv-f-fu* = o 
die Gleichung einer auf zwei sich unter rechten \V'inkeIn schneidende Durchmesser bezo- 
genen Ellipse istj so ist (12) 

c -f- f 
constant, wie wir auch jene rechtwinkligen Durchmesser annehmen mögen. pjS ist aber 
sogleich ersichtlich., , dass. (—c) .und ( — f) die Quadrate derjenigen Segmente sind, die 
auf der ersten und zweiten Ase von solchen Tangenten der Ellipse, die bezüglich der 
zweiten und ersten Aste parallel sind,' abgeschnitten werden. Die Summe dieser Qua- 
drate ist also constant und zwar gleich 'der Quadratsumme der beiden halben Axen der 
Curve. Man sieht hieraus, dass die Diagoiialen aller um eine gegebene Ellipse heschrie- 
nen Rechtecke dieselbe Länge haben- und doppelt so gross sind, als diejenige Chorde, 
welche die Seheitel der' bei'den Äsen 'der- Ellipse verhüllet. Also (I,.'343): 

Der Ort für die Durchschnitte- zi>peier auf einander senkredä^^ft'Tangejiten einer 
gegebenen Ellipse {oder Hyperbel), ist ein Kreis. ^) 

511. Wenn die Coordinaten- Axen, auf welche wir ein und dieselbe gegebene Curve 
zweiter Classe^ geziehen, irgend zw6i beliebige sind, und wir demnach die allgemeine 
Gleichung^ 

Aw=+2Bv\i5+CvH2Duw+2Euv+Fu^ = o, 



*) In der Bdiandlung der" gebmetrischen Oerler zweiter- Ordnung liabeu wir gezeigt, dass 

.^ > ■.;-. . : ; _ -ii-i-ß 

constant .ist, wenn.. die .allgemeine Gleichung,: 

l /^y^+2uxj+'ß^^4'2}-y+2-h+l = o, 

diesBbc' EJlqise-öuf beliebige: ^reclflwiobÜchö Coordinaten- Axen. . bezogen, darstellen soll. 
Wenn /.»ji^iflf-gleifib jj^ullüsind^und also, <^er ÄufangsEunct der CoQrdinateti iu den Miliel- 

paoct deiJ-C.nrve fällt, so Zedenten -5 und - .die Quadrate der halben in die Coordinaten- 

A^ieh'fallen^erf Durchmesser. 'Also! ' 

Die Summe der Quadrate der reciprohen TVerthe irgend aweier; auf einander senk- 
recht stehender Durchmesser einer Ellipse oder Hyperbel ist eine conslante Grösse. 
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zu Grunde legen, so können wir für diesen allji^eineinslen Fall nninitlelbar die Atisdrii- 
cke der letzten Nummern umformen, indem wir (455): 

AC-B^ AE-BD ., AF-D^ 

A= ' A^ *■ A^ 

für' C, E und F schreiben. Statt der Ausdrücke (11) crLaUen wir alsdann folgende: 

[(^E~Büy-(^C-B^X^F~D^)]sm'» . , 

' A"* ^ —' ^'*^ 

(ÄG-B^)+2(AE-BD}cojd+(AF-D^) , , 

^^ . (,5) 

indem wir, wie dort, den jedesmaligen Coordinaten-Winkel darch 3 bezeichnen. Für 
den Fall der Parabel, wo A = o, werden die beiden vorstebendm Aasdrücke unendlich. 
Wenn aber A nicht gleich Null ist, und wir dasselbe ein für alle Mal beliebig anneh- 
men, so sind diese Aosdrücke constant, auf welches Coordinaten-System wir die gege- 
bene Curve auch beziehen mögen. Indem wir insbesondere zwei zugeordnete Durchmes- 
ser der Curve, die irgend einen Winkel 5 mit einander bilden, als Coordinaten-Asen 
nehmen, erhalten wir, wenn wir die Quadrate dieser Durchmesser durch z' und z" be- 
zeichncnj und, der Einfachheit halber, in der allgemeinen Gleichung A = i setzen: 
z'+z" = (G-B^)-l-2(E-BD)coi9+(F— D^), 
-z'z"5^7z^g = [(E-BD)=-(C-B0(F-D=)]s/«'3. 
z' und z", sind als.O die beiden W^urzcln folgender quadratischer Gleichung: 

z^~l(C~B^)+2(E~BB)cosä+(^-D')']z~^i{K~'BT>y-(C-B'')(F-G^)-] = o. (:6) 

Wenn das, letzte Glied dies er, .Gleichung negativ ist, so lehrt die Theorie der alge- 
braischen Gleichungen, dass die Wurzeln beide reell und von entgegengesetztem Zeichen 
sind. Für diesen Fall, wo die bezügliche Curve eine Hyperbel ist, haben wir also 
folgende Bedingung: 

(E-BD)'-(C--B^)(F-D^) > o, 
in Ueb er ein Stimmung mit der ZfSy. Nummer. 

Die Hyperbel, ist eine gleichseitige, wenn das mit der ersten Potenz von z be- 
haftete Glied aus der obigen Gleichung ausfallt, also^in dem Falle, dass: 
(C-vB=)-f-2(E— BD)coj9+(F^b:') = o. 
Wenn das von z unabhängige Glied der Gleichung (l6) einen positiven Werlh er- 
hält, so sind die W^urzeln dieser Gleichung entweder imaginär oder reell und von dem- 
sclbea Zeichen. Diesem Falle entspricht die Bedingung: 

(E-BD)=-(C_B=)CF--D=) < 0. („) 

In dem Falle reeller Wurzeln können beide positiv oder beide negativ sein, einmal ist 
die Curve eine Ellipse, das andere Mal. ist dieselbe imaginär. Jenes findet Statt, 
wenn der Coel'ficient von z in der Gleichung (l6) negativ, dieses, wenn derselbe positiv 
ist. Dieser Coefficlent:' 

-[(C~B')+2(E-BJ))cos&+(F-n^-)], (>a) 

hat offenbar das entgegengesetzte Zeichen mit den Ausdi'ücken: 

(C-B^) und (F-D=), (,,) 

die nach der vorstehenden Bedingung notbwendig im Zeichen Übereinstimmen müssen. 
Wenn nemlich dem Ausdrucke (18) dasselbe Zeichen als den Ausdrücken (19) zukommen 
sollte, so miisste 2(E~BD)cos9 mit den beiden letztgenannten Ausdrücken von entgegen- 
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gesetztem Zeiclien nntl, abgesehen vom Zeichen, grösser als die Summe dieser Ausdrü- 
cke sein, was unmüglich ist, da, nach (17) = 

(E-BD) < K[(C-B')(F-D=)1. 
Für den Fall der Ellipse sind also die Ausdrücke (19) negativ; sie sind positiv für den 
Fall, dass die bezügliche Curvo imaginär ist. 

512. Die beiden Wurzeln der Gleichung (16) sind:. 

z == yj[(C-B0+2(E-BD)cö59+{F-D% 
K([C-BH2 ( E-n D) fos&+F-D^]W/i^g+4[(E-BD)^-(C-B^)(F-D ^)]i/fl'3) 
~ "' Zsiiii ' '"'' 

und als Bedingung für die Uealltät dieser Wurzeln erhalten wir; 
sln^t ^ -' (E-BD)^-(C-B^}(F-D ^) 
sm § ?- 4- (C_BH3(E-BD)pöj5-f-F-D^)^ " ^' 
Für den Fall der Hyperbel wird diese Bedingung immer erfüllt; für den Fall der Ellipse 
und imaginären Curve, ist, wovon man sich leicht überzeugt, derjenige Ausdruck, wel- 
cher, nach dieser Bedingung, kleiner sein muss als .«Vi'|, immer kleiner ids die Einheit, 
und somit Hat die Gleichung (16) bei gehüriger Bestimmung des Winkels ; immer 
reeUe Wurzeln. Die Gleichnng (16) hat gleiche W^nrzeln, wenn: 
, (E-BD)=-(C-B^XF-D=} ^ . ,„ 
sm^^ - -^ (C-B'-f2(E-BD) ^+T=g^)^"^"'^- _ 
Dieser Werth von sin^^ ist derselbe, der, nach der 501. Nnmmer, sich anf diejenigen 
!)e;den zugeordneten Durchmesser bezieht, welche sich unter den kleinsten (und grosse- 
sten) Winkeln schneiden. Denn die letzte Gleichung geht in die Gleichung (26) dei- 
üben angezogenen Nummer über, wenn B == D = o. Von allen zugeordhelen 
Durchmessern schneiden die gleichen einander unter dem lilcinsten 
Winkel 

Wenn wir annehmen, dass der Coordinaten- Winkel ein rechter ist, nnd 'wir :dii'> 
Grösse der beiden Axen bestimmen wollen, so gehen, indem wir ^ = | = y^Ti setzeuj 
die Aasdrücke für z (20) in folgende über: 

z = '/,((C--BXF_D0)±'Av'([(C-B')-(F-D^)]^+4(E-BDJ0. 
Wenn wir annehmen, dass der Anfangspunct der Coordinaten mit dem Miltelpuntfc 
der Curve zusammenfalle, nnd demnach B = D = o setzen, so erhalten wir aus (lö) y.nr 
Beslimmang der Quadrate der beiden Axen der Curve, folgende Gleichung: 

z = yj[G+2Ecos»^F]±'/zVi(C+lEcos&-i-F)^-hii(E'—CF)l 
und wenn wir iiberdiess noch die Annahme rechtwinkliger Coordinatcn-Axen machen; 
z = '/.(C+F)+'/,Vt(C-F)^+i.E*]. 



AUgemeiuere Coordinaten- Bestimmung. Zweite Disciissiori dller etnz&lnej* 
Fülle, welche die allgemeine Gleichung umfasst. 

513. Wenn tnan in dem gewöhnlichen Systeme der Pnnct- Coordinaten y und x den 
Anfatigspunct verlegt, ohne die Richtung der Axen zn ändern, so wachsen oder vermin- 
dern sich diese Coordinaten nm eine constante Grosse. Wenn wir erstens, indem wir 
w = 1 setzen, jede der beiden Linien-Coordinaten v und n um eine consianee Grösse 
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ändern, so erhallen wir aus den Gleiclimigen zwischen diesen Linien -Coordinaten an- 
dere Gleicliungen desselben Grades und diese Üoiforniung cntsprlclit derjenigen Umfor- 
mung- der Glelcbungen zwischen Punct-Coordlnatcn, die ans der blossen Verlegung des 
AnfangspuncLes hervorgeht. Es (ritt uns hier also die natürliche Frage entgegen, was die 
neoen veränderlichen Grössen bedeuten, die aus den ursprünglich gegebenen Coordina- 
ten V und u sich ergeben, wenn wir diese um constante Grössen v* und n wachsen oder 
sich vermindern lassen. 

V, als Ordinate irgend einer geraden Linie QP, bedcntet den reciprolien Werth Fig- 9- 
des mit entgegengesetztem Zeichen genommenen, von dieser geraden Linie auf der ersten 
Asc bestimmten, Segmentes OP. Wir wollen die Ordinate v um eine gegebene Grösse 
v' verkleinern. Wenn wir diese gegebene Grosse, ahnlich wie v, als Ordinale constml- 
ren, so gehört dieselbe irgend einer geraden Linie Q'P' an, die in einem bestimmten 
Pancfe, P', in die crsle Axe einschneidet und es kommt: 
, _ 1 

V " Qp.. 

Es ist hiernach, wenn wir die neue veränderliche Grosse durch p bezeichnen: 



\oi' .orj 



iincl also ; 

OP-OP' P'P _ 

OP.OP'- ~ OPTOP" 
Bei ciucr analogen Bezeictnuiiff erhält luail: 

, _ Q'Q 
H - a u _ qqqq,. 

Wenn v' und u' ihr Zeichen ändernj so riicien die beiden Puncte P' und Q' auf die 
negative Seite der s und y. 

Wir sehen hieraus, dass, wenn wir statt v und u die nenen veränderlichen Grös- 
sen Und Coordlnatcn, c und u, durch folgende Gleichungen einführen: 

V = c+v', n = u+a, 

diest^ neuen Cbordlnaten die reclproken Werfhe der vierten Proportionalen zu deh auf 
den beiden Co ordinalen -Axen zwischen der beliebigen geraden Linie (v, u) und' der gera- 
den Linie (v', u') und den auf diesen Axen zwischen Jeder der beiden eben bezeichneten 
g'öraden Linien und dem Anfangspuncle liegenden Segmente bedeuten. Wir können die 
bisherige Bestimmung der Linien- Coordlnatcn als einen besondern Fall dieser neuen 
Coordlnatcn -Bestimmung betrachten; denn wir kommen auf jene Kurück, wenn wir die 
gerade Linie (v', u') sich unendlich weit vom Anfangspuncle entfernen lassen. Die neui; 
Coordinaten -Bestimmung. wird illusorisch, wenn v' und u' unendlich werden und also die 
gerade Linie (v', u) durch den Änfangspunct gebt. Für jede durch den Durchschnitt die- 
ser Linie mit d(ir ersten und zweiten Axe gehende gerade Linie sind c und u gleich Nnll. 
für öÜesfe Linie Selbst Ist f sowol als u gleich Null. Je nachdem eine gerade Linie in 
B^iiefrahg auf die Durchschnlttspuncte P' und Q' nach der positiven oder negativen Seite 
d'^r^'ic tind y eiiiscbneidet, sind p und ii positiv oder negativ. Für jede durch den Aii- 
fangsptiiict gehende gerade Li^Ic sliid f und u beide' unendlich, aber; 

u ÖP.OP • ÖQ.ÖQ*'^01>? OQ ~ n* 

5l/|, Wir können zweitens anch, indem wir u =i 1 setzen, die Linien -CoordinatenF''g- 9« 
w und V um constante Grössen w' und v' sich andern lassen. Wenn wir wiederum diese 
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Grössen als Coordinaten irgend einer geraden Linie P'Q' betrachten, so erhalten wii: 

Beziehen wir ferner w nnd v auf irgend eine heliehigc gerade Linie PQ, so ist 

, = 22 



und wenn wir 
setzen, so kommt: 



-OQ. .-OT- 



W — W = fV, 



_ 25_^ „ OQ.OP' -O Q'.OP Q'Q 
OP OP' " OP.OP^ - MN' 

indem wir die Abscisso des Durchschnittspunctes der beiden geraden Linien PQ und P'Q', 
für welche sicli sogleich folgender Werlh ergibt: 

OP.OP'(OQ ~OQ') 
OQ.ÖP'-OQ'.'OP ' 
durch MN bezeiclinon. 

Wir sehen hieraus, dass, wenn wir neue Linien- Coordinaten durch folgende beide 
Gleichungen : 

w = fiH-w', V = c+v', 

einführen, die erste dieser beiden Coordinaten, «*, das negafiv genommene Segment be- 
deutet, das sich auf der zweiten Axc von ihrem Durehschniftspunctc mit der geraden 
Linie (w', v') bis zu ihrem Durchschnitte mit de'r geraden Linie (w, v) erstreckt. Die 
zweite neue Coordinate v ist der Quotient der Abscisse des Durchschnittspunctes der bei- 
den eben genannten geraden Linien in das, zwischen diesen beiden geraden Linien He- 
gende, Segment der zweiten Axe. ß" ist positiv oder negativ, je nachdem die bezügliche 
gerade Linie in Beziehung auf (w', v) in die zweite Ase nach der negativen oder positi- 
ven Seite der y einschneidet, c ist positiv oder negativ, je nachdem das Segment Q'Q 
nnd die Abscisse MN gleiche oder entgegengesetzte Yorzeichen haben; oder, was für den 
Fall rechtwinkliger Axen dasselbe helsst, je nachdem 

/n«^QPX < ta/igqV'X, oder tangQPX < taiigqVX. 
Für die gerade Linie P'Q' sind fv und c beide gleich Null. Für irgend eine gerade Linie, 
die mit P'Q' parallel ist, ist c = o. Für irgend eine der zweiten Axe parallele gerade 
Linie, MK, sind iv und c beide unendlich, aber es ist: 

- = -MN. 
c 

Wenn die gerade Linie P'Q' oder (w', v') der ersten Axc parallel ist, so haben e und v 

dieselbe geometrische Bedeutung; wir kommen ganz auf die ursprüngliche Coordinaten- 

Bestimmung zurück, wenn wir diese gerade Linie mit der ersten Axe zusammenfallen 

lassen. Wenn die gerade Linie P'Q' der zweiten Axe parallel ist, so wird die neue 

Coordinaten -Bestimmung illusorisch. Wenn diese gerade Linie durch den Anfangspunct 

geht, so haben «■ und w dieselbe Bedeutung und den Werth von f können wir wie oben 

construiren. Für parallele gerade Linien hat f dieselben Werthe. 

5l5. Wir wollen, indem wir u gleich Eins setzen, von der allgemeinen Gleichung: 

Aw'-i-2Bvw-(-Cv'-l-2Dw-f2Ev+F = o, (i) 

ausgehen. Diese Gleichung verwandelt sich, wenn wir 
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W != t+w', V = s+v', 

setzen, in fois;cn(Ic: 

At'+2Bst+Cs=+2CAw'+Bv'+D}t+2(Bw'+Cv'4-E)s 

+Aw'^+2Bv'w'+Cv''+aDw'+2Ev'+F = o. (») 

Da wir über die beiden constanten Grössen w' und v' vorläufig; durcLans keine nüLerc 
Bestimmung gemacht haben, so Icönncn wir dieselben nun so annehmen, dass die Form 
der Jelzlen Gleichung sich vereinfacht. Setzen wir demnach: 
Aw'+Bv'-f-D = 0, 



Bw'-f-Cv'-f-E : 



(3) 



SO erhalten wir für w' und v' folgcudc Wcrthe 

' _ BD-AE , _ BE- CD 

" " AC-B^' ^ ~ AC-B^-* ^*^ 

l>iese Coordinaten- Wertbe werden nur dann nncndlich oder unbestimmt, wenn 

AC-B^ = O; 
abstrahiren wir also von diesem hesondern Falle, so können wir der Gleichung (2) je- 
tiesmalj und nur auf eine einzige, Weise folgende Form gehen: 

At^4-2Bst-}-Cs=+F' = o, (s) 

indem wir, der Kürze halber, 

"Aw'HaBv'w'+Cv'+aDw'+yEv'+F = F (&) 

setzen. Wenn wir die erste der heiden Gleichungen (3) mit w', die zweite derselben mit 
v' mullipliciren und dann ihre Summe von der Gleichung ^6) abziehen, so kommt: 

Dw'-hEv'-hF = f; 

mithin, wenn wir für w' und v' ihre "VYerthe snbstitulren: 

(AC-B^)F-CD'+gBPE— AE ' _ ^, 
AC-B= ~ ' 

oder auch, wie man leicht sieht; 

(AE-BDy- (AC~B ^)(AF-D' ) _ ^ 
~ A(AC-B') ■ " ü , 

_ (BE-CD)^-(AC-E^) (CF-E') _ „. 

5l6. Die Gleichung ! 

1 = KS, (7) 

stellt, wenn wir durch x irgend eine conslante Grösse hezeichncn, einen Punct dar, und 
dieser Punct liegt, da in dieser Gleichung t und s zugleich verschwinden, anf der gcra^ 
den Linie (w', v'). k bedeutet, was sogleich ans der 534. Nummer folgt, die mit entge- 
gengesetztem Zeichen genommene Abscissc dieses Punctcs. Eliminiren wir aus dieser 
Gleichung und der Gleichung (5) die Werlhe fiir t und s, d. h. für die Coordlnaten der 
durch den Punct (7) gehenden Tangenten der gegebenen Curvo zweiter Ciassc, so 
kommt: 

* ^^(a;c'+2B«TcJ"' ^ '^ ^\Ä^m^^) ^' ^'^ 

Wir erhalten also, sowoi fiir t als fiir s, gleiche und entgegengesetzte Werthe. 
Wenn wir also von irgend einem Puncte der geraden Linie (w', v") an die gegebene 
Curve zwei Tangenten legen, so wird das von diesen beiden Tangenten auf der zweiten 
Axe Intcrceplirto Stück von jener geraden Linie (w', v) halhirt: diese Linie, die beiden 
Tangenten «nd eine, dprch ihren gemeinschaftlichen Durchsfhnltfsrt'jr.ct gehende, ,der 
IL ' i2 
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zweiten Axc parallele, gerade Linie, tüden also ein System von vier Harmonicalcn. Se- 
tzen wir X = N, so kommt: 

s = ±o, t = ±(-^j^ 

Die beiden, der geraden Linie (w', v') parallelen, Tangenten der gegebenen Curve liegen 
also zu Leiden Seiten dieser Linie and s'^'ch weit von ihr entfernt. (Der letzte Werlb 
für l ist gleich demjenigen halben Durchmesser der gegebenen Curve, welcher der zwei- 
ten Ase parallel ist). Setzen T,vir x =3 o, so kommt; 

Bestimmen wir % so , dass 

A«^-f-2Bx+G = 0, (?) 

so kommt: 

s = +«; t = +N. 

Für jeden der beiden so bestimmten Werthe für « erhalten wir also zwei, der zweiten 
Axc parallele, und zusammenfallende Tangenten: es sind diese Wertbe für x die AbscJs- 
scn derjenigen beiden Puncle, In welchen die gerade Linie (w', v') der Cnrve begegnet 
und die Tangenten in diesen beiden Puncten sind der zweiten Axe parallel. Alle diese 
Bemerkungen führen dabin, dass die gerade Linie (w', v') derjenige Durchmesser 
der gegebenen Curve ist, dessen zugeordneter der zweiten Ase pa- 
rallel ist. 

"Wir sehen auf den ersten Blick, wie sich an das Yorstehendc eine vollständige Be- 
stimmung der durch die gegebene Gleichung dargestellten Curve berjuem anschliesst. In 
dem Folgenden wollen wir indess uns bloss darauf beschränken , die DIscassion der ver- 
schiedenen Falle, welche die allgemeine Glelcbung des zweiten Grades zwischen w und 
V omfasst, kurz anzudeuten, und zeigen, wie wir auch auf diesem andern Wege zu den 
Resultaten der 456. -^ /|67- Nummer gelangen können. 

517. Wenn wir erstens annehmen, dass 

AC-B' < o, (,o) 

so hat die Gleichung (9) reelle Wurzeln, die wir x und x" nennen wollen und die gerade 
Linie (w', v') begegnet also der Curve wirklich in zwei Puncten, deren Abscissen jene 
beiden Wurzeln sind. Für gewisse Werthe von k erhält man also reelle, für andere 
Werlhe von x imaginäre Tangenten. Wir können dem Ausdrucke unter dem Wurzel- 
zeichen In dem W^erthe für s folgende Foim geben : 
-F' 
_A(x-.y>_0' 
und dieser Ausdruck muss positiv sein, wenn die bezüglichen Tangenten reell sein sollen. 



Wenn: 



F' 



£0 ergibt sich, wenn wir für F' seinen Werth substitulren und anf die Bedingung (to) 
Rücksicht nehmen: 

(AE-BD)^~(AC-B^)(AF-D^) < o („) 

oder: 

(AE-BD)^-(AE-B'JCAF--D') > o. (ij) 

Wenn also die Bedingung (u) neben der Bedingung (lO) besteht, so erhalten wli 
Mir dann reelle Tangenten, wenn wir für x einen solchen Werth annehmen, der nicht 
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Kwisclien yl und x föUt. Es kann dieser Wcrth bis ±'* wacLsen und abnehmpn. Die 
dnrcL die allgemeine Gleichung (1) dargestellte Ciirve liegt in diesem Falle ganz inner- 
halb der beiden der zweiten Axe parallelen Tangenten, ist eine ^geschlossene Curve und 
hcisst Ellipse. 

Wenn hingegen ^\^ Bedingung (13-) zugleich mit der Bedingung (lO) besteht, so 
entsprechen nur solchen Werthen von * reelle Tangenten, die zwischen W und «" fallen. 
Es gibt alsdann einen grosslcn negativen Werth lür den Ausdruck: 

(—«')(-—■■)■ (.») 

Bekanntlich erhalten wir diesen , wenn wir 

w 

setzen und also der durch (7) dargestellte Punct die Mitte des von der Cnrve auf der 
geraden Linie (w', v') interceptirten Segmentes (der Mlttclpunct der Curve) ist. Es ergibt 
sieb ftir die Abscisse dieser Witte aus (9): 

>:'+>!" B 
2 ^ \' 
Dein auf diese "Weise bestimmten maximum entspricht ein kleinster positiver nnd nega- 
tiver Wcrtb von s. Wenn wir also von einem derjenigen beiden Pnncte der geraden 
Linie (w', v'), aufweiche li und k" sieb beziehen, die auf der Curve liegen nnd In de- 
nen die Tangenten der zweiten Axe parallel sind, zu Puncten übergeben, welche zwi- 
schen denselben liegen, so niihert sich die Richtung der durch solche Puncte gehenden 
Tangenten Immer mehr der Richtung der geraden Linie (w', v'), bis wir zn jenem Piincbe 
kommen, der in der Mitte der beiden eben bezeichneten liegt. Die beiden Tangenten, 
die dieser Cränze entsprechen, helssen Asymptoten. Denken wir uns nun die Puncte 
der Curve als die Durchschnitte der stetig auf einander folgenden Tangenten, so ist of- 
fenbar, dass diese Curve aus zwei Zweigen besteht, die ganz auf den beiden äussern Sei- 
ten. der, der zweiten Axe parallelen, Tangenten liegen. Die Puncte dieser beiden Zweige 
liegen immer weiter von diesen Tangenten entfernt, je mehr sieh die ihnen entsprechen- 
den Tangenten den Asymptoten nähern. Die Beriihrungspuncte auf den Asymptoten lie- 
gen unendlich weit, oder wenn man sieb so ausdrücken will, jede Asymptote schneidet 
die beiden Zweige in zwei, nach cntgegengesefzter Seile hin, unendlich weit entfernt lie- 
genden Puncten und solche Pnncte sind als zusammenfallend zu betrachten; sie bildet 
den Ilebergaug von den Tajigeiiten, die einen Zweig berühren, zu den Tangenten, die 
den andern Zweig berühren. 

Die Curve, welche in dem in Rede stehenden Fall durch die allgemeine Gleichung 
(l) dargestellt wird, beisst Hyperbel, und Hegt in denjenigen beiden von den Asymp- 
toten gebildeten Scheitelwinkeln, in denen derjenige Durchmesser nicht liegt, welcher 
der zweiten Axe parallel ist. 

5l8. Wenn A «■ o, so rcducircn sieb djc Gleichungen (8) auf folgende: 
/ -F' \ '/, / -F'«* \ Vi 

^ = ±(23^; » = ±V2B^J ■ 

jNcbnicn wir ia der ersten dieser beiden GlcicjuingcQ : 
C 
» = 2« ■" '• 
SO crbalttsi wir: 

\2 ' 
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s = ±s,. 
Die gerade Linie (w', v') hcgpgnet der Curvc nur in dem ei(izig;en Ppnctc, dessen Ab- 
scisse gleich ist (— x') nnd nur in diesem Ptincte ist die Tangente der zweiten Äxe -paral- 
lel. Nehmen wir x = cu, so kommt: 

s = +0, t = +N. 

Die Corve erstreckt sich also zu beiden Seilen der geraden Linie (w', v') ins Unendliche, 
Dem allgemeinen Ausdrucke liir s können wir folgende Form geben; 

Der Werth für F reduclrt sich in vorliegendem Falle auf: 
FB^~3BDE+CD^ 
H5 - 

JNehmcn wir daher an, was immer erlaubt ist, 13 sei positiv, so ist ( — = ) positiv 
oder negativ, je nachdem: 

FB'-2BDE4-CD^ < o, („) 

oder: 

FB^-aBDE+CD= > o. (,5) 

'V'Vcnn die Bedingnrg (lii) erfüllt wird, so ist also der Werth von s reell, wenn wir: 

X > k' 
nehmen, nnd imaginär im entgegengesetzten Falte; d. h. alle reelle Tangenten schneide» 
in Beziehung auf die der zweiten Axe parallele Tangente nach der positiven Seite der x 
in die gerade Linie (w', v') ein. Die Curve liegt also ganz nach der negativen Seite und 
erstreckt sich' nach dieser Seite hin ins Unendliche. ^Venn statt der Bedingung (14I die 
Bedingang (l5) hefriedigt wird, erhalten wir gerade die umgekehrten Beziehungen. 

Die durch die allgemeine Gleichung (l), in dem Falle, dass A = o ist, dargestellte, 
Curvc hcissl Parabel. 

519- , Wenn wir zweitens annehmen, dass 

AC— B= > o, (16) 

so sind die beiden W^urzeln der Gleichung (9) imaginär und das Zeichen des ersten Thel- 
Ics dieser Gleichung stimmt immer mit dem Zeichen des W^erthes von A überein, wtt 
wir auch X annehmen mögen. Je nachdem 

F' F 

— > oder - ^< o 

sind die Werthe für s und t Immer imaginär oder Immer reell. In dem ersten dieser 
beiden Fälle erhalten wir, wenn wir auf die Bedingung (lö) Rücksicht nehmen: 

(äE-BD)MAC-B^)(;AF-D^) > o, (^r) 

in dem aweiten Falle: 

(AE-BD)^-(AC-B^)(AF-D^) < o. (,b) 

Wenn also die beiden Bedingungen (16) und (17) befriedigt werden, so lassen sieh 
von keinem Puncto der geraden Linie (w',.v') reelle Tangenten an die durch die ailgc- 
niclne Gleichung (1) dargestellte Curve legen. Diese Curve hat überhaupt keine Tangen- 
ten und ist imaginär. 

Wenn hingegen den beiden Bedingungen (16) und (iS) Genüge geschieht, so lassen 
sich von jedem Puncte der geraden Linie (w', v') zwei reelle Tangenten an die gegebene 
Curve legen. Die Werthe von s und t können durch keine Annahme für « unendlich 
werden, er gibt also keine der zweiten Ase parallele Tangenten. Es findet aber ein 
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maximum für den Werth von s Statt, 



dem ein rninimum des Ansdrnckes 



entsprjclil. 



/ , B C\ 



Wir erhalten dieses minimnm bekanntlich j 



also gleich der halben Summe der (imaginären) W^urzeln der Gleichung (9) setzen. Wenn 
wir uns von dem durch diesen W^erth von x bestimmten Ptincte, anf der geraden Linie 
[w', v'), nach beiden Seiten hin entfernen, so erhalten wir solche Paare von Tangenten, 
deren Richtung sich der Richtung dieser geraden Linie immer mehr nähert, bis wir 
endlich diejenigen beiden Tangenten erhalten, die mit ihr parallel sind nnd für welche 
sich, indem wir >: = tw setzen: 

!"-?. ,' = *''(-«)■ 

ergibt. Indem man, auf diese Weise die Richtung der Tangenten, welche in den ver- 
schiedenen Puncten der geraden Linie (w', v') einschneiden, verfolgt, überzeugt man sich 
leicht, dass die durch die allgemeine Gleichung dargestellte Curve zwei Asymptoten hat, 
wodurch eine Gränzc für die Richtung ihrer Tangenten bezeichnet wird. Die Corve ist 



'. Hyperbel und liegt in dcnjei 



1 den beiden Asymptoten gebildeten Scheitclw 



wckhcu auch der, der zweiten Ase parallele, Durchmesser derselben fallt. 
Wir haben bis jetzt denjenigen Fall unberüclcsiclitigt gelassen, dass, F' 



kein, 

5!20. 
schwindet und also: 

CAE-BD)^~(AC-B%'\F-.D^} = o. 
Alsdann bestehen die drei Gleichungen : 

Aw-f-Bv+D = o, 
Bw+Cv-f-E = o, 
Dw+Ev+F = o, 
zugleich und mithin liegt auch der durch die dritte dieser Gleichungen dargestellte Punct 
auf der geraden Linie (w', v'), welche die durch die beiden ersten Gleichungen dargestell- 
ten Puncte enthält. In diesem Falle nimmt die umgeformte Gleichung (5) folgende 
Form an : 

At*-f-2Bst-f-Cs* = o, (19) 

und stellt mithin ein System von zwei Puncten dar, die auf der geraden Uni'^ 
(w', v") liegen. Diese beiden Poncte sind reell oder imaginär, je nachdem 

AC-B^ < 0, 
oder: 

Wenn insbesondere A == 0, 



und diese Gleichung stellt. 



AC-B" > o, 

ndelt sich die Gleichung (19) in 
s(2Bt-f-Cs) = o, 

i leicht sieht, zwei solche Puncte dar, von welchen 
der eine unendlich weit entfernt liegt. 

Wir erhalten die Gleichung der beiden durch (19) dargestcIltcD Puncte in w und v, 
wenn wir von den neuen Goordinaten t und s zu den ursprünglichen vermittels! der 
Gleichungen; 

Kuriickgehen und für w' und v' ihre Wcriiie (4) snbstitoiren. 
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521. In dem Falle, dass die allgemeine Gleichung des zweiten Grades zwischen w 
und V ein System von zwei reellen Pancten darstellt, künnen wir uns auch des Ausdru- 
ckes bedienen, es stelle diese Gleichung eine solche Ellipse dar, die aus irgend einer 
gegebenen Ellipse entstanden ist. Indem eine Ase derselben unverändert geblieben, die 
andere aber bis aum "Verschwinden abgenommen hat, so dass die beiden Hälften, in 
welche die Ellipse durch die erstgenannte Axe getheüt wird, in dieser Axe ziisammenfal- 
len und als eine, nach beiden Seilen hin, bcgränzle gerade Linie erschi^incn. Jede belja- 
bige durch einen der beiden Endpuncte derselben gehende gerade JLinie ist als Tangente 
EU betrachten. 

Man kann aber anch mit gleichem Rechte sagen, dass in dem vorliegenden Falle. 
die allgemeine Gleichung eine Hyperbel darstelle, deren imaginäre Axe bis znm Vei^ 
schwinden abgenommen hat, so dass dieselbe als eine, nach beiden Seilen hin, unba- 
gränzte, in der Mitte aber unterbrochene gerade Linie erscheint. Als Tangente ist jede 
beliebige gerade Linie zu betrachten, welche durch einen derjenigen beiden Puncte geht, 
in welchen Jene gerade Linie, nach der Mitte hin, begränzt wird. 

Es erscheinen also hier, indem wir Linien -Coordln^ten zu Grunde legen, eine El- 
lipse und eine Hyperbel, die eine Axe gemeinschaftlich haben, und deren andere Ase 
bis zum Verschwinden abgenommen bat, oder, mit andern Worten, eine begränsl« 
gerade Linie, und die Verlangerungen derselben, nach beiden Selten, ins Unendliche 
hin, in analytischer Hinsicht als identisch unter sich und mit einem Systeme von anrcj 
Puncten. Ein solches System von zwei Puncten bildet den Üebergang von Ellipsen zu 
Hyperbeln; die zweite reelle Ase der Ellipse geht, indem sie, oder vielmehr ihr Quadrai, 
durch Null geht, in die imaginäre zweite Axe der Hyperbel über. 

Wenn wir die reelle Axe einer gegebenen Hyperbel i:mmer mehr abnehmen lassen, 
während die imaginäre Axe unverändert bleibt, so nähert sich die Hyperbel immer mehr 
einer geraden Linie, und geht in diese Linie selbst über, w^n die reelle Axe gleich Null 
wird. Diese gerade Linie ist. In analytischer Hijislchi, als identisch zu betrachten mit 
einem Systeme zweier imaginärer Puncte (458) und bildet den Uebergang von einer Hy- 
perbel zu einer imaginären Curve, wobei die reelle Axe der erstem, indem ihr Quadrat 
durch Null geht, imaginär wird. 

Wenn der Brennpunct einer gegebenen Parabel dem Scheitel derselben sich Immer 
mehr nähert, so nähert sich die Curve immer mehr liirCJ" Ase. Diese Axe, mithin eine, 
nach einer SeijiC hin, begränzte, nach der andern Seite hin, aber onbegränzte gerade 
Linie, die mit dem Systeme zweier Puncte, voji wclcbcp der eine nach der Richtung 
der Axe unendlich weit Hegt and der andere der Scheitel derselben ist, in analytischer 
Hinsicht als identisch zu betrachten Ist, bildet die Granze und den Uebergang zu sol- 
chen Parabeln, die sich nach cntgegcngescUter Seite hin Öffnen. 

522. Es bleiben nns jetzt noch diejenigen Falle zu betrachten übrig, in welchen 

AC-B= = o, (*>) 

und also, da die gerade Linie (w', v') im Allgemeinen der zweiten Axe parallel wird, die 
bisherige Coordinalen - [Jmformnng nicht mehr Statt finden kann. Setzen wir in diesen 
Fällen: 

Aw'+Bv+D = 0, U') 

Bw'-|-Cv'4.E = E', (») 

so fallen, wenn wir die erste dieser beiden Gleichungen, nachdem wir «e anvoi mit 
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von der zweiten abziehen, w' und V, beide zugleich aus der resnU 

tirenden Gleichunj" ans und wir erhalten: 

„, AE-BD 
E =~^-_. 

Setzen wir Üherdicss; 

Aw''-f-2Bv'w'+Cv'^-H2Dw'-f-2Ev'-Hr = o,. (jä) 

so geht die nmgcformte Gleichung (2) in folgende über: 

Al'+.2Bst+Cs^H-2E's = o, (at) 

cnd dieser Gleichung können wir, mit Berücksichtigung der Bedingaiigs-GIeichung {ao}, 
folgende Form geben: 

CÄt+Bs)'-+-2AE's = o. 
Diese Gleichung zeigt uns, dass wir, um reelle Tangenten der durch die gegebene 
GHchung (l) dargestellten Cuitc za erhalten, s negativ nehmen müssen, wenn 

AE' = AE-^BD > o, (,s) 

und positiv, wenn 

AE-BD < 0. (»6) 

In beiden Fällen sind: 

3 =3 <«, 3 = 0, 

Gränzwerlhe für die Richlnng der reellen Tangenten. Der erste dieser beiden Werthe 
zeigt, dass die zweite Axe einer Asymptote der Curve parallel ist. Der zweite dieser 
Werthe bezieht sich auf die Richtung der geraden Linie (w', v'). Diese Linie ist die an- 
dere Asymptote selbst'; denn sie ist eine Tangente der Curve, was daraus hervorgeht, 
dass, wenn s und t zugleich verschwinden j die Gleichung (24) befriedigt wird. Zugleich 
sehen wir , dass diese gerade Linie durch den Mittelpuncl der Cnrve geht, denn, wenn 
wir in der eben angezogenen Gleichung s » o setzen, kommt 
t JB 
s ^ A" 
Um die Lage dieser Asymptote in Beziehung auf die Coordlnaten ■ Axe zu bestimmen, 
müssen wir w' und v' zwischen den beiden Gleichungen (21) und (33) ellmlniren. Der 
zweiten dieser beiden Gleichungen können wir, mit Berücksichtigung von (21) nnd (M), 
folgende Form geben i 

EV-f-Dw'4-Ev'4-F = o, 
pder, indem wir fiir E' seinen Werth substilulren: 

ADw'-K2AE-BD)v'+AF =. o, 
imd wenn wir zwischen dieser Gleichung und der Gleichung (21) die Werthe fiir w' und 
v' elimlnlren, erhallen wir sogleich: 

, _ . D'-AF 
" ~ "AE--ßD' 

,,ABF-2AED+BD' 
"'" "^ ^' A(AL^BDy~" 
Wenn die Glelcbung (20) befriedigt wird, so ist aus dem Vorstehenden klar, dass 
die durch die allgemeine Gleichung (l) dargestellte Curve eine Hyperbel ist, deren eine 
Asymptote der zweiten Axe parallel ist. Je nachdem üherdicss die Bedingung (95) oder 
(26) erfüllt wird, erstreckt sich ein Zweig der Hyperbel nach der positiven Seite der y 
und der negativen Seite der x und der andere Zweig nach der negativen Seite der y und 
der positiven Seite der x, oder ein Zweig erstreckt sich nach der positiven Seite der y 
und der x und der andere Zweig nach der negativen Seite der y and der x. 
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Biese lelKtc Bcmerkang folgt unmittelbar daraus, dass far alle Tangenton der gege- 
benen Ciirve in dein ersten Falle s negativ und im zweiten Falle positiv ist (514). 
525, Wenn endlich die Leiden Gleichungen 

Aw-+Bv'4-D =0, 

Bw'-f-Cv'+E = 0, ■*'" 

identisch sind, so erhalten wir neben der Bedingnngs -.Gleichung: 

AC-B' = 0, 
auch noch folgende beide Gleichnngen: 

AE-BD = 0, BE~CD = o. 

{Von diesen drei Gleichungen bedingen je zwei die dritte). In diesem Falle crsdieincn 
die Werthe für w' und v' (4) unter der unbestimmten Form -. Indem wir die gerade 
iiinic (w', v') beliebig durch denjenigen Punct legeo, der durch die Gleichungen (27) dar- 
gestellt wird, wenn wir In diesen Gleichnngen w' und v' als veränderlich betrachten, 
können wir der allgemeinen Gleichung auf nnendllchfache Weise die Form: 

AlM-aBst+Cs'+F = o, 
oder : _ 

(AtH-Bs)*-f^-F = 0, (.8) 

geben. Es iäl: 

F =, Dw:+Ev+F = ^^". 

Die Gleichung (28) stellt ein System von zwei solchen Punctcn dar, die, wie man leicht 
einsieht, zu beiden Seiten der geraden Linie {w', v') und gleich weit von derselben ent- 
fernt, auf einer der zweiten Axe parallelen geraden Linie Hegen. Diese Punctc sind 
reell, imaginär oder fallen zusammen, je nachdem: 

AF-D^ < o, AF-D^ > 0, AF-D"- - 0, 

im letzten Falle ist noch folgende Gleichung: 

Dw-^-Ev'+F = o, 
mit den beiden Gleichungen (27) identisch. — 

§4. 

Geometrische Bedeutung der Constanten in der allgemeinen Gleichung der 

Oe'fter zweiter Classe. 

524, Wir wollen wieder, wie früher, folgende Gleichung: 

Aw^-f.2Bvw-f.Cv'-+-2Duw4-aEuv-t-Fu^ = o, 
ais die allgemeine Gleichung der Oerter zweiter Classe betrachten, und dieser Gleichung 
folgende Form geben; 

Aw*-f-a(Bv4-Dn)w+Cv^+2Euv+Fu^ ^ o. 
Alsdann ist sogleich ersichtlich, dass, wenn wir u = l setzen, für v irgend einen be- 
stimmten Werth v' substitiiiren, und die entsprechenden Werthe von w durch w' nnd 
w bezeichnen, für irgend zwei parallele Tangenten folgende Gleichung sich ergibt: 
W4;W, Bv-l-D 

2 " "" A * 
^ - — - ■ und v* sind die Coordinaten einer geraden Linie, welche den beiden Tangenten 
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paraUul ist nnd von Lcidon gleicli weit abstellt. Betraclitcii wir diese Coordinaten als 
veränderliche Grössen, so stellt die letzte Gleichung dejijeiiigen geometrischen Ort dar, 
der von allen solchen geraden Linien, die wir für heliehige Paare paralleler Tangenten 
erhalten, itmhiillt wird. Die letzte Gleichung geht, wenn wir w und v an die Stelle von 
-~— ■* und v' schreiben, in folgende über; 

Aw-f-Bv-f-D = o. 
Da diese Gleictung vom ersten Grade ist, gehen alle jene geraden Linien durch ein und 
ilenselben Punct: den Mittelpunct der Cnrve. Die Coordinaten dieses JMittelpunc- 
tcs^ den wir durch (y, x'} bezeichnen wollen, sind folgende: 
, B D 

A ^ A 

525. Wenn wir der allgemeinen Gleichung folgende Form geben; 
Cv'H-2(Bw-f-Eii)v-HÄw=+9Duw-|-Fu^ = o, 
u gleich Eins setzen, für w irgend einen Werth w' snhstitnlren und die entsprechenden 
Wcrihc von v durch v' und v hezeichneos so kommt ähnlich wie eben; 
v'-f-v. _ Bw'+E 
2 " C ' 

v' und V, beziehen sich auf zwei durch denselben Punct der zweiten Äse gehende Tangen- 
ten der durch die allgemeine Gleichung dargestellten Curve, und — ^'i wie man leicht 
einsieht, auf eine gerade Linie, die zu jenen beiden Tangenten und der zweiten Axe als 
vierte Harmonieale gehört. Die letzte Gleichung zeigt, dass alle solche gerade Linien 
durch denselben Punct gehen, wie wir auch w' annehmen mögen. Dieser Punct heisst 
der Pol der zweiten Axe und für die Gleichimg desselben erhalten wir 

Bw+Cy-4-E -= o. 
Die Coordinaten dieses Punctes, den wir durch (y", x") bezeichnen wollen, sind also: 
„ _ C „ _ E 

" - B' y - B' 

Wenn wir der allgemeinen Gleichung folgende Form geben: 
FuH-2(Dw4-Ev)u-f-Aw^+2Bvvv-f-Cv^ = o, 
und V gleich Eins setzen, so gibt eine ganz analoge Schlussweise: 

Dw+E-hFu = o 
lui' die Gleichung des Poles der ersten Axe. Bezeichnen wir daher diesen Puncl durch 
(>■'", x'"), so kommt: 

"' _ ^' '■■ _ ^ 

^ - D' J' ~ D' 

Aus der Definition des Poles der zweiten A>;e oder, überhaupt, jeder beliebigen ge- 
raden Linie, folgt unmittelbar, dass, wenn dieselbe die Curve zweiter Classe in zwei 
Punctcn schneidet, der Pol auf der Tangente "in jedem dieser beiden Puncto und also 
im Durchschnitte dieser beiden Tangenten Uegt. •) 



*) l. Die EnfnicMungen der beiden letzten Nummern des Textes lassen sich auf beliebige Cur- 
vcn jeder beliebigen Classe, das beisst, auf alle bplieb^en algebraischen Curven, aus- 
dehnen. Der allgemeinen f^leichong der Curven irgend eirier n. Ciasse können ivir folgende 
Form geben: 

Aff"+nwn-'(ßv-f.C)4-n(n— l}w"-=(Dv'+Ev-f-F)-f- . . . =■ o. (a) 

I. 15 
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526. Wenn die aligemeinc Gleichung, statt eine Curvo, ein System von zwei Puhcfcn 
darstellt, so können wir immer nocli von dein Pole einer beliebigen geraden Linie sprechen. 
Durch diesen Pol gehen alsdann alle solchen geraden Linien, welche zu der gegebenen 
geraden Linie und denjenigen beiden, die einen Leliebigen Punct derselben mit den hei- 



Wenn wir für v irgend eiiien Werlh v' beliebig aunehmen, so crbalfea wir, im Allgemei- 
nen, n verschiedene und endliche Werlhe fiir w, die wir durch w\y wj, wj , . . w„ be- 
zeichnen wollen, und die sich auf solche n verschiedene, unter einander parallele, Taii- 
fjenten der gegebenen Curve beziehen, deren Richtung durch die obige Annahme des Wer- 
thes von v bestimmt ist. Aus der allgemeinen Theorie der ijuadralischen Gleichung folg! 
alsdann! 

(W,-f-W'2-f-Wi4- • ■ -f-Wj, \ j ' • 1 r- !• ■ j ■ • 1 r ■ ■ J- 

_i 1 und v snid Loordinaten derjenigen geraden Lnne , dip rai! 

den in Rede stehenden n parallelen Tangenten parallel ist und fiJr welche die Ordinate den 
Durchschnittspunctes mit der zweiten Goordinaten-ÄKe das arlthm e lisch e Mittel aus den Or- 
dlnaten der entsprechenden Durchschnittspnncte jener n parallelen Tangenten ist. Üs be- 
neicbnet diese gerade Linie, um uns Iturz auszudrücken, die Richtung der Mittelkraft aus n 
gleichen Kräften, welche nach jenen n parallelen Tangenten wirken. 

Für jeden Ordinalen- Werth v' erhallen wii? einen entsprechenden "Werlb für 

I ■ " I; betrachten wir beide Grössen als veranderbch und schrciiiBii 

V an die Stelle der lefzfern, so verwandelt sieh die Gleichung (b) in folgende: 

Aw-HBv-f-C == o, (c) 

und stellt also einen Punct dar. Auf diese Weise ergibt sich folgender Satz: 

Wenn nach allen einer beliebigen geraden Linie parallelen Tangenten irgend ebier /ge- 
gebenen algebraischen Citrve beliebige,' unter einander gleiche, Kräfte wirken, so gehl diu 
Mittelkraft aus allen diesen KrÜßen beständig durch einen festen Punci , wie sich lUa 
Richtung der parallelen Tangenten auch andern mag. 

Wenn die allgemeine Gleichung (a) insbesondere ein System von n Puncten darstellt, 
so erhalten wir einen bekannten Satz der Statik. 

Man könnte, und zwar, wie mir scheint, sehr passend, den Punct (c) den Milleb 
pnnct der gegebenen Curve n. Glasse nennen. JJIese Definition des Milteipunctes 
ist allgemeiner als die gewölinüche, und nach derselben hat, im Allgemeinen, Jede a'ge- 
braiscae Curve einen Mitlelpunct. ^Venn dieser Punct zum Anfangspunele genommen ivin!. 
und [a) die bezwgliche Curve darstellen soll, so erhält man: 

Der Miftelpunct liegt unendliek weit, und also auch eine derjenigen Tangenten, die uiuer 
beliebigen geraden- Linie parallel sind, wenn 

A = o. 
Die Curve hat in diesem Falle einen parabolischen Zweig. Der JliUelpunct wird uiibes'imint, 
wenn die drei letzten Gleichuugen zugleich befriedigt werden. Ich gehe in kein Detail hier 
ein; man sieht indess leicht, wie sich hier auf sehr natürliche Weise, die Disciission der 
allgemeinen Gieichung ,der Oerter irgend einer Classe ergibt. 

Wenn wir die Gleichung irgend einer Curve n. Classe zwischen den drei Coordiiiaten 
w, V und u, der KÜrac halber, durch 



darsiclieu, . 



,v+- 



dw"~'dv dw'-'du 
n. Wenn wir <!er allgemeinen Gleichung der Curven n. Classe folgende Fo 
Av"+nY"-'(Bw+C_)+n(n— I)v"-'(DwHEw-l-F)+ . . . = o 
ii!)d flicjenlgen Werlhe Ton v, die entern besondern Werthe von w, den wir du 
tcischeiden wollen, entsprechen, durch v^ , v^, Vj , , , , Vj, bezeichnen, so 
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den l'ancten des Systems verbinden, als vierte Ilarrnoiiicalen gehören. Wir erkennen 
tiieraus leicht, dass der Pol der gegebenen geraden Linie der vierte harmonische Thei- 
liingspunct zn den beiden Puncten des Systems und dem Diirchschnittspunctc der gera- 
den Linie, welche diese beiden Puncte verbindet, mit der gegebenen geraden Linie, ist. 



eicht 



Die OMinatcn v^ , Vj, Vj, . . . v,, beziehen sich auf n vei-schie3ene Tangenten der ge- 
gebenen Curve, welche durch denselben Punct der zweiten Axe gehen. ( '■ ) 

und w' sind Coordinaten einer leicht zu construirenden geraden Linie, welche ebenfalls 
durch diesen Punct geht. Wenn man nemlich der zweiten Axe ireend eine beliebige 
gerade Linie parallel zieht, und den Schwerpunct gleicher Gewichte sucht, die man in dem 
fiurchschnitle dieser Linie mit jenen n. Tangenten der gegehenen Cür\e sich angebracht 
denkt, so geht die in Hede siehende gerade Linie zugleich auch durch diesen Schwerpunct, 
Man kann auch, was man ohne Muhe einsieht, dieselbe gerade Linie aU die Richtung der 
Mittelkraft aus solchen n Kräften betrachtenj die nach den Richtungen der in dem durch w' 
bestimmten Puncte der zweiten Axe sich schneidenden n Tangenten wirken und die sich ver- 
halten wie diejenigen Segmente, dieser n Tangenten, welche zwischen ihrem gemeinschaftli- 
dieo Durchschnitte anf der zweiten Axe und einer beliebigen dieser Axe parallelen geraden 
Linie liegeu. Dieselben Kräfte verhalten sich also, bei der Voraussetzung rechtwinkliger 
Coordinaten -Axen, umgekehrt wie die Sinns derjenigen Winkel, welche ihre Richtungen 
mit, der zweiten Axe bilden. 

Wenn wir w' als veränderlich betrachten und mithin nach einander von verschiedenen 
Puncten der zweiten Ase n Tangenten an die gegebene Cune legen, so ist auch 

/ .J,, , ' — - — -' - ' - ' ■ I veränderlich. Schreiben wir demnach an die Stelle von w' und an 

die Stelle des letzten Ausdruckes w und v, so verwandelt sich die letzte Gleichung in fol- 
gende ! 

Av+Bw+C = o, M 

und stellt mithin einen JPunct dar. Diesen Punct könnte man den Pol der zweiten Axe 
nennen. Da für diese Axe jede beUehige gerade Linie genommen iscrden kann, so eigibt 
sich der nachsiehende Satu: 

Tf'enn eine gerade JJnie und irgend eine aigebraisc^ie Curve gegeben und und man 
eie/ii von irgend einem Punete der geraden Linie alle möglichen langenlen nn die Ci ri^e 
uud denkt sich nach den Richtungen- dieser Tangenten Krqfte tverlen, die sich um^elehrt 
tierhalten wie die Sinus derjenigen Winkel, welche- die Hichtungen derse&en mit der ge- 
gebenen geraden Linie bilden, so dreht sich, -währeitd der beliebige Puncf auf der gege- 
benen geraden, Linie fortrückt, die liichtung der Mittelkraß um einen festen Pinct 

Wir können auch hier ein System von beliebig vielen Puncten an die Stelle dir Curve 
setsen. 

Wenn wir wiederum von der Gleichung (d) ausgehen, so erhalfen wir für die Gtei- 
cliuns des Poles der Bweiten Axe; 

d^ü d"U d"U 

dv" dv"-'dw dv" 'du 
und hternacb für die Gleichung des Poles der ersten Axe : 
d"Ü d"ü d"ü 

d-^-'+di^ii^d^^'-^d-^^^v^ = °- 
III. In dem Systeme der Punct - Coordinaten erhalten wiu Entwicklungen, die den vor- 
stehenden ganz analog sind, ^Ven» wir erstens der allgemeinen Gleichung der Curven n. 
Ordnung folgende Form geben: 

AJ"-l-nJ"-'(Bx-^C^)+n(n— l)y"-'(Dx'-l-Exz-fFz=)-l- . . = o, 
so ist sogleich ersichtlich, dass, wenn wir z = 1 setzen, jedem besondernWerthe vons, 
und wenn wir s = 1 setzen, jedem besondern Werthe von z im Allgemeinen n verscbia- 
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527. Wenn wir A = 1 ncbmen, so erhalten wir aus dem Vorstellenden folgende 
vollständige Conslanten-Bestimnuing vermittelst der Coordinaten des Mittelpnnctes der 
gegebenen Curve und der Coordinaten der Pole der beiden Axeii; 



dene Werthe von y entspreclien , welche sich auf die Durchschmtfe der Curve mit einer der 
zweiten Aie paralJelen gerädert Linie beziehen. Nach derselben Sclilussweise als oben g*- 
langen wir hier zu folgendem Satze; 

Wenn irgend eine algebraische Curve gegeben ist, und jnan bewegt in der Ebene der- 
selben eine gerade Linie parallel mit sich selbst, so beschreibt der Schwerpunct gleicher 
Gewichte, die man sich in allen J)urohsclmiltspuncten der Curce mit der geraden Linie, 
in deren versclüedenen Lagen, angebracht denht, eine gerade Linie. 

Wir können ein Sjstem von geraden Linien an die Stelle der gegebenen Curve setzen. 

Wenn wir n = 3 setzen una insbesondere noch annehmen, dass die mit der zweiten 
Axe parallelen geraden Linien die Curve berühren und also überdiess dieselbe nur noch in 
einem einzigen Puncte schneiden, so liegen diejenigen Puncte dieser Linien, welche zwischen 
den Berührung^- und Dnrchschnlttspuncten , von dieseu noch einmal so weit entfernt, als 
von jenen, sich befinden, auf der in Kede stehenden geraden Linie, dem geometrischen 
Orte der im Satze bezelehnetea Schwerpnncte. Wenn wir endlich , statt der Curve dritter 
Ordnung, ein Sjstem von drei geraden Linien betrachten, und die der zweiten Axe paralle- 
len geraden' Linien durch die Durchs chnittspuncle dieser drei geraden Linien legen, so er- 
gibt sich folgender specicller Satz: 

ff^enn man fon jedem der drei ffinhelpuncte eines gegebenen Dreiecks aus nach ge- 
gebener Richtung eirie gerade Linie bis zur gegenüberliegenden Seite sieht, so äegen auf 
den drei resultirenden geraden Linien die Ettdpuncte der ersten Drittel in gerader Linie. 

IV. Wenn wir zweitens der allgemeinen Gleichung der Curven n. Ordnung fol- 
gende Form geben: 

Az-'-l-nz"-'_(Ay-^Cx)+n(n— l}z"--'(D/+Esy-l-Fs^}-!- . . = o, 
SO entsprechen, indem wir x = 1 setzen; ""jedem beliebig angenommenen Werthe von ; 
n verschiedene Werthe von z, «nd diese n Werthe von z sind die, mit entgegengesetzten 
Zeichen genommenen reciproken -Werthe der Abstände der n Durchschulllspuncte der Curve 
jnit einer durch den Aufangspunct der Coordinaten gehenden geraden Linie, deren Rich- 
tnng durch den fiir y beüehig angenommenen Werth bestimmt ist. Die Bestimmung des 
arithmetischen Mittels aus den reciproken Werlhen dieser n Abstände knüpft sieh an die 
harmonische Theilung und an Betrachtungs weisen der Statik. Wenn wir nemllcb znvörderst 
awei Durchs chnittspuncle betrachten, deren Abstände vom Anfangspuncte wir r und r' nen- 
nen wollen, so ist y^ ( — (--; ) der reciproke Werth des Abstandes : I -, 1 und der 

dadurch angezeigte Punct gehört als vierter harmonischer Thellungspunct zu den beiden 
erstgenannten Puncte» und dem Anfangspuncte; denn man hat! 
2rr' __ , , 2rr' 
' r+r' " r-l-r" 

Wenn man ferner in den beiden Punclen (r) und (r') sich irgend zwei solche Gewichte g 
und g' augebracht denkt, deren Momente lu Beziehung auf den Anfangspunct einander 
gleich sind, und sich also umgekehrt verhalten, wie ihre Entfernungen vom Anfangspuncte, 
so kann man sich die beiden Gewichte vereint in jenem vierten b.-irmonischen Thellungspuncte 

I — ; ) angebracht denken und erhält alsdann ein Moment, das der Summe der beiden 

eben bezeichneten Momente gleich ist. Wenn wir diese Belrachtnngen auf beliebig viele 
iJnrchschnittspuncte ausdehnen, so führt uns die, nun öfter schon angewendete, Schluss- 
-weise 2U folgendem Salze; 

Tf^enn man durch irgend einen festen Punct eine beliebige gerade Linie legi und in 
aüen Durchschnittspuncten dieser geraden Zinie mit irgend einer gegebenen algebraischen 
Curve GeudcJite sich angebracht denkt, deren Sloments in Be-dehang auf den festen Punct 
einander gleich sind, so gibt es einen Punct, in welchem man alle diese Gewichte sich 
pereädgt denken kann, so dass das Moment dieser vereinigten Gewichte der Summe der 
SHomente aller einzelnen Gewichte gleich ist: dieser Punct beschreibt eine gerade Linie, 
wenn die beliebige schneidende gerade-Ltnie sich um den festen Punct drelu. 
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B = x', 
C = x'x", 
D = v', 

E - x'y" = y-.-, 
F ^ y'y". 



V, Wenn wir n = 2 nehmen, so ist bekanntlich die nnter KI bestimmte gerade Li- 
nie ei» Durchmesser der Curve zweiter Ordnnns, und zwar derjenige, dessen zugeordneter 
der zweiten Aue parallel ist. Alle solche gerade Linien, die der verscLiedenen Annahme 
der. Richtung der zweiten Ase entsprechen, gehen durch denselben Puncf: den Mitfeipunci, 
der Curve. Für den Fall, dass n > 2, können wir die auf analoge "Weise bestimmten 
geraden Linien immer noch als Durchmesser der Curve belracbten, wenn wir dieses Wort 
jit einem weitern Sinne nehmen. Es bietet sich uns bier aber die natürliche Frage dar, ob 
alle solche Durchmesser, die den verschiedenen Bichlungen der beliebigen geraden Linie, 
die wir zur zweiten Aie genommen haben, entsprechen, auch ia dem allgemeinen Falle 
durch denselben Punct gehen, oder, wenn diess nicht geschieht, was fiir eine Curve von 
denselben umhüllt wird. Um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, wollen wir von 
der allgemeinen Gleichung der Curvcn dritter Ordnung ausgehen. Auf dieselbe ^Veisp er- 
gibt sicli leicht das allgemeine Gesetz, 
Wenn wir aus der Gleichung: 

A)-^+BsvVCA.^j-+Dx^+Ef+Fxy+Gx^+Hy'fIx+K = o, (a) 

vermiltelst der linearen. Gleichung: 

y = ax+b, 
, so erhalten wir eine Gleichung des dritten Grades in 

pxä+((ib+r>'+mx+n = o, 
der Kürze halber: 

p = AaMia'+Ca+D, 
q = 3Aa'+2Ba+C, 
r -= Ea^+Fa-fG, 
setzen. Für das arithmetische Mittel x' aus den drei 
in X, ergibt sich; 

■ ^ lb-Hr 

3P 
Abscissen - Wertb bezieht sich also auf den Schwi 
den drei Durchschnitten der geraden Linie (b) i 
Ordinate y dieses Punctes erhalt man : 

:|1>+'- _ (3p-a<|) h— ac 



wobei w 



Die 



(^\ 



rzeln 



folgejider Fl) 



rsfch enden 



erpanct gleicher Gewii 
rnd der Curve (a) ang 



jrachi denkt; 



y 



: b~a. ^ 



3p 3p 3p ' ^ ' 

indem man,, der Kurze halber: 

s = 3p— 3(1 = ßa''-f2Ca+3D 
ietit. Wenn man iwisülicn den beiden Gleichungen (c) und (d) h iliminirf, .■o k>muil: 

q/+sx'+r = o. (e) 

J>Iese Gleichung stellt, wenn wir j und x als veiJinderlicli betrachten, eine gerade hii 
dar und zwar dieienige, welche der gcoinelrischc Ort aller Schwcrpuncte der Durchschni 
ist, wenn wir die gerade Linie (b), parallel mit sich selbst, verrücken, Beieicbnen i 
diese gerade Linie durch ihre Coordlnaten, so kommt: 

q 3Aa'-}-2ISa+C 



ßa^ 



r Ea^+Fa+G 

hl diesen beiden Gleichungen kommt a vor; die in Rede stehende gerade Liuie ändert ihre 
Lage, wenn die gerade Linie (h) ihre Richtung ändert. Wenn wir a zwischen diesen bei- 
den Gleichungen, ellminiren, so erhalten wir eine Gleichung zwischen n und v, welche 
denjenigen geometrischen Ort darstellt, der von der geraden Linie (e) umhüllt wird, wenn 
wir für a nach einander alle möglichen "\Verthe nehmen. Die resultirende Gleichung steigt, 
in Beziehung auf u und v, bis zum dritten Grade. 
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Für den Fall der Parabel, wo A == o, erhalten wir, wenn wir B = l setzen, fol- 
gende Constaiiten-Bcstiinniung: 

C - X, E = y", 

D = 4, F = rZl. 

520. In der vorigen Nummer haben wir für E eine .doppelte Bestimmmig crlialten. 
Es ist hiernach; 

|x' x" ' 
Wenn wir diese Gleichung geometrisch deuten und heriicksichfigen, dass wir irgend 
Äwci beliebige gerade Liniea zu Coordinalen- Axen nehmen können, so erhalten wir fol- 
genden Satz: 

Wenn eipe Curi'e zweiter Classe und irgend ztvei gerade Linien gegeben sind, und 
man legt durch den Pol Jeder der letztern eine gerade Linie ndt der andern parallel, 
so schneiden sich die beiden Parallelen in einem solchen Puncte, der mit dem Mittel- 
puncle der gegebenen Curve und dem Xiurchschnitte der beiden gegebenen geraden Li- 
nien in gerader Linie liegt. *) 



*') WcDn wir die aiigemeine Gleicliung des zweiten Grades iwisctien y unii x: 
y^+2Gtxy-[-ßx'^+2yy^2Sji+B = o, 
XU Grunde legen, so erhallen wir heltanntlich foigeade drei Gleichungen: 
j+ßx+j' = o, 
Rj-+/Jx+<t = o, 
j7+iJx+f ;= O, 
für diejenigen beiden Durchmesser der Curve , deren zugeordnete der aweiten wnd frätcn 
Coordinalen- Akc parallel sind, nnd für die Polare des Anfangspunclcs. Nennen wir die 
Coordinaien dieser drei geraden Linien w' und v', w" und v', w"' und v'", so erhalten 
wir folgende Gonstaatea-BesfimmTing; 

$ f3 vV" = v"'\v', i ,= w'w'". 

Die Gleichung! 

welche die Bedingung enlhält, dass die, durch die allgemeine Gleichung dargestcilfc, Cutve 
eine Parabel ist, reducirt sich hiernach >. '"''-' ' 



welche ausdrückt, dass diejenigen beiden Durchmesser, wekbe die, der ersten und zweiten 
Ase parallelen Chorden halbiren, und, da diese Äsen beliebig sind, dass alle Durchmesser 
parallel aind. 

Aus der doppelten Bestinimung, die wir für den CnefScIenlen d erhalten haben, folgt; 



(-0 



Ist das von dem Durchmesser {w', v') auf der ersten Axe beslimmie Segaieni; 

{ — r,. ) ist dasjenige Segment, das auf derselben Axe von einet solchen geraden Linie 

bestimmt wird, die der Polaren des Anfangspunctes parallel ist, »nd durch den Durchschnitt 
des. Durchmessers (w", v") mit der zweiten Aie geht. Hiernach ergibt sich folgender Sat«: 
Wenn eine Cwue zuviler Ordnung und irgend zwei gerade Linien gegeben sind, jo 
mird Jede dieser beiden geraden Linien fon demjenigen Durchmesser, dessen zugeordneter 
der andern parallel ist, so geschnitten, dass die beiden Dwchschnittspuncle auf einer gOe- 
cltan geraden Linie liegen , die der Polaren des Durchscbnillspimcies der beiden gegebenen 
geraden Linien parallel ist. 
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VVl'iiii insbesondere die Leiden gegebenen geraden Linien die gegebene Carvc berüh- 
ren, so folgt unmittelbar ans dem vorstehenden Satze, dass die Berührungs-Chordc von 
demjenigen Durchmesser lialbirt wird, der durch den Durchschnitt der Leiden Tangen- 
ten gebt. 

Es hestebt der letzte Satz anch dann noch, wenn wir statt der gegebenen Curve 
zweiter Classe ein System von zwei Piincten nehmen. 

529. Wenn der für die Discussion der verschiedenen Falle, welche die allgemeine 
Gleichung des zweiten Grades darbietet, charaeteris tische Ausdruck (AC— B^) Null ist, 
so kommt: 

x' = x". 
Der Pol der zweiten Axe liegt also anf einem solchen Durchmesser, der der zweiten Axe 
parallel ist, was offenbar nur dann Statt finden kann, wenn diese Axe einer Asymptote 
der Curve, oder in dem Falle, dass ein System von zwei Puncten an die Stelle der 
Curve tritt, derjenigen geraden Linie, welche diese beiden Pimcte verbindet, parallel ist. 
Der Ausdruck (AF — D^) tritt an die Stelle des eben betrachteten, wenn wir die bei- 
den Coordinaten - Axen mit einander vertauschen. 

530. Ferner ist in der Discussion der allgemeinen Gleichung folgender Ausdruck: 

[(AE~BD)^-(AC-B^)(AF— D^)3w^^^ 
A" 
von Bedeutung gewesen. Wenn wir iiemllch (Sil) irgend zwei beliebige gerade Linien 
zu Coordinaten- Axen nehmen, und den jedesmaligen Coordinaten-Winhcl & nennen, so 
ist für dieselbe Curve der vorstehende Ausdruck eonstant und zwar gleich dem negativ ge- 
nommenen Quadrate des Productes aus den beiden halben Axen der Curve. "Wenn wir 
snbstituiren und das Product aus den beiden halben Axen ß nennen, so kommt: 

Den zweiten Theü dieser Gleichung können wir leicht constriiircn. Beziehen wir uns zu Fig. 
diesem Ende auf die 10, Figur, in welcher der Mlttelpunct durch C, die Pole der zwei- 
ten und ersten Asc durch P und Q bezeichnet sind, so ist z. B. 
x'(y"—y')sin9 = — CY", 

Ay"'-j>y» = -CY'", 

y'(K"~'x')sifi9 = — CX"; 
lind es erffibl sich : 

^ £}^ ^ (CT")(CX")-(CY")=. 

Diese Gleichung gibt uns das Product der beiden halben Axen einer Curve zweiter Classe 
und hiernach den Flächen -Inhalt derselben, wenn die Pole irgend zweier gegebener ge- 
rader Linien und der Mittelpuncf. bekannt sind. Der Slittelpunct selbst ergibt sich, wenn 
wir nur eine gerade Linie kennen, auf welcher er sich befindet (528), 

531. Für besondere Annahmen des Coordinaten -Systems vereinfacht sich die obige Fjf;. 
Construction des Inhaltes des unter den beiden halben Axen der Curve enthaltenen Recht-" 
ccks. Nehmen wir z, B. an, dass die Curve (Fig. 11) von den beiden Coordiuateu-Axen 
berührt wird, so ist C = o imd F = 0, mithin: 

A'E'-2ABDE . „ 

^ = Ä^ ^"^*' 

3= (2x'yy"~^ Y'')sin^9, 
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also; 

£1 = xV[>-"{2y'— y")]- ««^-_ 

Diese Gleichung ist Icicbt zu construiren. Wenn wir, ^vie In der IJ. Figurj rechtwink- 
lige Coordinatcn-Asen nelimeii, so tranclien wir nur einen Kreis NX' zu beschreiben, 
dessen Mitlclpunct C tler MiUelpunct der gegebenen Ciirve ist und der die erste Axe be- 
rührt. Ziehen wir alsdann CX' nach dem Puncte,' in welchem dieser Kreis die erste 
Axe berührt, und NY", dieser Axe parallel, durch den Punct, in welcliem die zweite 
Asc von der gegebenen Curvc berührt wird, so ist 

MN =. V[yW-y")], 
nnd also: 

ß = TM . MN. (,) 

Hiernach ergibt sieb eine leichte Construction einer Curve iweilcr Classe, welche 
eine gegebene gerade Linie OY, in einem gegebenen Pnnctc Y", berührt, einen gegebe- 
nen Punct C zum Mittelpuncte, und mit einer gegebenen Cnrve aweiter Classe, mit ei- 
nem gegebenen Kreise zum Beispiel, gleichen Flächen -Inhalt hat. Die letzte ßesUm- 
mting kommt darauf hinans, dass das Product der beiden halben Äsen der zii Cünstrui- 
renden Curve gegeben, gleich £i, sei. 

Wenn wir ncmlich auf OY im Puncte Y" ein Perpendikel errichten, so können wir 
auf diesem Perpendikel zunächst den Punct M, und dann, nach (l), den Punct IN be- 
stimmen; ond endlich aus C als Mittelpnnct einen Kreis beschreiben, der durch N geht. 
Diejenige Tangente dieses Kreises, welche auf OY senkrecht steht, ist zugleich eine 
Tangente der zu beschreibenden Curve. 

532. Wenn die zweite Axe einer der beiden Asymptoten der gegebenen Curvezwei- 
ter Classe, die mithin eine Hyperbel ist, parallel ist, so erhalt man, weil alsdann 
AC-B^ = o: 

A-' 
und. foleJicli: 

^ — AE-BD . ^ 

Eind hieraus, Indemjman substiLnlrt: 

ßV^ = y'(x"'—-x')sin9. 
Wenn wir uns auf die 12. Figur beziehen, in welcher C der Mittelpnnct der gegebenen 
Hyperbel, CA und CB die Asymptoten derselben sind, und für die zweite Axe eine be- 
liebige, der einen Asymptote CB parallele, gerade Linie, OY, und für die erste Ase 
eine durchaus beliebige gerade Linie, OX, nehmen, deren Pol der Punct Q ist, durch 
den QD parallel mit CB gezogen ist, so ergibt sich, abgesehen vom Zeichen: 

y' = CB, y"'-x' = BD, 

und mithin flV'— 1 gleich dem doppelten Inhalte des Dreiecks CBD; und da die H<jhe 
DF dieses Dreiecks gleich ist der Entfernung QB des Poles Q von der Asymptote CB, 
ist auch: 

-ßK-i = CB.QR. 
Wir kommen auf diese Weise zu folgendem Satze : 

Das Product desjenigen Segmentes, das auf einer Asymptote einer gegebenen Hy- 
perbel zwischen dem Mittelpuncte und dem Durchschnitte derselben mit einer beliebi- 
s^en geraden Linie liegt , In den Abstand des Poles dieser geraden länle von derselben 
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Asymptote ist cönstant und gleich dem Producle der beiden halben Axen der gegebe- 
nen Hyperbel (243). 

\Venii wir slatt OY irgend eine, (Icr andern Asymptote CA parallele, gerade Linie 
zur zweiten Ase genommen hätten, so würden wir gerade auf dieselbe Weise, wie oben, 
gefunden halien, dass Qv — l aucli gleich ist dem doppelten Inhalte des Dreiecks GAE. 
Die beiden Drciccte CBD und GA?J sind also einander gleich (es ist also aucK BD = AE) 
lind ihre Summe ist gleich dem unter den beiden halben Axen der gegebenen Hyperbel 
enthaltenem Rechtecke, Dieses Pxesultat besltht, gleich viel, ob die beliebige zur ersten 
Ase genommene gerade Linie der Ciirve bcgegciet oder nicht. Wenn dieselbe die Curve 
berührt, erhalten wir folgenden bekannten Satz: 

Jede beliebige Tangente einer gegebenen Hyperbel schneidet von dem Asymptoten- 
Winkel ein Dreieck von constantem Inhalte ab und (\ird im Berälirungspuncte halbirt. 

(Ans diesem Satze ergibt sich unmittelbar der frühere und allgemeinere, wenn wir 
heriickslchtigen , was ans der Theorie der Pole sogleich folgt, dass, wenn man von dem- 
jenigen Puncte aus, in welchem eine gegebene gerade Linie einer Asymptote begegnet, 
■eine Tangente an die Cnrve, nnd durch den Beriihrnngspimct auf dieser Tangente eine 
gerade Linie mit jener Asymptole parallel zieht, diese gerade Linie durch den Pol der 
gegebenen geht-) 

Die letzten Nummern machen an einigen Beispielen anschaulich, wie die obige geo- 
melriscbc Deutung der Constanten in der allgemeinen Gleichung zu Sätzen nnd Construc- 
tionen führt. Zur Bestimmung jener Constanlen können wir auch noch auf andern We- 
gen gelangen und aus der Zusammenstellung verschiedenartiger Bestimmungen ergeben 
sich neue geometrische Beziehungen. Doch hierüber wollen wir in keine weitern Ent- 
wicklungen hier eingeben. '.;=■ 

533. \^~cnn wir in der allgemeinen Gleichung der Oerter zweiter Classe: 
AwM-2Bvw-f-Cv'+2Dtiw-f-2Euv-(-Fu- = o, 
w = o setzen, so erhalten wir zur Bestimmung der Richtung der beiden durch den An- 
fangspunct gebenden Tangenten folgende Gleichung: 

Cv^+aEnv-f-Fu^ = o. 
Dieselbe Gleichung hätten wir erhalten, wenn wir 

Aw-H2Bv+2Dn = o (,) 

gesetzt liätten. Es bilden also die beiden durch den Anfangspunct und die beiden durch 
den Punct (l) gehenden Tangenten ein Parallelogramm. Diejenige gerade Linie, welche 
den letztgenannten Punct mJt dem Anfangspuncte verbindet, geht, was die letzte Glei- 
chung zeigt, durch den Mittelpunct der Curve und wird in diesem Puncte halbirt. Liegt 
al^o der Anfangspunct auf dem Umfange der gegebenen Curve, so thut es auch der 
Punct (1). 

Wir erhalten ferner, gleichviel, ob wir v = o setzen oder 

2Bw4-Cv-+-2Eu = 0, (0 

aus der allgemeinen Gleichung folgende: 

Aw*-H2Puw^-Fu* ■= o. 
Es schneiden also die der ersten Ase parallelen Tangenten in (Jit^selben Pnnctc der 
zweiten Ase ein , als die durch den Punct (2) gehenden Tangenten. Hiernach ist die 
Construction dickes Punctes gegeben. Wenn wJr ferner die Gleichung (2) mit der 
Gleichung t 

Vi- 14 
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Bw+Cv-f-Eu = o, 
welche den Pol der zwpifen Ase darstellt, vergleichen, 'so ist ersichtlich, dasS der in 
Rede stehende Punct von der ersten Axe elien so weit und von der zweiten Axe halb so 
weit absteht, als dieser Pol. Hieraus fol^t, dass, wenn wir die Richtung der erstem 
Axe hcliebig ändern, der Ponct (2) auf einer der zweiten Ase parallelen geraden Linie 
fortrückt. Also ; 

Wenn man con den beiden Durchschmltspuncten einer gegebenen geraden Linie 
mit irgend zweien parallelen Tangenten einer gegebenen Curve zweiter Classe noch zwei 
Tangenten an die Curve legt, so schneiden diese beiden neuen Tangenten sich in einem 
Puncte, der auf einer geraden Idnie, die der gegebenen parallel ist, fortrilcU, wenn 
mr die liichtung der beiden parallelen Tangenten beliebig ändern. Legen wir ferner 
durch diesen Punct eine gerade Linie parallel mit den bezüglichen parallelen Tangen- 
ten, so geht dieselbe durch einen festen Punct, den Pol der gegebenen geraden Linie. 

Es stellt die Gleichung: 

9Dw+2Ev-+-Fu = 0, 
,eincn solchen Punct dar, der eben so weit von der zweiten Äse und halb so weit von. 
der ersten Axe absteht, als der Pol der letztgenannten Axe. — 

534. Wenn in der aligemeinen Gleichung: 

Aw'+2Bvw-|-Cv^-+-2Duw+sEhv-+-Fu' = o, 
die Coefficienlen Aj B, C, D, E und F theihv'cise ein fiir alle Mal gegeben sind, oder 
wenn zwischen denselben ßedingungs -Gleichungen Statt finden, so stellt diese Glelchnng 
Curven dar, die gewissen Bedingungen unterworfen sind. Mit der Discussion einiger sol- 
cher Eällej bei deren Auswahl wir auf die folgenden Paragraphen Rücksicht nehmen, 
wollen wir uns jetzt zunächst beschäftigen. 

1. Wenn alle Coefiicienten der allgemeinen Gleichung, mit Ausnahme des Coefiicienteu 
von u% gegeben sind, so berühren alle Curven, v/elche durch diese Gleichung noch 
dargestellt werden honnen, dieselben beiden, der zweiten Ase parallelen, geraden 
Linien in denselben beiden Puncten. 

2. Wenn nur der Coefficient von v' beliebig zu bestimmen übrig bleibt, so bciUhrei! 
alle Curven dieselben beiden der ersten Axe parallelen geraden Linien in denselben 
beiden Puncten. 

3. Wenn nar der Coefficient von w^ beliebig zu bestimmen übrig bleibt, so berühren 
alle Curven dieselben beiden, durch, den Anfangspunct der Coordinaten gehenden, 
geraden Linien in denselben beiden Puncten. 

h- Wenn alle Coefficicnten der allgemeinen Gleichung, mit Ausnahme des Coeftlcicn- 
ten von uv, gegeben sind, so berühren alle Curven, welche alsdann durch diese 
Gleichung noch dargestellt werden können, dieselben vier geraden Linien, von wel- 
chen zwei der zweiten und zwei der ersten Axe parallel sind. 

5. Wenn nur der Coefficieut von uw beliebig zu bestimmen übrig bleibt, so berlibrert 
alle Curven dieselben vier geraden Linien, von welchen zwei der zweiten Axe parallel 
sind und zwei durch den Anfangspunct der Coordinaten gehen. 

6, Wenn nur der Coefficient von vw beliebig zu bestimmen übrig bleibt, so berühren 
alle Curven dieselben vier geraden Linien, von welchen zwei der ersten Axe parallel 
sind und zwei durch den Anfangspunct der Coordinaten gehen. 
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535. Die vorsteHencIen Salze ergeben sicli alle auf diosolbe Welse. Nehmen wir 
ziiin Beispiel Jen letzten Fall und stellen irgend zwei der tezögliclien Curven durch 
folgende beide Gleichungen dar: 

Aw'4-2B'vw+CvM-2Duw-f-2Euv-^Fu^ = 0, 
Aw=-+-2B"vwH-Cv'+2Duw+9Eav-f-Fii^ = o, 
so erhalten wir, wenn wir abziehen, und durch 2(B' — B") dividiren; 

das.licissl: die gemelnschafiliclirn Tangenten der beiden in Rede sichenden Curven gehen^ 
paarweise genommen, durch die beiden durch die letzte Gleichung dargestellten Pnncte, 
von denen der eine unendlich weit, nach der Richtung der ersten Äxe hin, liegt und der 
andere in den Anfangspunct der Coordinalen fallt. Die Füchtung der beiden in dem 
Iptzthczcichneten Puncte sich schneidenden Tangenten bestiiamt sich durch die Glei- 
chung: 

Cv=-J-2Env-f-Fu' = o, 
in der C, E und F, der Toraussetzung nach, gegebene Grössen sind; und diejenigen 
Puncto, in welchen die durch den, nach der Puchtung der ersten Asc hin, nnendlich 
weit liegenden Punct gehende, oder, mit andern \Torlen, die dieser Äxe parallele Tan- 
genten in die zweite Axe einschneiden, bestimmen sich auf ähnliche Weise durch die 
Gleichung: 

Äw'^-(-2Duw+Fu'^ = o. 
Was die drei ersten Falle betrifft, so ist klar, dass, wenn die Gleichungen zweier 
Ciirven zweiter Classe sich zu der Gleichung zweier zusamnienfallender Puncte verbinden 
lassen, gleichviel, ob diese beiden Pnncte unendlich weit liegen oder nicht, die beiden 
Curven sich doppelt berühren und jene Puncte in den Durchschnitt ihrer gemeinschaftli- 
chen Tangenten fallen. 

536. Die Resultate der 53k. Nummer bestehen auch dann noch, nur mit leichten 
Modificationen, wenn wir A gleich Null nehmen und die allgemeiue Gleiclinug also nur 
Farabehi darstellt. 

1. Wenn alsdann der Coefficient von u^ einzig unbestimmt bleibt, so berühren alle 
diese Parabeln dieselbe, der zweiten Axe parallele, gerade- Linie in demselben Puncte, 
und die Durchmesser aller Parabeln sind parallel (iiöZi), 

•2, Wenn nur der Coefficient von v^ unbestimmt bleibt, so berühren alle Parabeln die- 
selbe der ersten Axe parallele gerade Linie in demselben Puncte und alle Durchmesser 
sind parallel (464). 

3. Wenn nur der Coefficient von uv unbestimmt bleibt, so berühren alle Parabeln 
zwei der Coordinaten-Axen parallele gerade Lhiien und alle Durchmesser sind paral- 
lel (464). 

4. Wenn nur der Coefficient von uw unbestimmt bleibt, so berühren alle Parabeln 
zwei durch den Anfangspunct gehende nnd eine der zweiten Axe parallele gerade 
Linien. 

5. Wenn nur der Coefficient von vw unbestimmt bleibt, so berühren alle Parabeln 
zwei durch den Anfangspunct gehende und eine der ersten Axe parallele gerade Linie. 
Nach den beiden letzten Fällen erhalten wir also unmittelbar die allgemeine Glei- 

ehong aller Parabeln, welche die Seiten eines gegebenen Dreiecks berühren, wenn wir 
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einen Wiiikelpimct tiiescs Dreiecks zam Anfangspuncte der CoordinatCü nclimcn und 
eine der Axen der, diesem Winlcelpuncfe gegcniiberlieg^endcn, Seite parallel legen. 

537- Wenn die Cocfficienten \^ und D der allgomelnGn Gleichang beide beliebig an- 
genommen werden, jedoch so, dass zwischen denselben irgend eine gegebene Gleichun;^ 
des ersten Grades besteht und die übrigen CoeffScIenten ein für alle Mal gegehen sind, 
so berühren alle diejenigen Carven, welche unter diesen Beschränkungen, durch die all- 
gemeine Gleichung noch dargestellt werden können, dieselben vicr geraden Linien, von 
denen zwei in dem Anfangspuncte der Coordinaten sich schneiden und zwei irgend einer 
geraden Linie parallel sind. 

Wir wollen, was erlaubt ist, A = 1 setzen. Unter dieser Voraussetzung ist die 
gegebene Gleichung zwischen B und D, für weiche wir folgende nebmen wollen:. 

D = a B+b, (,) 

wenn wir B und D als veränderlich, als x und y, betrachten, die Gleichung einer geraden 
Linie, des geometrischen Ort es für die Mlitelpuncte aller durch die allgemeine Gleichung 
darstellbaren Curven. Steliea wir irgend zwei dieser Ciirven durch folgende Gleichun- 
gen dar: 

w^-|-2BS-w-f-Cv^-f-2D'uw4-2Euv-J-Fn' = o,, 
w'-f-3B"vw-f-Cv2+2D"uw-(-2Eüv-f-Fn'ä = o, 
und ziehen ab, so kommt: 

[(B'-B"jv-(-(D'- D'>]w = o, 
und da nach der gegebenen Bedingungs- Gleichung: 

D' = aB'H-b, D" = aB"-f-h, 

und folglich : 

(D'^D") = a(B-B"), 
so ergibt sich: 

[v-fau]w = 0. 
Wir kommen imracf zu derselben Gleichung, welche zwei der in Bede stehenden Citr- 
ven wir auch zusammenstellen mögen, und da diese Gleichung den Anfangspunct der 
Coordinaten und einen un-indlich weit liegenden Punct darstellt, so ist die obige Be- 
hauptung gerechtfertigt. Diejenige Bichtung, nach welcher der unendlich weit entfernte 
Punct liegt, bestimmt sich durch den Coefficicnten a der gegebenen Bedingnugs-Glelchung. 
Die Bichtung der beiden durch den Anfangspunct gehenden geraden Linien bestimmi 
sich unmittelbar durch die Gleichung: 

Cv=4-2Euv+-Fn' = o, 
die aus der allgemeinen Gleichung sich ergibt, indem man w = o setzt. Um die Durch- 
schnitte der beiden parallelen Tangenten mit der zweiten Ase zu erhalten, können wir, 
der Bedingungs - Gleichung (l) Genüge leistend, in der allgemeinen Gleichung B = o 
und D = b nehmen und dann für v in dieselbe (—au) substituiren. Auf diese Welso 
kommt: 

Aw'-J-2buw-f-(Ca*— 2Ea4-F}u= ^ o. 

538. Wenn die Coefficicnten A und B beide beliebig angenommen werden, jedoch 
so, dass zwischen denselben irgend eine gegebene Gleichung des ersten Grades besteht 
und die übrigen Coefficienten ein für alle Mal gegehen sind, so berühren alle Curven, 
welche unter diesen Beschränkungen durch die allgemeine Gleichung noch dargestellt 
werden können, dieselben vier gerade Linien, von welchen zwei durch den Anfangspunct 
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rlcr Coordinaten gehen und die beiden tibrigcü ia einem zweiten Punctc der ersten Axe 
sicli schneiden. 
Ks sei: 

B = aÄ+I>, CO 

die gegebene IJcdingungs -Glcichnng. Wenn wir alsdann irgend zwei der in Rede ste- 
henden Curvcrt durch die beiden Gleichungen: 

A'w--f-2B'vw+Cv^-f-aDiiwW-2E[iv-f-Fu^ = 0, . , 

A"w^+2B"vwH-CvH-aDiiw+2Env-*-Fn^ = o, ^^' 

darstellen, sö ergibt sich, wenn wir abziehen: 

[(A'-A")w+2(B'-B>wjw = 05 
und diese Gleichung verwandelt sich, da nach der gegebenen IJedlngiings'- Gleichung: 

(B-B-) = a(A-A"), 
in foigendc 1 

(w+2av)w =» o. CO 

Da diese Gleichung, welche zwei sojche Puncte darstellt, die auf der ersten Axe liegen 
und von denen der eine üherdiess mit dem Anfangspuncte zusammenfällt, unabhängig ist 
von der besondern Auswahl der beiden Curven C^)) so Ist die ohlge Behauptung be- 
wiesen. 

Die Ase der x ist also eine Diagonale derjenigen vierseitigen Figurj der alle in Kede 
stehenden Curven zweiter Classe eingeschrieben sind. Von den beiden Durcbschnitts- 
puncten, welche diese Diagonale verbindet, fällt der eine mit dem Anfangspuncte zusam- 
men, die Abscisse des andern ist 2a. Die Mittelpancte aller jener Curven liegen in ge- 
rader Linie und, diese gerade Linie schneidet in die zweite Axe in einem solchen Puncte 
ein, dessen Ordinate ( — j^ j ist. Wenn h gleich Null ist, so ist die zweite Axe 
dieser geraden Linie parallel. Die Püchtung der Seiten des allen- Curven umschriebenen 
Vierecks bestimmt sich durch die gegebenen Coefficienten, C, D, E und F nud durch a 
und b. Wir erhalten nemlich zur Bestimmung der Richtung der beiden durch den An- 
\fangspunct der Coordinaten gehenden Seiten jenes Vierecks die Gleichung: 
Cv^+2Euv-hFn^ = o, CO 

ejne Gleichung, die von a und h unabhängig ist, und zur Bestimmung der beiden übri- 
gen Selten etwa, indem wir B = o und also A = — setzen, die beiden Gleichungen: 

iv+Fu^ = 0, 

w+2av =s 0, 

aus denen folgende/slcb ergibt: 

CC-Aab)vH2CE— 2Da)uv+Fu' = 0. CO 

Nach dem Vorstehenden können wir auch, wenn irgend ein Viereck gegeben ist, 
indem wir einen Winkelpo.net desselben zum Anfangspuncte der Coordinaten nehmen 
nnd die erste Ase zugleich durch den gegenüberliegenden Winkelpunct legen, die allge- 
meine Gleichung aller derjenigen Curven zweiter Classe bestimmen, welche diesem Vier- 
eck eingeschrieben sind und sonacb auf eine leichte Weise alle Eigenschaften solcher 
Cnrven im Allgemeinen und jeder derselben insbesondere entwickeln. Auf Beispiele hier- 
von werden wir in dem Folgenden zurückkomtnen , nnd zum Beispiel auf diesem Wege 
die grösstc unter allen denjenigen. Ellipsen bestimmen, die einem gegebenen Vierecke 
eingeschrieben werden können. 
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539. Die Sätze der beiden vorigen Nummern sind zv^ei Fälle folgenden allgfinel- 
nern Satzes: 

Alle Curpen, tvelche durch die allgemeine Gleichung -dargestellt werden können, 
svenn irgend vier Coefficienten dieser Gleichung ein für alle Mal gegeben sind und 
zwischen den beiden übrigen eine gegebene Gleichung des ersten Grades Statt findet, 
berühren dieselben vier geraden Linie. 

Dieser Satz schlxcsst so viele einzelne Falle in sich ein, als die sechs Coefficienten 

6,5 
der allgemeinen Gleichung sich zu zwei comhiniren lassen, also -^ = ]5, Wir wollen 

diese verschiedenen Fälle in folgendem Schema zusammenstellen, indem wir dieselbe 
durch die Bedingungs- Gleichung zwischen den jedesmaligen beiden Coefficienten untei?- 
scheidcn- 

fZwei Seiten des, allen durch die allgemeine GIcichimg darge- 
stellten CurvCQ, umschriebenen "Vierecks schneiden sich im An- 
faiigspuncte der Coordinalen; die beiden übrigen in einem Puncte 
der ersten Ase , dessen Abscisse gleich 2a ist (53ü). 

(Zwei Seiten dos Vierecks schneiden sich im Anfangspiineie, 
die beiden übrigen in einem Poncte der zweiten Ase, dessen Or- 
dinale gleich 2a ist. 

Die gegenüberliegenden Seiten des umschriebenen Yierecfcs 

.schneiden sieb In solchen zwei Puncten der ersten Ase, die zu 

ibeidcn Seiten des Anfangspunctes gleich weit, nemlich um ±a 

»von demselben entfernt liegen. Man erhält für diese Sellenpaare 

C+a*A— b' =e o l^^^ einem ähnlichen Wege, wie in den vorigen beiden Wtn 



. B = aA+b 



. Ü -. 



aA+b 



4. F+a'A—b^ 



0. F =. aaD+b^ 



JCb^+2Ba)v*-l-2CE+Da}iiv-i-Fn^ = o.f 

( w = — av, } 

([b^— 2Ba)v'-i-2(E— Da}uv4-Fu= = J 

Die gegenüberliegenden Seiten des umschriebenen Vierecks 

schneiden sich in solchen zwei Puncten der zweiten Ase , deren 

Ordinalen +a sind. 

Zwei Seiten des umschriebenen Vierecks sind der ersten Axe 
parallel. Diejenigen beiden Pimcte, in welchen dieselben in die 
zweite Axe einschneiden, sind durch folgende (,'ileichnng gegeben: 

Aw^+2DiTW-fFu^ = o. 
Die beiden übrigen Seiten schneiden sich in einem Puncte der 
ersten Axe, dessen Abscisse gleich a ist; ihre Ricbumg ist durch 
folgende Gleichung gegeben; 

(Aa'+b^)Y'+2(E— Da)uv+Fn« = o. 
Zwei Seiten des Vierecks sind der zweiten Axe parallel^ ,di« 
.beiden übrigen schneiden sich in pinem Puncte derselben Axe, 
dessen Ordinale gleich a ist. 
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/ Zwei Seiten des umschrleljenen YiereclcS schnciclfin sich 
JAnfangspuncte der Coordlnaten; die beiden übrigen sind parallel 
luiid i 



iingspuncte der Coordlnaten; die beiden übrigen sind parallel 
ihre Richtung ist durch die Gleichung' ( • — 1 =? a gpgebi'u 

1(537). 

, Zwei Seiten des nRischriebencn Vierecks sind der ersten Axo 
Iparallel, ihre Durchschnitlspnncle mit der zwcilen Axc sind durch 
ifolgende Glcichnng bcstiinml: 

3 F = aB+b= ] ' ■ Aw^+2Dn\v+Fu^ = o. 

vDie beiden übrigen Seilen' schneiden sich anf der zweiton Asc irt 

jeinem Pimclc, dessen Ordinate gleich a ist; die Richtung der- 

iselbcn wird durch, folgende Gleichung gegeben: 

[ Cv=+ 2Euv+[Äa'— 2Da+F)n^ = o. 

f Zwei Selten des Vierecks sind der zweiten Axe parallel ; die 

9. E = aD-fb' <beiden übrigen scbneiden sich in einem Pimcte der ersten Axe, 

'dessen Abscisse gleich a Ist. 

iDas umschriebene Viereck ist ein Parallelogramm, worin 
zwei Seiten der ersten Asc parallel sind und dessen beide übrigen 
Seiten, der Richtung nach, durch die Gleichung ( — ] =: ;t 
bestimmt werden. Die Durchschnittspuncte jener beiden erstci: 
Seiten mit der «weiten Axe sind durch folgende Gleichung", ge- 
Aw^+2Duw+Fu* = o, 
lind die Dnrcbscbnittspancte der beiden andern Seiten mit dorsel- 
ben Asc durch die Gleichung: 
Aw^+2(D— Ba)uw+(F+b^)tt^ = o. 
!Das Viereck ist ein Parallelogramm , in welchem zwei Sei- 
ten der zweiten Axe parallel sind «nd die Richtung der beiden 
übrigen durch die Gleichung ( — ) — a sich bestimmt. 

iDas umschriebene Viereck ist ein Parallelogramm. Die ge- 
genüberliegenden Seiten desselben «nd die beiden Axen haben die 
Richtung von vier Harmonicalen. Man erhält für die Seiten des 
Parallelogramms folgende Coordinaten-Bestimmung: 
V = +au 
Aiv'+2(D+Ba)uw±(2E+b^a)aa* = 0, 
wobei mr die obern und untern Zeichen zusammennehmen müs- 



12. C+a=F-b* 



13. E = aA+b. / Die Bestimmung der vier, alle durch die allgemeine Glei- 

14. C = aD+b. Jchung dargestellten Curven berührenden, geraden Xjinicn Ist we- 

15. F = aB+h. (nigcr einfach.;*) 



*) Eip analoges Seliema ergibt slcli , wcnit "^ir von der aligemeinen Gleiebung der Curven 
■»weiter Ordnongi 

aj-^+2l,xj+cx'+2(lji+2cs:t+fz' = o, 
ausgehen. Wcim nemlich irgend vier Cocflicienlen diescc Gleichung ein fiir »He Mal gc- 
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540. Wenn wir über die in jedem der verscliiedeftcn Fälle Jcr vorigen Nummer ein 
für alle Mal gegebenen vier Coefficienten besondere Annahmen macben, so erhalten wir 
die allgemeinen Gleichungen von Curven, die mannigfaltigen Bestimmungen unterworfen 
sind und eine bestimmte Lage in Beziehung anf das Coordlnalen-Systent Iiaben. Wir 
wefden ein Beispiel hiervon, in einem der folgenden Paragraphen, in dem wir uns 
mit der Osculation der (jurven zweiter Classe beschäftigen werden, ausführlich behan- 
deln. Hier wollen wir uns auf einige Andenlitngcn üb.er denjenigen fall beschränken, wo 
A =a o, und also alle Curven Parabeln sind. 

Jn 5. — 9. Falle der vorigen Nummer berühren alle durch die allgemeine Giejcbnng 
dargestellten Parabeln die Seiten desselben Dreiecks, Jn dem 5- uml 6. Falle liegt ein 
WInkelpnnct dieses Dreiecks auf einer der Leiden Coordinalen- Axen und die diesem 
Winkelpuncte gegenüberliegende Seite des Dreiecks ist derselben Äxe parallel. In dem 
7. Falle fällt ein Winkelpunct des Dreiecks in den Anfangspnnct, In dem 8, und 9- Falle 
liegt ein .Winkelpunct des Dreiecks anf einer der beiden Coord.inaten- Äsen und die ge- 
genüberliegende Seite ist der andern Axe parallel- 

In dem 10, — 12. Falle der vorigen Nummer ist die HicLlung der Durchmesser aller 
Par.iheln gegeben C4Ö4) und alle Parabeln berühren dieselben beiden geraden Linien. In 
den beiden ersten dieser drei Falle ist von diesen beiden geraden Linien eine einer der 
beiden Coordlnaten-Axen parallel; in dem letzten Falle haben diese beiden geraden Li- 
nien und die ijeiden Coordinaten' Axen die Richtung von vjer Harmonicalcn, 

541. Auch der allgemeinere Satz der 539. Plummer ist nur ein besonderer Fall von 
folgendem Satze: 



geben sind unil mischen den beiden übrigen eine gegebene lineare Bcilingungs- Gleichung 
Statt findet, so gelieu alle Curven, weichet unter dieser BescEiräDkung, durcu die aligo- 
meine Gleichung noch dargestellt werden können, durch dieselben vier Puncte. Hiernach 
erhalten wir folgende 15 verschiedene Fälle, die wjr ilurdi diejenigcii hcidca Cocflicienlen, 
welche unbestimmt bleiben,, bezeichnen wollen, 

a b. i ■'^"'^ Curven gehen durch zwei feste Punclc einer durch den Anfangspnnct go- 
' ' jhenden geraden Linie, und überdless einmal durch zwei feste Puncte der <erslen, 
"' ^' (das audere Mal durch zwei feste Puncte der zweiten Asc, 

I Alle Curven gehen durch die vier Winkelpuncte eines Parallogranimes, dessen 
a, c. jbetde Dl.igonalen durch den Anfangspuncl gehen and piit den beiden Coordina- 
(len-Axen vier HarmonJcalen bilden. 



^ j Alle Curven gehen durch die vier Winkelpuncle eines Parallel - Trapezes, von 

' ' Messen parallelen Seiten eine in eine der beiden Coordinalco - Axcn fällt, und die 

'^' ^" (andere derselben Ase parallel ist, 

j f ( Alle Curven gehen durch die vier Wjnkelpuncte eines Parallel- Trapeies, des- 

, Jsen parallele Seiten einer der beiden Coordiiiaten - ^sen parallel sind und gleich 

*^t '■ (weit von derselben entfernt liegen. 

h, d. I Alle Curven gehen durch zvte'i fesle Puncte einer Coordinaten-Äse und durch 

b, e. jüwei feste Puncte einer der andern Coordiualcn- Ase parallelen geraden Ijnie. 

jj p l Alle Curven sind ähnliche und ähnlich liegende und gehen iiberdiess durch 

' " (zwei feste Puncte einer durch den Anfangspuuct gchcadeö geraden Linie. 

A f, j Alle Curven sind ähnliche und ähnlich liegende und gehen durch zwei festa 
<Puncte einer solchen geraden Linie, die einer der beiden Coordinalen - Äsen pa- 
'rallel ist. -^ & ' 

Jiie Bestimmung der vier gern ein sc ha fluchen DurchschBilf spunde ist weniger ein- 



f. 
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Wenn zwischen den Coeßdenten der allgemeinen Gleichung fünf Bedingungs- 
Gleichungen des ersten Grades Statt finden , so berühren alle Curven , welche unter 
diesen Beschränkungen durch die allgemeine Gleichung noch dargestellt werden kön- 
nen, dieselben uier geraden Linien, 

Wir führen diesen Satz hJtr bloss an. In der zweiten Abtheilung dieses Bandes Mird 
dersellie, so wie die analogen Sätze für Curven irgend einer beliebigen Classe, dnrcb 
aJlgenieiiie ßetiacbtungen unmittelbar sich ergeben. 

5 i|. 

Neue Tangenten - Theorie. 

$1,1. Die allgemeine Theorit^ des Conlactos, die ich in den folgenden Nummern ent- 
wickeln werde, ergibt sich anmitlelbar aus der geometrischen Deutung des sogenannten 
Theorems über die homogenen Functionen. Nach diesem Theorem^ das ich 
hier als bekannt voraussetze*), hat man, wenn 

U = o (,) 

irgend eme homogene algebraische C.leichimg von w'nem beliebigen, etwa dem m., Grade 
zwischen den drei veränderlichen Grüssen u, v und w ist: 

dU du ,dU, 

■V-W+ ,-v-f--<lu = mXi, 

dw dv du 

d'U d'U d^J , , , ,. 

dudw dudv du^ ^ ^ 

' ^, d^U . , , d^ü . ^ d''U , ^ d'U d^u , 

'^ dv^dw dv' dudw= dudvdw duMw 

d'U ,,„däu , d^u , 

'd^^"'+'d55dv"^+j^"' = mCm-i)(m-2).U, 



5US. Wenn wir in der nachstehenden Gleichung die partiellen Differential -Coeffi- 
cienten auf die bestimmten V\erthe irgend einer gegebenen Tangente (w', v', u') der ge- 
gebenen Curve (1) bezieben, und dieselben zur Unterscheidung einklammern, so stellt 
die Gleichung: 

/dU\ /dU\ /dU\ 
(d->'^(d7J^^Cd;^> = '*' t'> 

einen solchen Punct dar, der anf der gegebenen Tangente liegt, weil diese Gleichung, 
wenn wir w = w, v t= V nnd u = o' setzen, nach dem eben angeführten Theorem 
kerne andere ist, als die Gleichung der gegebenen Curve, wenn wir in diese Gleichung 
die Goordinaten-AVerthe jener Tangente snbstituiren und mit m mnllipliciren. 

Wenn wir ferner die Gleichung der gegebenen Curve vollständig in Beziehung anf 

die drei voväuderlichcn Grossen w, v und u dlfferentüren, so kommt: 

du, du, dU, 
, dw-H-T-'JV+-r du =■ o. 
dw dv da 



*) Vergl. LAcnoix , Traue ekmentaire da Calcul dife'rentiel et integral, Quatri^nto J 

n. 5.S 
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Differcnliiren wir ebenfalls die Gleichung (2), in welclicr die Coefficienlen constant sind, 
so ergibt sldi! 

Diese beiden Differential- Gleichungen sind identisch, wenn wir in die erstere dcrselJjen 
nach der Differentiation w ~ w', v = v und u — n' setzen. Es ist also gleichviel, ob 
wir von der geraden Linie (w', V, a), welche eine Tangente der gegebenen Ourve (i) ist, 
auf dieser Ciirve zu einer benachbarten Tangente, oder von derselben geraden Linie, 
welche auch durch den Punct (9) geht, zu einer benachbarten, durch denselben Pnncl 
gehenden, geraden Linie übergehen. Zwei auf einander folgende Tangenten jener Curve 
gehen beide durch diesen Puncl; dieser Punct liegt auf dem Umfange der Curve: er ist 
derBerührungspunctaiifder gegebenen Tangente. 

Sitk- Indem wir die partiellen Differential - Coefficienlen der hohem Ordnung, wel- 
che sich auf eine gegebene Tangente (w', v, n) beziehen, zur Unterscheidung, ebenfalls 
in Klammern einscbliessen, stellt die Gleicbnng: 
/d^U\ . / d^TJ \ , /d=U\ ^ , „/ d^ü \ /d^U\ /d^Uv , , , 

eine Curve zweiter Classe dar, deren Beziehung zu der gegebenen Curve wir jetzt nach- 
weisen wollen. 

Wach dem Theorem üben die homogenen Functionen ist die letzte Gleichung mit 
der Gleichung (i) identisch, wenn wir die letztgenannte Gleichung mit m(m— l) mullipli- 
ciren und dann in beiden Gleichungen w z=s w', v = v' und n = u' setzen. Die gegebene 
Tangente der Curve (l) ist also auch eine Tangente der durch die Gleichung (3) darge- 
stellten Curve zweiter Classe. 

Der Kürze halber wollen wir die Gleichung (3) auf folgende Weise schreiben; 
"W - 0. 
Alsdann erhalten wir: 

/dW\ , /dW\ , /dW\ 

(^>-^C-^>"+(-dr> = «• 

für die Gleichung desjenigen Punctes, in welchem die Curve zweiter Classe von der ge- 
gebenen gemeinschaftlichen Tangente (w', v', u') berührt wird, wenn wir die partiellen 
Differential- Coefficienten auf diese Tangente beziehen. ^Yir können leicht zeigen, dass 
diese Gleichung auf die Gleichung (2) zurückgeführt werden kann. Da iiemllch j— 
eine ebenfalls homogene Function und zwar vom (m— l). Grade ist, SO ergibt sich: 

d'Ü d^U d'U . ,dü 

d^^'^*^d;d^''"^düH^" - ^'""^•'d^- 

dW 
Der erste Theil dieser Gleichung ist aber nichts anders als *A~^ — und somit kommt: 

dW ^ 2,n,_jjdÜ ' ^ 

dw dw" 

Auf ähnliche Weise erhält man: 

dW „, .,dü 

dW „, ,dü 
du ^ 'du 
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/aw\ ^ /iiw\ j^/avv\ „ ,,i/'<>v\ ,/<iu\ ./aus , 

Es beriilirt also die gerade Linie (w', v', n) die beiden Curven (l) und (3) iii demselben 

Punctc. 

Wenn wir die gegebene Gleichung (l) zweimal nach einander -vollständig dlfferentü- 
ren, so kommt; 

-j— ,dw^ + 2,-j dvdw+-r-^dv^4-2T--r-dudw+2-j— j-dudv+T— rdu^ = o. 

Uifferentiiren wir ebenso die Gleichung (3), in welcher die partiellen Differential- CoefS- 
cienten constanE sind, so Icommt, wenn wir zugleich durch 2 dividiren; 



(S)- 



Diese beiden Differenlial - Gleichungen sind identisch, wenn wir in der erstem für die 
veränderlichen Grössen die Coordinaten-Werthe der gegebenen Tangente substitnlren. 
Die beiden durch (l) und (3) dargestellten Curven haben also nicht bloss eine gemein- 
schaftliche Tangente und auf dieser gemeinschaftlichen Tangente denselben Beruhmngs- 
pnnct, sondern sie haben auch in diesem Puncte einen innigem Contact, einen Con- 
tact der zweiten Ordnung. 

545. Wir können diese Entwicktangen beliebig ausdehnen. Damit dass Gesetz der- 
selben sich deutlicher ergebe, wollen wir auch noch einen Contact der dritten Ordnung 
betrachten. Folgende Gleichung nemjich: 

, / d'U \ / d^U \ , / d^U \ , / d^ü \ , / d'ü \ , , , 

stellt eine Curve dritter Classe dar, die mit der gegebenen Cui-ve auf der gegebenen 
Tangente (auf welche sich auch die eingeklammerten Differential- Coefficienten beziehen) 
einen Contact dritter Ordnung hat. Denn erstlich ist wiederum ersichtlich, dass auch 
diese Cnrve die gegebene Tangente (w', v', u) berührt, weil man die identische Gleichung 

V = m(m-l)(m-3)U 
■erhält, indem man der KUrge halber die Gleichung der Cur\'e dritter Classc durch 

V = o 
darstellt und in diese Gleichung und in die Gleichung der gegebenen Curve die Coordl- 
na.tcn - Werlhe w', v' und n substltulrt. Ferner ergibt sich, ebenfalls nach dem nun 
oft. schon cn,viibnten Theorem, indem wir, neben den bisher gebrauchten Abkürzungen, 
anch noch, statt der Gleichung (2), 

X = o 
schreiben: 

=, 3.2.(in— 1)W. 
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Die Leiden Curven (j) und (k) werden also von tler gegebenen geraden Linie in denisel- 
beft Pnncte (2) berührt, und babeii beide mit der Curve zweiter Classe (3) in diesem 
Pancte einen Contact zweiter Ordnung. Ucberdiess erbält man, wenn man die beiden 
Gicichnngen (l) und (4) dreimal nach einander vollständig differontiict, und Alles" auf die 
gegebene Tangente (w', v', u) bezieht, folgende identische Gleichung: 

d'Y = 3.3.1.däü. 
Die beiden Cnrven haben also auf der gegebenen Tangente einen Con- 
tact decdritten Ordnung.*) 

5^0. Wir können also, wenn irgend eine Curve und eine Tangente derselben gege- 
ben ist, die Gleichung des Beiuhrungspunctes auf dieser Tangente, and solche Curven 
zweiter, dritter, . . Classe bestimmen, die mit der gegebenen Curve einen Contact der 
zweiten, dritten, . . Ordnung haben, so dass wir, wenn wir bloss eine geringere' oder 
grössere Genauigfceit beabsichtigen, statt eines Stückes der gegebenen Curve, das sich 
nicht weit von dem Beriihrungspuncte auf der gegebenen Tangente erstreckt, nur ein 
Stück einer Curve zweiter, dritter, . . Classe zn betrachten brauchen. Wenn m eine 
gan^c positive Zahl ist, so erhalten wir nach der eben entwickelten Methode osculirende 
Curven der zweiten bis (m — l). Classe. Wollten wir nach demselben Verfahren dia 
Gleichung einer Curve des m. Grades^ die also mit der gegebenen einen Contact der m. 
Ordnung haben würde, entwickeln, sa würden wir auf die Gleichung der gegebonen 
Curve selbst zurückkommen. Und weiter können wir alsdann nicht gehen. Wenn aber 
m eine ganze Zahl und negativ, oder wenn m eine gebrochene Zahl ist, so können wir 
Curven jeder beliebigen Classe bestimmen, die mit der gegebenen Curve einen Contact 
der entsprechenden Ordnung haben, 

Wenn wir zum Beispiel folgende Gleichung nehmen: 

5+B+l » o, 

n V w 
welche nach der 468. Nummer eine, die beiden Coordinaten-Axen berührende, Parabel 
darstellt, so erhalten wir für den Bcriihrungspunct auf einer gegebenen Tangente 
(w', v', u) folgende Gleichung; 



■> Wenn wir, wie gewöhnlich, irgend, eine Curve durch eine Gleichung iwiscben y nnd « 
darstellen, so können wir diese Gleichung nach der Bemerkung aur 410. Nummer . durch 
Hiiu!tifiip[iing einer dritten veränderlichen Grösse 1. sogleich homogen machen und dann auf 
solche Gleichungen eiae Theorie des Contaetes gründen, die der. Im Texte entwlclielten, 
gana analog ist. 

Wir wollen uns Mer mit eiuer blossen Andeutung begnügen. Es sei: 
Z = 0, 
irgend eine homogene Gleichung irgend eines m. Grades iwischen z, y und x, durdi wel- 
che also eine. Curve der m. Orduung dargestellt wird. Wenn {z, j, s') irgend ein gegebe- 
ner PuQct dieser Curve ist, so ist; 

die Gleichung der Taneente in diesem Puncte und: 

/d^Z\ /d=Z-\ /d=Z\ , / d^Z \ / d=Z \, , /d^Z\ , 

die Gleichung einer os:cu!iren d en Curve «weiter Ordnung m demselben Pancte, 
tt. 8. w,, wenn wir die partiellen Differential - Coefiicienten auf den Punct (x, j, x) be- 

zieb.en. 
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Wir erhalten ferner: 



a* V* w* 
für die Gleichung einer die gegebene Parabel anf der gegebenen Tangente (w', v', u) os- 
cnlirendcn Curve zweiter Classe. Diese Curve aweiter Classe hat, was die Form ihrer 
Gleichung zeigt, zwei zugeordnete Durchmessor, welche mit den beiden Coordinaten- 
AxcD zusammenfalien. 

5^7- Wir können anch, ohne dabei irgend einer Schwierigkeit zu begegnen, auf 
die in dem Yorstehendon entwickelte Theorie des Contactes Granz -Betrachtungen an- 
wenden, lind ihr dadurch, In jeder Beziehung, dieselbe Evidenz geben als der gewöhnli- 
chen Theorie. Da diese Betrachtungen indess nichts Neues darbieten würden, so gehe 
ich hier in dieselben nicht ein, und da wir überdiess später die verschiedenen Arten des 
Contactes zweier Curven noch aus einem andern Gesichtspuncte betrachten werden, so 
beschränken v/ir uns in dem Folgenden bloss auf die Berlibrung zwiscben einer gegebe- 
nen Cnrve zweiter Classe und einer gegebenen geraden Jjinie. 

Es sei wiederum: 

Aw'+2Bvw4-Cv24-2Düw-+.2Euv4-Fn' = o, 
die allgemeine Gleichung der Curven dieser Classe, und (w", v", u") eine gegebene, diese 
Curve berührende, gerade Linie. Bezeichnen wir den ersten Theil der vorstehenden Glei- 
chung) der Kürze halber, durch U, so kommt; 

g = 2(Aw4.Bv-i-Du), 

^ « a(Bw-j-Cv^-Eu), 

^ = 2CDw+Ev4-Fu)i 
du ^ 

und mitbin erhält man für die Gleichung des Berührungspunctes auf der gegebenen ge- 
raden Linie: 

(Aw"-f"Bv"-f*Dn")w-*-(Bw"*^Gv"-+-Eu")v-h(Dw"-4-Ev"-f-FLi")ü = o. 

548. Die End - Gleichung der vorigen Nummer ist in Beziehung auf die drei verän- 
derlichen Grössen V.', V und a und die drei Coordinaten der gegebenen Tangente w', 
v" nnd a" symmetrisch, so dass wir sie auch auf folgende Weise schreiben können: 
(Aw+-Bv-f-Du)w"4-(Bw-f-Cv4-En)v"-4-(Dw-j-Ev-!-Fu)u" = o. . <,) 

Wenn noch irgend eine zweite Tangente (w"', ▼'", u'") der Curve zweiter Classe ge- 
geben ist, so erhallen wit für den Beruh rungspunct auf dieser zweiten Tangente: 

(Aw-i-Bv+Du)w'"-i-[Bw+CvH-Eu)v"'+(D\v-!-Ev+Fu)u" = 0. (0 

Die beiden Gleichungen (1) und (2) werden beide befriedigt, wenn wie in dieselben die 
Coordinaten-Wcrthe derjenigen geraden Linie, welche die beiden Beriihrungspnncte auf 
den beiden Tangenten verbindet, statt der veränderlichen Grossen subslituiren. Substi- 
tüiren wir wirklich, indem wir jene Coordinaten -Werthe w', v' und u' nennen und be- 
trachten alsdann w", v" und u" in (l) und w'", v" nnd n" In (2) als veränderlich und las- 
sen demzufolge die Accenie fort, so geben beide Gleichungen in folgende über: 

(Aw'4-Bv'-l-DQ'}w+(Bw'+Cv'+En>-i-(Dw'-(-Ev-+Fu')n = 0. (ä) 

Diese Gleichung stellt einen Panct dar, und dieser Pimct ist feein anderer als dar 
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Durchschnitt Jer beiden gegebenen Tangenten (w"', v'", q'") nnd (w", y", n"), weil die 
Coordinaten beider Tangenten die letste Gleichung befriedigen. Die Gleichung (3) stellt 
den Pol der geraden Linie (w", v', n), die wir als irgend eine gegebene betrachten kön- 
nen, dar. Wenn die gegebene gerade Linie die gegebene Curve bdrührt, so ist der Bs- 
rührungspunct ihr Pol, Auch wenn die gegebene gerade Linie der Curve nicht begegnet, 
nennen wir den durch (.3) dargestellten Punct ihren Pol. Die Giclchnng (3) stellt immee 
einen reellen Pnnct dar, also auch dann, wenn die gegebene Curve zweiter Classc in .ein 
System von zwei Pnncten übergeht oder imaginär wird. In dem erstem Falle haben wir 
bereits in der 526. Nummer die geoaietrische Conslruction des Poles nachgewiesen. 

549. Wenn wir für die gegebene gerade Linie (w', y', a), deren Pol wir nach dem 
Vorstehenden durch die Gleichung: 

^w' — — 

dw '^dv*"*'da'^ 

darstellen können, insbesondere die erste Axe nehmen, so mtisscn wir w' = o und 
v' = o setzen, nnd erhalten hiernach für ihren Pol die Gleichung 

Auf ähnliche Weise erhalten wir für die Gleichung des Poles der zweiten Axe, in- 
dem wir w' =; o und n' => o setzen: 

^ = 2(Bw-f-Cv-f.Eu) = 0. 
indem wir endlich v' =: o und n' = o setzen, ergibt sich 

^ = 2(Aw-f.Bv-f.DiO = o 
für die Gieichnng des Poles einer nnendlich weit entfernten geraden Linie^ eines Punc- 
tes also, durch den alle geraden Linien gehen, welche die Bcrührnngspuncte auf irgend 
aweien parallelen Tangenten verbinden, des Mittelpunctes der Curve. 

550. Zu den Resultaten der vorigen Nummer können wir auch gelangen, indem wir 
den Gegenstand aus einem andern Gesichtspuncte betrachten. Wenn wir ncmlicb n etwa 
gleich Eins setzen, so kommt: 

dU 

dw_ Tv 

dv ^ dÜ'- 
dw 
Für ein mmlr/ium oder maximum von w verschwindet bekanntlich -r- «nd es ergibt sich: 
dU 

Da w das von der jedesmaligen geraden Linie auf der zweiten Aae bestimmte, negativ 
genommene, Segment bedeutet, so bezieht sich jenes maximum nnd minimum auf die 
Tangenten in den beiden Durchschnittspnncten der zweiten Axe mit der Curve zweiter 
Clause. Diese Puncte, welche als die Durchschnittspunctc zweier unmittelbar auf einan- 
der folgender Tangenten der Curve anzusehen sind, bilden den Ucbergang von solchen 
Pnncten der zweiten Axe, von welchen aus zwei reelle Tangenten sich an die Curve lagen 
lassen,, za solchen Puncten, für welche diese Tangenten imaginär werden. Da die letzt« 
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Gleitbnng vom ersten Gi:atle ist, so stellt sie also doiijeiiigen Punct dar, in welclieu die 
heiden Tangenten iii jenen heiden Durchschnitts^ mieten der Curve mit der zweiten Axe 
aich schneiden. 

Bei derselben YoraussetziiiiK als eben, verschwindet -r- und v wird also mazimiim 

dw 
oder mintmum, wenn: 

dÜ ^ ^ 
dw 
V bezieht sich auf die Richtung der jedesmaligen geraden Linie imd wird folglich ma:ti' 
murn oder minimum für die beiden Asymptoten der Cnrve zweiter Classe. Die letzte 
Gleichung wird also befriedigt, wenn wir die Coordinalcn- Wcrthe dieser beiden Asymp- 
toten in dieselbe snhstltiiiren, und stellt, da sie iiherdiess vom ersten Grade ist, den 
Darchschnitt der beiden Asymptoten, den MiUtlpnnct der Curve, dsr. ") 



) Wir kommen lu allgemeinen Resnlfaten, wenn wir die obige Scbiuasweise' auf Gui 
genii eiiier beliebigen Classe anwenden. Es sei: 



(.) 



die Gleielinng IreeaA einer Corve ireend einsr ni. Classe. Alsdann ist 

' t-' , « 

eine Gloicliang des (m— -1)- Grades, die eine Curve derselbe» Classe darsSelK, welche von 
denjenigen Tangenleo der gegebenen C«rve, Tiir. weiche w maximuni, oder mirdmum ist, 
fflso von den Tangenten in den Durchsciinitlspuncten der iefitgeaannten Cprve mit der awel- 
teu Ase, ebenfalls berührt wird. Die Coordinaten dieser Tangenten eriiaften wir durch 
Verbindung der vorstehenden beiden Gleichungen. Die Zab! dieser Tangenten helrägt also, 
im Allgemeinen, ra(ni— 1) und in eben so vielen Puncten wird die gegebene Curve rn, 
Classe von der zweiten Ase geschnittenj oder, mit andei-n Worten, eine (^uvve m. Classe 
ist, iin Allgemeinen, von der m(m — l). Ordnung. Da wir für die zweite Axe jede beliebige 
nehmen können, so erhalten wir sogleicli folgenden bekannten Satz: 

Die in[m~~t') Thngenten in den Durchschnittspuncten einer beliebigen geraden hinin, 
irdt einer Curfe m, ClassSf berühren ein, und dieselbe Curt^e {m — *). Classe. 

Die Gleichung t 

du 

T. - "' ^'^ . 

slellt elieiifalls eine Curve (in — l), Classe dar. Diese Curve wird von denjenigen Tangenten 
der gegebenen Curve, für welclie v maximum. oder minimnin ist, also von den Asyin|ito' 
ten der letztgenannten Curve, berührt. Zur Bestimmung dieser Asymptoten, deren es Im 
Allgemeinen m(m — 1) gibt, brauchen wir also nur zwischen (1) und (3) zu eliminire«. Zu- 
gleich ergibt sich folgender Salz: 

JJie m{rn~~i) Asymptoten einer Curve m, Classe umJwllen ein, und dieselbe Curt-e 
(m — *). Classe, 

Es folgt dieser Satz ans dem vorhergehenden, wenn wir, was erlaubt ist, annehmen, 
dass die Berührungspuncte auf den '..ymptoten, als uncndlieb weit entfernt liegende Punele 
derselben Ebene, In gerader Linie liegen. — 

Wenn wir von irgend einer homogenen Gleichung des in. Grades z\^ischeo k. y iinii z 
ansgehen und diese Gleichung, der Kürze halber, durch 

Z = o, c*) 

bezeichnen, so stellen die Gleichungen: 

dZ _ dZ _ 

dx ' dj ' 

Curven der {m — 1). Ordnung dar, welche dnrch dleienlgen iii(m — t) Pnnete der gegebenen 
Curve geben, denen ein maximum oder nÜTiimum der Ordinaten ond Abscissen entspricht 
und die also die Berübrnngspuncfe auf denjenigen Tangenten der gegebenen Curve sind, 
welche der ersten imd zweiten Coordinaten- Axe parallel sind. Ebenso slellt die Gleichung! 



y Google 



120 Znr Theorie der 

551. %Vir wollen in dieser Nummer diejemge Bedlngiings- Gleichung entwickehi, 
welche Statt finden musSs \venn der durch die Gleichang: 

z'H'+x'v-fy'n = o, (i) 

dargestellte Punci, anf einer geg'ebenen CxxTve zweiter Classe: 

Aw^+aBvw+Cv^+aDuw+aEuv+Fu^ ^ o, (3) 

liegen soll. Wenn die Gleichung des gegebenen Puncles mit der allgemeinen Gleichung 
des Berührungspunctes auf einer durch diesen Punct gehenden Tangente (w", y", u") iden- 
tisch sein soll, so erhalt man: 

Bw"+Cv"+Eu" x' Dw"+Ev'+Fn" _ y 

Aw"+Bv-+Du" '^ z • Aw"+Bv"+l)a" " *' ' ^^-' 

Nehen diesen beiden Gleichungen besieht auch folgende: 

z'w"+s'v"4-y'a" = 0, {*) 

und «m die gcsnchte Bedingungs-GIeichnng zu erhalten, brauchen wir nur zwischen den 
vorstehenden drei Gleichungen die Coordinalen der geraden Linie (w", v", n") zn elimlni- 
ren. Acf diese Weise kommt : 

(B^_AG)y'^+2(AE-BD)sy+[D^-AF)x'^+2(CD-BE)y'z+2(BF-DE)xV+(E'-CFJz'^ = o, (s) 
eine Gleichung, die derjenigen analog ist, zu der wir auf eißcm andern Wege schon in 
der k^k- Nummer gekommen sind. 

Wir hätten auch statt der Gleichung {k) folgende Gleichung: 

Aw"'+2Bv''w"+Cv"+2Du"w"4-2Eu"v"4-Fu''^ = o, 
nehmen und zwischen dieser Gleichung und den beiden Gleichungen (3) w", v" und a" 
pJiminiren können. Dicss ergibt sich a priori, weil der gegebene Punct auf der Curve 
liegen soll, kann aber auth ohne Mühe direct nachgewiesen werden. D^nn, addiren wir 
die beiden Gleichnngen (3), nachdem wir die erste derselben mit v" und die zweite mit 
\\ multiplicirt haben, so reducirt sich der erste Theil der resultirenden Gleichung, wenn 
wir zugleich anf die letzte Gleichung Rücksicht nehmen, anf ( — w") and somit erhalten 
wir die Gleichung (ii). 

552. Wenn wir y, x' und z als veränderlich betrachten, so ist (5) die Gleichuiw 
iwischen Punct -Coordinaten der durch (2) dargestellten Curve zweiter Classe. Der Kürze 
halber, wollen wir diese Gleichung auf folgende Weise schreiben: 

ayHabxy+cxHadyz+Üexz+fs* = Q, (s) 

indem wir die Accente fortlassen und 

h AE-BD c _ D'-A F 



eine Curve der (m — l). Ordnung dar, welche iluvch diejenigen m{m— 1) Puncte gebt, in 
welchen die durch den Aufangspunet der Coordinaten geheoaen Tangenten der gegebenen 
Curve dieselbe berühren; denn diesen PuncJen enfspricnl ein maximum, oder minimum des 
Quotienten der Atselssen der Puncte der Curve in die Ordinaten derselben (418). '\Venn 
daher die gegebene Curve [4) von der »weiten Ordnung ist, so stellen die Gleichungen (?) 
di^enigen beiden Durchmesser derselben dar, deren zugeordnete der ersten und zweiten 
Aie parallel sind, und die Gleichung (6) stellt die Polare des Anfangspunctes dar. Wir 
sehen zugleich, dass eine Cnrve m. Ordnung lui Allgemeinen von der mfra — 1). Classe ist, 
weil »11 eine solche Curve sich im Allgemeinen, von einem gegebenen Pupcte aus, m{m — 1) 
reelle oder imaginäre Tangenten legen lassen. 
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CD~BE e BF-DE 



(?) 



ä ~ B^-AG ' a " B=-AC ' 

f ^ E^-CF 
a B'-AC 

setzen. Wenn wir, nmgeketrt, von der Gleichung (6) ansgehen, und die Bedingungs- 
Gleichung suchen, dass die durch folgende Gleichung: 

w'z+v'x+u'y = o, 
dargestellte gerade Linie die gegebene Curve berühre, so erhalten wir, wenn wir zugleich 
die Accente von w', v' und u fortlassen (171): 

(b=— ae)wH2(ae— b<ljvw+(d^— afK+2(cd— be)uw+2(bf~d2)uv+(e^— cf)u' = o. 
Diese Gleichung stellt die durch (6) gegebene Curve zweiler Ordnung (und zweiter Classe) 
durch Linien -Coordinaten dar und ist also notbwendig mit der nrsprünglich gegebenen 
Gleichung identisch, so dass : 

B _ ao-bd C d^-af 

A ~ b^— ac ' Ä b'— ac' 

5 _ t^^— fae E bf-dc 

A ~~ b^— ac ' Ä ^ b^— ac' 

F ^ c'-cF 
A b^ — ac ' 
Die Cocfficicnten der beiden Gleicbtingen (2) und (6) werden also gegenseitig gerade 
auf dieselbe Weise durch einander ausgedrückt. Wir können uns hiervon auch dircct 
überzeugen, ohne die letzten Entwicklungen zu machen; denn ans den Gleichungen (7) 
erhalten wir nach einigen leichten Umformungen unmittelbar die Gleichungen (8). Um- 
gekehrt erbalten wir auch aus diesen Gleichungen jene. — 

553. Wenn wir der Gleichung des Punctes (l), der auf dem Umfange der Curve (2) 
liegt, folgende Form geben : 

n V -^ w ^ 
"a v w' ~ * 
so sind, wenn wir in dieser Gleichung die ohern Zeichen nehmen, w', v' und u' Coor- 
dinaten einer Diagonale desjenigen l'araüelogrammes, dessen Seiten den Coordinaten- 
Axen parallel sind und dessen andere Diagonale den Punct (9) mit dem Anfangspuncte 
verbindet. Es sind ferner w', %v' und VaU', wie man sogleich einsieht, Coordinaten der- 
jenigen geraden Linie, die durch den Punct (9) geht, und die, bis zu den Coordinaten- 
Axen Tcrlängert, in diesem Puncte halbirt wird. 

Wenn wir ferner in der Gleichung (9) die untern Zeichen nehmen, so sind w', v 
und n' Coordinaten einer solchen geraden Linie, die derjenigen parallel ist, welche den 
Punct (9) mit dem Anfangspuncte verbindet, und durch denjenigen Punct der zweiten 
Axe geht, dessen Ordinate der Ordinate jenes Punctes gleich ist. Es sind %v/, y^v' 
und a' Coordinaten derjenigen geraden Linie^ die durch den Punct (9) und denjenigen 
Punct der zweiten Axe geht, dessen Ordinate der halben Ordinale des Punctes (9) gleich 
Ist, und die also in einen solchen Piinct der ersten Axe einschneidet, dessen Abscissfi 
der negativ genommenen Abscisse des Punctes (9) gleich ist. 

554. Die Gleichung (5) steigt, wenn wir die Gleichung (9), statt der Gleichung (l), 
zu Grunde legen, in Beziehung auf die Constanten dieser neuen Gleichung, im Allge- 
meinen, bis zum vierten Grade und stellt also, wenn wir diese Constanten w', v' und o' 

IL iG 
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als Linien - Coordinaten und verändorlich betrachten, im Allgemeinen eine Carve vierter 
Classe dar. Wir wollen einige Fälle betrachten, wo der Grad dieser Gleichung' sich 
reducirt. 

Wenn wir von folgender Gleichung: 

Aw^+2Edv = o, 
die eine an£ ihre Asymptoten als Coordinaten -Äxen bezogene Hyperbel darstellt (ifil), 
aasgehen, so verwandelt sich die Gleichung (5) fjr diesen Fall in folgende: 

2Ax'j>'+Ez'* = 0. 
Wenn wir in diese Gleichung statt s', y' und z die Constanten der mit den obern 
Zeichen genommenen Gleichung (9) einführen, indem wir z' = ,, x' = -; nn^ y' = -, 

setzen, so ergibt sieh: 

2Aw'^+Ea'v' = 0, 
und endlich, wenn wir %v' = v nnd y^u' = u setzen, so kommen wir zu der Glei- 
chung : 

Aw'+2Euv = o, 
znrilck, von welcher wir ursprünglich ausgegangen sind. Wenn wir dieses Resultat nach 
der vorigen Nnmmer deuten, so erhalten wir den allbekannten Satz, dass jede von 
den Asymptoten einer Hyperbel bcgränzte Tangente derselben im B e- 
rührungspuncte halbirt wird. 

555. Wenn wir von der Gleichung: 

alivw+Fa^ = 0. 
welche eine Parabel darstellt, die auf einen ihrer Durchmesser, als erste, und die Tan- 
gente im Scheitel desselben, als zweite Axe, bezogen ist, ausgehen, so verwandelt sich 
die Gleichung (5) in folgende: 

By'*+2Fx'z' = o. 
W^enn wir in diese Gleichung die Consfanten der mit den untern Zeichen genommenen 

Gleichung (Q) einführen, und also z' = -,, s' = ~. und y' = — , setzen, so kommt: 
o '-" w y u 

BVw'+aFa'^ = o, 

und endlich, indem wir w nnd v statt '/^w' und '/jv' schreiben: 

2Bvw+Fu^ = o: 

die Gleichung, von der wir ursprünglich ausgegangen sind. Deuten ivir dieses Resultat 

nach der 553. Nummer, so erhalten wir den allbekannten Satz, dass für jeden Puncf 

der Parabel (auf die in dem Obigen bezeichneten Coordinaten- Axen bezogen) die 

Subtangcnte der doppelten Abscisse gleich ist, 

556. Wenn die gegebene Curve eine Hyperbel ist, und auf Coordinaten- Axen, die 
auf dem Umfange derselben sich schneiden und den Asymptoten parallel sind, bezogen 
wird, und demnach folgende Bedingungs-Gleichungen Statt finden: 

B^-AC = 0, D'-AF = o, E^-CF = 0, 

so reducirt sich die Gleichung (5) auf folgende: 

(AE-BD)xy+(GD-BE}y'z'+CBF-DE)x'z' = 0. 

Diese Gleichung verwandelt sich, da nach den vorstehenden Bedingungs-Gleichungen; 

CD-B E _ _ß _ E BF -DE _ D _ £ 

AE-BD " A " '•'D' AE-BD ~ A ~ D' 

in jede von folgenden beiden: 
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Axy-RyV-Dxz' = o, (,o) 

Dxy+Ey'z'— Fx'z' = O. (ir) 

Wenn wir nun erstens m die Gleichung (lO) die Constanten der mit den obera 

Zeichen genommonen Gleichung (9) einführen, indem wir z' = ■ „ x = — , und y =: — , 

setzen, so verwandelt sich dieselbe, wenn wir reduciren und die Accente fortlassen, in 
folgende Gleichuna: 

Aw+Bv+Du = o, 
welche, wenn wir w, v und u als veränderlich betrachten, den Mittelpunct der gegebe* 
nen Hyperbel darstellt. Deuten wir also nach der 553. Nummer, so erhalten wir folgen' 
den bekannten Satz: 

Eine Diagonale aller derjenigen Parallelogramme, deren zwei Winkelpuncte auf 
einer gegebenen Hyperbel liegen und deren Seiten den Asymptoten derselben parallel 
sind, geht immer durch den Mittelpunct der Hyperbel. (283) 

Wenn wir in der letzten Gleichung v und n mit 2v und 2u vertauschen, so er- 
gibt sich: 

^ Aw4-3Bv+2Du = o. 

Diese Gleichung stellt einen solchen Punct dar, der auf der gegebenen Hyperbel liegt 
und zwar auf demjenigen Durchmesser derselben, der zugleich durch den Anfangspunct 
geht. (533) Wir erhalten also folgenden bekannten Satz: 

ffenn man durch einen Endpunct eines beliebigen Durchmessers einer gegebenen 
Hyperbel zwei den Asymptoten derselben parallele gerade Linien zieht, so wird Jede 
durch den andern Endpunct gehende und von jenen Parallelen begranzte gerade Linie 
in ihrem Durchschnitte mit der Curve halbirt. 

557. Wenn wir zweitens in die Gleichung (ll) die Constanten der mit den un- 
tern Zeichen genommenen Gleichung (9) einführen und dann die Accente fortlassen, so 
verwandelt sich dieselbe in folgende: 

Uw-t-Ev+Fu = o. 
Diese Gleichung stellt den Pol der ersten Axe, also denjenigen Punct dar, in welchem 
die Tangente im Anfartgspuncte der jener Ase parallelen Asymptote begegnet. Wenn 
wir berücksichtigen , dass wir nach einander jeder der beiden Asymptoten der Hyperbel 
die erste Axe parallel und jeden von zwei gegebenen auf dem Umfange derselben liegen^ 
den Puncten zum Anfangspuncte nehmen können, so erhalten wir folgenden Satz: 

Wenn zwei Winkelpuncte A und B irgend eines Parallelogramms auf dem Um- 
fange einer gegebenen Hyperbel liegen und die Seiten desselben den Asymptoten der 
Curve parallel sind, so bilden diejenigen beiden geraden Linien, welche durch die bei- 
den übrigen Winkelpuncte des Parallelogramms gehen und der die Winkelpuncte A und 
ß verbindenden geraden Linie parallel sind, die beiden Asymptoten und die beiden 
Tangenten der gegebenen Hyperbel in den beiden Puncten A und B ein Viereck n\it 
seinen beiden Diagonalen. 

Wir können hiernach leicht, wenn eine Asymptote einer Hyperbel, die analere 
Asymptote der Pücbtung nach, und zwei Puncto gegeben sind, in diesen Pnnclßri die 
Tangenten construlren und die zweite Asymptote vollständig bestimmen. Wir kÜRnei) 
auch, wenn die Richtung der beiden Asymptoten und drei Puncte einer Hyperbel gege» 
ben sind, die beiden Asymptoten bestimmen und zugleich die Tangenten in deq gegeb?« 

16 * 
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nen Puncten construiren. Da wir die drei gegebenen Puncto aaf dreifache Weise zu 
zwei combinircn können, so erhalten wir drei Puncte jeder der beiden Asymptoten, und 
somit auch einen Satz über den Durchschnitt gerader Linien. 

Wenn wir in der letzten Gleichung 2w und 2v für w und v schreiben, so verwan- 
delt sich dieselbe in folgende: 

2Dw-|-2Ev+Fn = oj 
eine Gleichung, deren geometrische Bedeutung die 533. Nummer enthält. Auch an die- 
sen Fall knüpfen sich Satze und Constructionen , deren Herlcitung keine Schwierig- 
keit hat. 

558. Wenn der durch die Gleichung (l) dargestellte Punct auf einer gegebenen ge- 
raden Linie (v', u) liegt, so können wir dieser Gleichung, iudcm wir w s= z' = l und 
i-, = a setzen, folgende Form geben: 

(v— v')-(-afn— u') = 0, 
oder, wenn wir zugleich, um homogen zu machen, wiedcram w hinzufügen: 

(v'-t-au'Jw— V — an = o. (u) 

Die Gleichung (5) verwandelt sich hiernach, indem wir z' = v'-(-au', s' = —1 und 
y' = , — a setzen, in folgende: 

(B*— AC)aM-2(AE-BD)a+CD ^-AF)~2CCD ~BE)(av'+a^a') -2(Br~D£)(v'+au')-f. 
(E*_CF)(v'-f.au')^ = o. (iS) 

W^enn wir a als gegeben betrachten; so liegt der Punct (y', x'), der durch die Glei- 
chung (i) und (12) dargestellt wird, auf der geraden Linie 

y = ax, (n) 

die durch den Anfangspunct der Coordinaten geht und mit der ersten Coordinatcn - Axe 
einen Winkel bildet, dessen trigonometrische Tangente a ist. Betrachten wir daher in 
(12) v' und u' als beliebig zu bestimmende Grössen, so stellt, bei gehöriger Bestimmung 
derselben, diese Gleichung jeden beliebigen Punct der geraden Linie (14) dar. Wenn 
wir in der Gleichung (l3) v' und n' als veränderlich betrachten, so stellt dieselbe, wie 
ihre Form zeigt, ein System von zwei Puncten dar: diese beiden Puncte sind also keine 
andern als die beiden Durchschnittspnncte der gegebenen Curve (2) und 
der geraden Linie (14). 

559. Wenn eine zweite gerade Linie (v", u") gegeben ist, auf welcher der Punci 
(12) Hegt, so erhalten wir: 

v" — v , . , n"v' — v"u' 

a-= ; — ,, v-l-au = — ;; r— ; 

u — n u — a 

und wenn wir hiernach aus (I3) a eliminiren, so kommt: 

(B^-AC)(v"-v')'-2(AE-BD)(v"-v')(u"-u')-J-(D^-AF)(u"-n')^4-2(CD-BE)(v"-v') 

(üV-v"u')-2(BF-DE)fu"-u')(u"v'-vV)-^(£=-C^J{uV— v"ii7 = 01 (is) 

eine in Beziehung auf v", u" und v', n symmetrische Gleichung. Diese Gleichung drückt 

aus, dass derjenige Punct, welcher im Durchschnitte der beiden geraden Linien (v", n") 

und (v', u') liegt, und dessen Gleichung folgende ist: 

v"~v'. , 

V— V = —r, ^.(u — n ), 

u— u' ' 

ein Punct des Umfaiiges der gegebenen Curve (2) ist. Wenn wir v" und n" als beliebige 

Constanten betrachten , so können wir durch die letzte Gleichung jeden heKebigen Punct 
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der geraden liinie (y', u') darstellen. Befracliten wir daher in der Gleichung (15) diesel- 
ben Grössen v" und ii" als veränderliche Grössen, so sind die heiden Puncte, welche 
diese Gleichung darstellt, offenbar die Durchschnittspuncte der gegebenen Curve (2) mit 
der gegebenen geraden Linie (v, u'). 

Ich verweile hier nicht bei der Discassion der Gleichungen (13) nnd (15). 

5.6. 

Zmammemtelhmg von Oertern zweiter Classe mit gemeinschaftlichem 
Brenn-p%mcte. 

56o. Wir haben im ersten Paragraphen dieses Ahschniffes gesehen, dass wir durch 
schickliche Verlegung des Anfangspuncles der Coordinaten, der allgemeinen Gleichung 
der Curven zweiter Classe folgende Form geben können: 

(v-v')M-(u-u')' = k'. (,) 

Bei der Annahme rechtwinkliger Coordinaten -Axen, auf die wir nns hierbei beschränken 
wollen, ist alsdann ein Brennpuncl der dargestellten Curve Anfangspunct der Coor- 
dinaten. 

Das Erste, was ans hier entgegentritt, ist die Frage nach der geometrischen Bedeu- 
tung der drei Constanten in der vorstehenden Gleichung. Zwei dieser drei Constanfen 
v' und XL können wir als die Coordinaten einer gegebenen geraden Linie ansehen und 
dieselbe Directrix nennen. Wir wollen zunächst diese gerade Linie bestimmen, 

Für die Gleichung des Poles der zweiten Axe erhalten wir (549)i indem wir, in Be- 
ziehung auf V, die Gleichung der Curve differentiiren : 

T-V' = 0, (,) 

also denjenigen Punct der ersten Axe , dessen Ahscisse gleich ( — , \ ist. Auf gleiche 
Weise erhalten wir, indem wir in Beziehung auf n difiTerentiiren , für den Pol der ersten 
Axe folgende Gleichung: 

u-u' = O, (3) 

die denjenigen Punct der zweiten Axe darstellt, dessen Ordinate gleich ( — ^ ) 
ist. Der Pol der ersten Axe liegt also auf der zweiten Axe, und der Pol dieser Axe 
auf jener. 

Die gerade Linie (v, u') oder die Direetns geht durch die beiden Puncte (2) und (3), 
also durch die L'o'c der beiden Axen, und ist demnach keine andere als die Polare des 
Anfangspunctes , die Polare eines Brennpunctes der Curve zweiter Classe. 
Sie ist unabhängig von der Richtung der rechtwinkligen Coordinaten- Axen. 

Wenn v' ^ o, so ist die Directrix der ersten Axe parallel, wenn n' = o, so ist 
dieselbe der zweiten Axe parallelj in dem ersten Falle fallt also die Hauplaxc der Curve 
in die zweite Coordinaten- Axe, in dem zweiten Falle fällt dieselbe in die erste Coordi- 
naten -Axe. Wenn wir zugleich V = o und u' = o setzen, so liegt die Directrix nnend- 
lich weit; die Gleichung: 

v'+u' = k^, 
auf welche sich die Gleichung (t) reducirt, zeigt aber, dass alsdann die hezügliche Cnrve 
ein Kreis ist, dessen Mittclpunct in den Anfangspunct der Coordinaten fällt. 
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561. Wenn wir in der Gleichung (i) v = v* setzen, so ergibt sich: 

u =! u'+k, 
und wenn wir diese beiden Werthc von u durch u- und n- unterscheiden, so kommt 

a-_u" =s 2k. 
Diese beiden Wcrtbe beziehen sich auf diejenigen Leiden Tangenten der Cnrve, die 
durch den Durchschnitt der Directrix mit der ersten Axc gehen. Da dieser Punct der 
Pol der zweiten Axe ist, so fallen! die Beriihrungspuncte auf jenen beiden Tangenten in diese 
zweite Axe. u' und u- bedeuten also die reciproken Werthe derjenigen Segmente dieser 
Axe, welche zwischen dem Erennpimcte und den Durchschnitten derselben mit der 
Curve liegen. Nennen wir diese Segmente r und r', so erhalten wir, mit Berücksichti- 
gung ihrer Lage, aus der letzten Gleichung: 

r r 
wobei wir für den Fall der Ellipse und Parabel immer das obere Zeichen, für den Fall 
der Hyperbel das obere oder untere Zeichen nehmen müssen, [je nachdem die zweite 
Axe nur einem oder beiden Zweigen der Hyperbel begegnet. 

Auf gleiche Weise erhallen wir, wenn wir diejenigen Segmente, welche auf der er- 
sten Ase zwischen den Durchschnitten derselben mit der Curve -nnd dem Brennpnncte 
liegen, s und s nennen: 

Die halbe Summe der reciproken Werthe derjenigen beiden Segmente einer beliebi- 
gen, durch einen Brennpunct einer Ellipse oder einer Parabel gehenden, geraden Linie, 
die zwischen diesem Puncte und den Durchschnitten der geraden Linie mit der Curve He- 
gen, ist constant und gleich 2k (503). Für den Fall der Hyperbel ist die Summe oder die 
Diffezenz jener reciproken W^erthe constant und gleich 2k, je nachdem die durch einen 
Brennpunct gehende gerade Linie nur einen Zweig derselben oder beide Zweige schnei- 
det. Es ist also auch k gleich dem reciproken Werthe derjenigen halben Chorde der ge- 
gebenen Curve, die im ßrennpunctc halbirt wird, und mithin auf der Axe der Gurve 
senkrecht steht. 

562. Eh wir weiter gehen, wollen wir die Constanten folgender Gleichung: 

(v-vy+3(v~v')(u-u>05&-f-(u-n7 ■= k^ 
betrachten. Wir künnen durch diese Gleichung jede beliebige Curve zweiter Classe dar-^ 
stellen, indem wir, wie oben, den Brennpunct zum Anfangspuncte nehmen, aber Coor- 
dinaten-Axen wählen, die mit einander irgend einen beliebigen Winkel & bilden (503). 
Für die Pole der zweiten und ersten Axe erhalten wir, indem wir difierentiiren , folgende 
Gleichungen : 

{v~v')-i-{a—a)cos» = o, 
{\i—xi)+{v—v'}cos& = o. 
Diese Gleichungen werden beide befriedigt, wenn wir zugleich 

V = v', u = u', 

setzen, die gerade Linie (v, u) geht also durch die Pole der beiden Axen, ist die Polare 
des Anfangspunctes, Directrix der Curve. 

Die Constante k können wir auf demselben Wege bestimmen, als in der vorigen 
Nummer, und begegnen alsdann einem neuen geometrischen Satze. 
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563. Wir wenden nns nun zur Gleichung 

(v-v7+(u-ar = k^ . *'' . 

zurück, untl wollcg die verschiedenen Arten von Curven, welche diese Gleichung, bei 
verschiedener Consfanlen- Bestimmung, darstellen kann, discutiren. Der für diese DIs- 
CDSsion, in Beziehung auf die allgemeine Gleichung: 

Aw^+.2Bvw4-Cv'-H2Duw-{-2Euv+Fu' = o, 
charactcristische Ausdrnck : 

(AE-BD}=~(,\G-B^)[\F-D'), 
verwandelt sich, für den Fall der Gleichung (l), indem wir 

A = v'^-Hu'"-k=, ß = -v', D = ~u', C = F = I, E = 0, 
setzen, in folgenden: 

Ak=. (.) 

Es gehen ferner die beiden Ausdrücke: 

AC-B% AF-D^ 

in folgende über: 

u"— k', v'^—k*. (3) 

Wenn die gegebene Gleichung (l) eine Hyperbel darstellen soll, so muss der 
Ausdruck (2) positiv sein (457), nnd also anch A, so lange k reell bleibt. Hiernach 
kommt: 

v'^+u'^ > k'. 
Wenn wir annehmen, k' sei negativ, so müsste A negativ sein, damit der Ausdruck (2) 
positiv würde, so dass: 

^ v'^+u'^ < k^; 

eine Bedingung, die für den in Hede stehenden Fall nicht erfüllt werden kann, so lange 
v' und u', und also auch die Directrix reell bleiben sollen. 

Die zweite oder erste Coordinaten- Axe ist einer der beiden Asymptoten der Hyper- 
bel parallel (/iSg), wenn 

k' = u", oder k* = v'*. 
Die geometrische Deutung dieser Resultate gibt uns folgenden Satz: 

Wenn man durch einen Brennpunct einer gegebenen Hyperbel den Asymptoten 
derselben zivei gerade Linien parallel zieht , so liegen die Durchschnitte dieser beiden 
geraden Linien mit der Directrix auf dem Umfange eines Kreises, dessen ein Durch- 
messer die durch den Brennpunct gehende, der Directrix parallelle, Chorde der gege- 
benen Hyperbel ist. 

Wenn die Gleichung (l) eine Ellipse darstellen soll, so muss der Ausdruck (2) 
negativ sein und also auch A, so lange k reell bleibt, und also: 

k' > v'=+u'^. 
Die dargestellte Ellipse ist alsdann immer reell, weil die letzte Bedingung mit sich bringt, 
dass auch die beiden Ausdrücke (3) negativ werden (456). 

Wenn k* negativ ist, so ergibt sich, damit der Ausdruck (2) negativ werde: 
k^ < v'^+n'^. 
In diesem Falle ist die Curve imaginär, weil alsdann nach der letzten Bedingung die 
Ausdrücke (3) nothwendig positiv sind. 

Die allgemeine Gleichung stellt eine gleichseitige Hyperbel-dar, weno die Be* 
dingnngs- Gleichung (490): 

^ ^ ^ A(C+F)-(B'+0^) = o, 
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besteht, welche in vorliegendem Falle in folgende sich verwandelt: 

Wenn wir iiberdiess die Coordlnaten- Axen den Asymptoten der gleichseitigen Hyper- 
bel parallel nehmen, so erhält die Gleichung (l) folgende Form: 
(v-fe)=+(i,_k)^ = k*. 

Wenn k = o, so verschwindet der Ausdruck (2) und die Gleichung (1) stellt mithin 
ein System von zwei Puncten dar. Da alsdann aber die beiden Ausdrücke hei (3) nega- 
tiv werden, so sind diese Leiden Pancte nothwendig imaginär, oder, was dasselbe hcisst, 
die Gleichung (l) stellt eine gerade Linie dar. Wir sehen diess auch nnmitlelbar aus 
dieser Gleichung. Die dargestellte gerade Linie ist die gemeinschaftliche Direcfrix aller 
derjenigen Curven, welche durch die Gleichung (i) dargestellt werden, wenn wir in der- 
selben v' und a als ein für alle Mal gegeben betrachten and für k nach einander belie- 
bige ^^'^e^the nehmen (56o). 

Wenn endlich A = o, also: 

k^ s= v'^-f-n'^ 
sft stellt die Gleichnng (l) eine Parabel dar. 

Hiernach stellt, indem wir zusammenfassen, die Gleichnng (1), wenn wir derselben 
folgende Form geben: 

v'2— 2v'v-f-a*— 2u'a = M, 
eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel dar, je nachdem IVI positiv, gleich Null oder nega- 
tiv ist. Die gerade Linie, welche, im Falle, dass k = o ist, durch diese Gleichung 
dargestellt wird, bildet den Uebergang von Hyperbeln zu imaginären Curven (521). 

564. Es sei wiederum % 

(v_v')M-fn-ii7 = k\ _ (,) 

die Gleichung irgend einer Curve zweiter Classe und (v", u") irgend eine Tangente dieser 
Curve. Alsdann erhalten wir nach einer leichten Reducion (547): 

(v"— v')(v— v'>-(-Cu"— u'.(u— u') = k^ (s) 

für die Gleichung des Berührungspnnctes auf der gegebenen Tangente. 
Wir können dieselbe Gleichung auch auf folgende Weise schreiben : 
(v"— v')v+(u"-u')u-hN = 0, 
indem wir, der KUrzc halber, 

(v"— v')v+Cu"— u')u'-Ht^ = -N, 
setzen. Zur Bestimmung der Entfernung (D) des Beriibrongspnnctes vom Anfangspuncte 
der Coordlnaten ergibt sich folgender Ausdruck (413): 

\/[ (u"-u'jH-(v"— v*)'] 
U - N ' 

und da (v", u") eine Tangente der gegebenen Curve ist, so kommt: 

" -ff- 

Üer Abstand (P) desselben Punctes von der Directrix, oder der geraden Linie (v', u') 
ist nach der 414. Nummer auf folgende Weise bestimmt: 
p = k^ 

Man erhält also : 

P k 
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Da dieser Ausdruck von der besondern Annahme der Tangente (v"j «") unabhängig 
ist, so ist klär, dass für alle Punctc der gegebenen Cnrve das Yerhältniss 
von P zu D dasselbe bleibt. Wenn die gegebene Cnrve eine Parabel ist, so ist 
k = i/(v''-f.u'') nnd mithin P = D. Für den Fall der Ellipse ist P > D; für den Fall 
der Hyperbel P < D. Für den Fall der gleichseitigen Hyperbel insbesondef e ist D = P 1/3. 

Die letzte Gleichung ist, wenn wir P und D als veränderliche Grössen betrachten, 
als eine Gleichung der Curve anzusehen. Die Coordinaten sind alsdann die Abstände der 
Punete der Curve von einer gegebenen geraden Linie (der DIrectns),j und von einem ge- 
gebenen Poncte (dem Brennpnncte). 

565. Wenn eine Ellipse oder Hyperbel gegeben ist, so können wir, nach einander, 
jeden ihrer beiden Brennpunele zum Anfängspuncte nehmen, nnd jedem Brennpnncte 
entspricht eiue Directrix. Der constaule Quotient von D in P, den wir X nennen wol- 
len, ist derselbe, gleichviel von welchem der beiden Breunpuncte (die in Beziehung auf 
die Curve eine symmetrische Lage haben) wir ausgeben mügcn. Man erhält daher auch, 
wenn man die Abstände eines beliebigen Punctes der Curve von den beiden Brennpunc- 
ten r und r', und die Entfernung der beiden Directricon von einander d nennt: 

r+r 
•wobei wir das obere Zeichen für den Fall der Ellipse, deren jeder Punct zwischen den 
beiden Directrlcen liegt, und das untere Zeichen für den Fall der Hyperbel, deren jeder 
Punct auf derselben Seite ihrer beiden Direelricen sich befindet, nehmen müssen. Be- 
trachten wir ferner nach einander die Abstände der beiden Scheitel der Hauptaxc der 
Cnrve von einem beliebigen Brennpnncte derselben und der entsprechenden Directrix, so 
erhält man: 



wenn man bemerkt, dass, je nachdem die Curve eine Ellipse oder Hyperbel ist, die 

Summe oder die Differenz der beiden Abstände von dem Brennpuncte der Hauptaite 

gleich ist, und man diese Axc a nennt. Aus den beiden vorstehenden Gleichungen folgti 

r±r' = a. 

Die Summe der beiden abstände jedes Punctes des Uin/imges einer gegebenen El- 
lipse von den beiden Brennpuncten derselben ist cpnstant und gleich ihrer grossem 
Axe. Die Differenz der beiden Abstände aller Puncte des Umfanges einer gegebenen 
Hyperbel von den beiden Brennpuncten derselben ist constant und^gleicK ihrer reellen 
Axe. 

566. VVean "wir die erste Coordinaten- Axe durch den Durchschnitfspunet der Di- 
rectricen Irgend zweier gegebenen Curven mit demselben Brennpuncte legen, so entspricht 
diesen Dircctricen dasselbe v, und hiernach können wir für die Gleichungen der beiden 
Cnrven folgende nehmen: 

Die Werthc der beiden veränderlichen Grössen, welche die beiden vorstehenden Glei- 
ehungcn zugleich befriedigen, sind die Coordinaten der gemeinschaftlichen Tangenten der 
beiden durch diese Gleichungen dargestellten Curven. Es ist ersichtlich , dass es solcher 
gemeinschaftlichen Tangenten nur zwei gibt. Wir erhalten ferner die allgemeine Glet- 

II. • .7 
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chung aller derjenigen Curven zweiter Classp, welche mit den heiden geg;el)encn densel- 
ben Brennpunct und dieselben beiden gemeinschaftlichen Tangenten haben, wenn wir 
eine der vorstehenden beiden Gleichungen mit einem unbestimmten Coefficienten mnlti- 
pliciren und dann zu der andern Gleichung addircn. Auf diese Weise kommt, nach ei- 
nigen Reductionen: 

f '^^_i./^„ u+^ai" \^ (I4.^)(k'-f-/^k'')-^((u-u")^ 
tv-v)+(^u--^-^j _ ^-_^ _. (,) 

Die Directrix der. bei irgend einer Annahme für ft, durch diese Gleichung dargestellten 
Cnrve ist ( v', — -j- — ) und geht also durch den Dnrchschnitt der beiden Directricen 
(v'j u') und (v, u") der beiden gegebenen Curven. 

Wenn wir insbesondere /i = — l nehmen, so rodncirt sich der Grad der resultiren- 
den Gleichung; diese Gleichung stellt alsdann einen Punct dar, und zwar den Durch- 
gchnittspunct der beiden gemeinschaftlichen Tangenten aller in Rede stehenden Curven. 
Wir erhalten für diese Gleichung folgende: 

2(u"— u')u = k^ — u'^ — k'^4-u"^, (3) 

der Durch schniltspun et der gemeinschaftlichen Tangenten liegt also auf der zweiten Coor- 
dinaf en - Äxe. 

Die Direclricen aller derjenigen Curi'en mit demselben Srennpuncte , (velcke die- 
selben beiden geraden Linien berühren, gehen durch einen festen Punct. Diejenigen 
heiden geraden Linien, welche diesen festen Punct und. den Durchschniitspunct der bei- 
den gemeinschaftlichen Tangenten aller Curven mit dem JBrennpunete perbinden, bilden 
am Brennpuncle einen rechten Winkel, 

W^enn die beiden Gleichungen (l) insbesondere zwei Parabeln darstellen, so stellt 
anch die allgemeine Gleichung (2) nur Parabeln dar. Die Gleichung (3} reduclrt sich 
alsdann auf folgende: 

und stellt also einen Punct dar, der, nach der Richtung der zweiten Axe hin, unendlich 
weit liegt. Alle durch (2) dargestellten Parabeln berühren dieselbe, dieser Axe parallele, 
gerade Linie. 

567. Wir können auch, um zur Gleichung (3) zu gelangen, von einer beliebigen der 
heiden Gleichungen {]) und von der Gleichung (3) ausgehen, und auf diesem Wege die 
allgemeine Gleichung aller derjenigen Cnrven bestimmen, die mit einer gegebenen densel- 
ben Brennpanct und zwei gemeinschaftliche Tangenten haben, die in einem gegebenen 
Punctc sich schneiden. W^enn wir für die Gleichung der gegebenen Curve folgende 
nehmen : 

(v—vy+{Ti~ -ay = k% 
und der Gleichung des gegehonen Punctes, den wir wiederum auf der zweiten Axe an- 
nehmen, folgende Form geben: 

n = c, ^ ^ (4) 

so erhalten wir die gesuchte allgemeine Gleichung, wenn wir die letzte Gleichhng mit ei- 
nem unbestimmten Coefficienten, mit {2fi), multipliclren und dann zur vorhergebenden Glei- 
chung addiren. Auf diese Weise kommt nach einer einfachen Reduction: 

(,_v)'+(a-(u-,,))^ = k'+2(c-u>+/.'. (S) 

Diese Gleichung stellt insbesondere eine gerade Linie dar, wenn wir /a, so bestim- 
uen, dass der zweite Theil derselben verschwindet. Setzen wir demnach: 
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fi'^2(c—li)u-i-k^ = O, (6) 

SO erhalten wir für /a. folgende beiden W'erthc: 

,, = -(c-i.')±v[(c-u-)<-k']. 
Die Glelcbting (5) stfilit also, im Allgemeinerij bei gebörjgcr Bestimmung von /i, Jcidc 
TOn zwei geraJen Linien dar. Diese beiden geraden Linien fallen zusammen, wenn 

(c_„7 = H 

lind also : 

c = u'+k. 
Man sieht sogleich, dass in diesem Falle der Punct (;i) in einem der beiden Ditrch- 
tcbnittspuncte der zweiten Axe mit der gegebenen Curve Hegt. Denn, wenn man in der 
Gleichnng der gegebenen Curve v = v' setzt, so erhält man, da der Punct (v, o) der 
Po! der zweiten Axe ist, das u jener Diirchsclmittspiincte und für dieses u die obigen 
beiden Werthe von c. In dem vorliegenden Falle rediiclrt sieb die Gleichung (5) auf 
folgende: 

(,_,7+(„_c)= = o, 
und stellt also die gerade Linie (v', c) d. h. die Tangente in dem gegebenen, auf der 
gegebenen Curve liegenden Punct dar. 

Die beiden in Rede stehenden geraden Linien sind reell oder imaginär, je nachdem 
(c— uy > k* oder (c— n')^ < k^ 
Die erste der beiden vorstehenden Bedingungen können wir auch auf folgende Weise 
schreiben: 

(c— u'— k)(c — u'+k) > o. 
in dem Falle, dass die Werthe der beiden Ausdrücke (u'-+-k) und (u'— k) dasselbe Zei- 
chen haben (was nur für den Fall der Hyperbel Statt finden kann), muss c entweder 
kleiner oder grosser als die beiden Ausdrucke sein, nnd der bezügliche Punct liegt also 
innerhalb der Curve. Wenn die beiden Ansdrücke (u'+k) und (u — k) W^erthe von ent- 
gegengesetztem Zeichen haben, und demnach der erste derselben positiv, der zweite ne- 
gativ ist, so wird die letzte Bedingung erfüllt, wenn wir c positiv und grösser als (u'+k), 
und wenn wir c negativ und, abgesehen vom Zeichen, grösser als (u — k) nehmen; der 
bezügliche Punct liegt also zwischen den beiden Durchschniltspuncten der zweiten Ase 
mit der Curve, das heisst, innerhalb der Curve. Wir sehen hieraus, dass, wenn der 
gegebene Punct innerhalb der gegebenen Curve liegt, die Glcjchung (5) hei einer zwie- 
fachen Bestimmung von fi eine gerade Linie darstellen kann; dass diese Bestimmung 
aber imaginär wird für den Fall, dass der gegebene Punct ausserhalb der gegebenen 
Curve liegt. 

Die Gleichung (6) reducirt sich nur dann auf den ersten Grad, wenn k gleich Null 
ist und wfr also, statt von einer Curve, schon von einer geraden Linie ausgeben. Dieser 
geraden Linie entspricht /( = o. Der andere Werth von /i Ist: 

/.i = 2{u'— c), 
and durch densclhen verwandelt sich die Gleichung (5) in folgende; 

Cv-vV-(-{n— C2c-a'))^ = o, (7) 

and stellt mithin die gerade Linie (v', 2c— u'j dar. 

Die Ordinate des Durchschnittspnnctes derjenigen geraden Linie, von der wir eben 
ausgegangen sind, mit der zweiten Axe ist ( — . }, die Ordinate des DurchschajttS' 
puncles 4er rcsnltirenden geraden Linie (7) mit derselben Ase ist ( — - — — . 1 nnd -fftä» 

15« 
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licli die Ordinate des gegebenen Punctcs f — 1. Da nur folgende Proportion bestellt ; 

' . L_' _ t 1 1 

u' ' c u 2c— u' ' 2c— u' c' 

SO folgt, dass die eben bezeichneten drei Pnncte und der gemcinscliaftiicLe Brennpanct, 
.weicber Anfangspuncl der Coordinalcn ist, ein System von vier harmonischen Theünngs- 
pancten bilden. 

568. Wenn der gegebene Punct (4) unendlich weit liegt, so ist c = o. Die Glei- 
chnng (5) geht alsdann in folgende über: 

(v_v')=-f-(u-(u'-/0)' = fe'-2/.u'+,«^ CÖ) 

und stellt solche Curven dar, die zwei der zweiten Axc parallele Tangenten berühren. 
Die Directricen aller dieser Curven geben immer noch durch denselben Punct der ersten 
Axc. Es stellt die letzte Gleichung eine gerade Linie dar, wenn 

/( = u'iKCu ^— k^). 
Diese beiden Wertbe von (.i sind für den Fall, dass die gegebene Cnrvc eine Ellipse jsl, 
immer imaginär (563); für den Fall der Hyperbel nur dann, wenn die zweite Ase eine 
solche Richtung hat, dass es keine ihr parallele Tangenten gibt. Die beiden Werthe 
von fi tonnen nur dann znsammenfallen, wenn die gegebene Curve eine Hyperbel und 
die zweite Axe einer ihrer Asymptoten parallel ist. Es ist diess in Uebcrcinstimmnng mit 
der vorigen Nummer, 

Wenn wir k = o setzen, so stellt die Gleichung (8), ausser der gegebenen geraden 
Linie, die alsdann an die Stelle der gegebenen Curve tritt, nur noch eine einzige gerade 
Xinie, nemllch folgende: 

(V, -»'), 
dar. Es ist klar, dass der von diesen beiden geraden Linien gebildete Winkel von der 
ersten Axc halbirt wird. 

569. Wir wollen uns noch einmal znm allgemeinen Falle zurückwenden. Wenn die 
Wurzeln der Gleichung (6) Imaginär sind, so bleibt der zweite Tbeil der Gleichung (3), 
für jeden beliebigen Werth von fi, positiv, und es stellt also auch, für jeden VVerlh 
von ft, diese Gleichung eine reelle Curve dar. Die Directricen dieser Cnrven haben alle 
möglichen Richtungen, Wenn aber die Wurzeln der Gleichung (ö) reell sind, so sind 
diese Werthe Gränzwerthe von ,«, für welche der zweite Theil der Gleichung (5) sein Zei- 
ciien ändert, und die hcziiglicbe Curve also, indem sie in eine gerade Linie ühergcbl, 
aufhört reell zu sein. Die, diesen Gränzwertben entsprechenden, beiden geraden Linien 
bezeichnen zugleich die Gränzcn flir die Lage der Directricen aller durch die Glclchnng 
(5) dargestellten Curven. Es gebt keine Direclrix irgend einer dieser Curven durch einen 
solchen Punct der zweiten Axe, für welchen der Werth von u zwischen: 

c+V((c— u')=— k') und c— kC(c— ü7— k'), 
fällt. Diese beiden geraden liinien sind, nra mich so auszudrücken, ihre eigenen Diree- 
tricen> der Anfangspnnct der Coordinaten spielt nach der vorstehenden Analyse die Rolk: 
eines Brennpnnctes jeder derselben. Wir können diese Bemerkung in Verbindung brin- 
gen mit der 477. Nummer, in der wir nachgewiesen haben, dass, analytisch genommen, 
ein System zweier imaginärer Puncle (oder, was dasselbe heisst, eine gerade Linie) zwei 
reelle Brennpuncte hat, welche auf einer solchen geraden Linie liegen, die durch den 
Mittelpnact des Systems geht und senkrecht auf der die beiden imaginären Puncte dcsscl- 
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hen verbindenden gtraden Linie steht. Nach dieser Bemerkung können wir «li« Mitltl- 
puncte <ler beiden in Rede siehenden geraden Liniea (als Oerter zweiter Classe betrach- 
tet) und üire zweiten Brcnnponcte beslimmen. 

570. Wenn irgend zwei Curven zweiter Ciasso desselben Brennpiinel haben, so ha- 
ben sie, wenn wir von den beiden in diesem Puncto sich schneidenden imaginären Tan- 
geirlen abslrahiren, nur noch zwei gemeinschaftliche Tangenten. Wenn wir überhaupt 
die Gleichungen irgend zweier gegebener Curven zu einer neuen Gleichung verLInden, so 
erhalten wir die Gleichung eines geometrischen Ortes, der von allen gemeinschaftlichen 
Tangenten der beiden gegebenen Oerter ebenfalls berührt wird. Die Gleichungen zweier 
Curven zweiter Classe, die denselben Brcnnpunct haben, lassen sich, indem wir diesen 
Brennpunct zum Anfangspunctc nehmen, immer zu einer Gleichung des ersten Grades 
verbinden, die den Durchschnitt ihrer beiden gemeinschaftlichen Tangenten darstellt.. 
Die gemeinschaftlichen Tangenten fcönnon imaginär werden; ihr Durchschnitt aber bleiht 
immer reell. 

Ais geometrischer Ort (zweiter Classe), der mit den beiden gegebenen Curven die- 
selben gemeinschaftlichen Tangenten hat, ist indess nicht sowol jener Durchschniltspunct 
der beiden gemeinschaftlichen Tangenten, allein für sich, zu betrachten, sondern viel- 
mehr das System dieses Panctes und des Brennpunctes. Der Brcnnpunct des 
Systems dieser hciden Puncto ist der eine dieser Puncto selbst (li77), der gemeinschaftli- 
che Brcnnpunct aller Curven. Die Directris geht durch diesen Punct und steht auf der- 
jenigen geraden Linie senkrecht, welche die beiden Puncto des Systems verbindet. 

.\ls Folge der hcsondern Coordlnaten -Bestimmung, indem wir nemüch den gcmein- 
Echaftlichcn Brcnnpunct zum Anfangspunctc nehmen, wodurch die Coordlnaten v und 11 
desselben unendlich werden, lasst sich die resulllrende Gleichung auf den ersten Grad 
reducircn und dadurch verschwindet aus ihr jede Spur des Brennpunctes. Diese Behanp- 
lung können wir durch eine einfache analytische Betrachtung unterstützen. Es stellt ncm- 
lieh folgende Gleichung: 

(,_v')=+(l+,)(o-ur = k", 
je nachdem t eine sehr kleine Grösse bezeichnet oder gleich Null ist, eine Carve zweiter 
Classe dar, die auf einen solchen Punct, der, beinah oder ganz, mit einem Brcnnpunctc 
der CuFve zusammenfällt, als Anfangspunct bezogen ist. Wenn wir von dieser Gleichiinfi 
folgende abziehen: 

(.-v)'+ca-u")' = v; 

HO kommt, indem wir durch C eine constante Grösse bezeichnen: 

fu'+aCu"— (l-H)u')u = C. 
Diese Gleichung stellt zwei Puncte der zweiten Ase dar. Je kleiner wir den Wcrth von 
* nehmen, desto grosser wird ein Werlh von u; setzen wir f gleich Null, so reiincirt 
sich die letzte Gleichung auf den ersten Grad, indem eine Wurzel derselben dadurch 
ausfällt, dass sie unendlich wird. Diese Gleichung stellt alsdann nur noch einen einzigen 
Pnnct dar. 

Zu demselben Resultate kommen wir unmittelbar auf folgende Weise. Wenn wa 
die Gleichungen zweier Curven zweiter Classe, die einen gemeinschaftlichen Brcnnpunct 
haben, und auf diesen gemeinschaftlichen Brcnnpunct, als Anfangspunct der Coordlnaten, 
bezogen sind, durch Einführung von w homogen machen und demnach Gleichungen von 
Folgender Form erhalten: 
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(v_v «)'+(«-.■ w)« = k'w., 
(v_v-„).+(„_„-„)- = W; 
SO ergibt sich durch Verbindung derselben niemals eine Gleichung vom ersten Grade. 
Denn, wenn wir abzleben, so kommt: 

w[2(v"— v')v-4-2(h"— u>-(-(v''-t-a'^— k'— v"'— u"'-f-k'=)wj = o: 
eine Gleichung, die ein System von zwei Puncteo darstellt. Wenn wir den Factor w 
fortlassen, so abstrahiren wir von dem einen dieser beiden Puncte, dem Anfangspimcte 
iler Coordinaten- *) 

Hiernach gewinnen wir einen altgemeinern Gesichlspnnct und die Entwicklungen dei- 
IctKten Nummer» ordnen sich den allgemeinern des 8. Paragraphen unter. 

571. Zur Bestimmung des Mittelpuncles der durch die allgemeine Gleichung (5) dar- 
gestellten Curve erhält man sogleich folgende Coordinaten- Werthe: 

X _ -"' y = - ("•->•) 

v'^u'^— k^— 2;ic' •' v'^-f-u'"— k^— i;/iC 

Wenn wir /.( zwischen diesen heiden Gleichungen elinilniren, so erhalten wir eine solche 
Beziehung zwischen y und x, die von der besondern Bestimmung dieses CoefGcientcn 
unabhängig ist, also die Gleichung- des geometrischen Ortes für die Mittelpuncte aller 
durch die allgemeine Gleichung darstellbaren Curven. Auf diese Weise kommt: 

2c(v'y-u'x)-*-(v'=+u^— k=)x-|-v' = o. (9) 

Die Mittelpuncte aller Curven zweiter Classe, die denselben Brennpnnct und zwei ge- 
meinschaftliche (reelle oder imaglnärej Tangenten haben, Hegen also in gerader Linie. 
Diese gerade Linie halbirt diejenige, welche den Durchschnittspunct der beiden (rcellea 
oder imaginären) gemeinschaftlichen Tangenten mit dem Brennpuncte verbindet; denn, 
wenn wir in der letzten Gleichung s; = tf setzen, so kommt: 

__ * 

^ ~ ~2C' 

Zu. den in P»ede siehenden Curven, die denselben Brciinpunct und zwei gcmeinschafl^ 
liehe Tangenten haben, gehört auch eine Parabel, deren Durchmesser der geraden Li- 
nie (9) notbwendig parallel sind. Um die Richtung dieser Durchmesser zu bestimmen, 
fälle man vom Brennpuncte aus zwei Perpendikel auf die beiden gegebenen Tangenten 
und verbinde die Fusspuncte derselben durch eine gerade Linie. Diese gerade Linie ist 
alsdann die Tangente der Parabel im Scheitel ihrer Ase (504) und die Durchmesser der- 
ielbcn stehen auf dieser Tangente senkrecht. Hiernach können wir also die Richtung 
der geraden Linie (9) bestimmen. 

Die letzte Bestimmungswelse fallt ganz fort, wenn die beiden gegebenen Tangenten 
imaginär sind, sie wird auch dann illusorisch, wenn die beiden gegebenen Tangenten 
zusammenfallen, das helsst, wenn alle Curven eine gegebene gerade Linie in einem ge^ 

*) Auf ähnliche Weise lässt sich dartUun, dass, wenn wir die Glelchongen zweier äimliciiei;' 
nnci ähnlich Hegender Curven, bezogen auf gewöhnliche Punct- Coordinaten , mit einander 
m einer Gleichung desselben Grades verbinden, uiir deshalb, bei gehöriger Verbindung, 
die, resultirende Gieichnng auf den ersten Grad sich reducirt, weil von den beidcu gemein- 
schafilichcn Chorden der beiden Curven die eine unendlich weit Hegt, und eine solche ge- 
rade Linie lässt sich nur dann in der Gleichung nachweisen , wenn wii*, nach der 416, JNuin- 
mer, die dritte Coordjnafe z einführen. 
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gebcnen Piincte berilhrcn. Im ersten Falle müssen wir zur Gleichung; (9) zurücl^eheiis 
im zweiten Falle erhalten wir, nach einem bekannten Satze (332), folgende einfache Constnic- 
tion der geraden Linie (9). Man beschreibe aber derjenigen geraden Linie, welche den 
Brennpimct mit dem gegebenen Berührnngspuncte auf der gegebenen geraden Linie ver- 
bindet, als Durchmesser, einen Kreis. Die zu consti-uirende gerade Lim'e ist alsdann 
derjenige Durchmesser dieses Kreises , der durch den zweiten Durchschnitlspunct dieses 
Kreises mit der gegebenen geraden Linie geht. 

572, Da die Entfernung der beiden Brennpuncte von einander doppelt so gi'oss ist, 
als die Entfernung des JVlittelpiinctes von einem derselben, so erhalten wir nnmittelbar 
die Gleichung des geometrischen Ortes für die zweiten Brennpuncte aller Curven, wel- 
che durch die allgemeine Gleichung (5) dargestellt werden, wenn wir in der Gleichung 
(fj) x und y mit V^x und '/.y vertauschen. Auf diese Weise ergibt sich folgende Glei- 
chung des ersten Grades: 

2c(v'y-u's)+{v'^-MV^— It=)s+av' = o. (to) 

Wenn wir in dieser Gleichung x = setzen, so kommt y = — ; das heisst, die bt- 
Eü'gliche gerade Linie geht durch den Durchschnitlspunct der beiden gemeinschaftlichen 
{reellen oder imaginären) Tangenten. Ueberdiess ist sie der geraden Linie (9), dem geo- 
metrischen Orte für alle Mittelpuncte, paralieb 

Wenn man also vom Brennpuncte aus zwei Perpendikel auf die beiden gemeinschaft- 
lichen Tangenten fällt, die Fusspuncte derselben durch eine gerade Linie verbindet und 
aa£ djese gerade Linie, vom Durch schnittspunctc <3er beiden Tangenten aus ein neues 
Perpendikel fdlt, so ist diese gerade Linie der in Rede stehende geometrische Ort (tO). 

IMan kmn diese gerade Linie auch nach dem ibekannten Satze bestimmen, dass die- 
selbe und die zweite Axe, (welche durch den Durchschnitt der gemeinschaftlichen Tan- 
genten und duccli den gemeinschaftlichen Brennpunct geht) in denselben von diesen Tan- 
genten gebildeten Scheitelwinkeln liegen und mit diesen Tangenten gleiche Winkel bil- 
den, (330) Es leuchtet dieser Satz auch ohne alle algebraischen Entwicklungen ein. 
Wenn man nemlich durch den gemeinschaftlichen Brennpnnct eine solche gerade Linie 
eiebl, welche von den beiden gemeinschaftlichen Tans^enten ein gleicLscheiiküges Dreieck 
abschneidet, so kcinnen wir diese gerade Linie als die Axe einer durch die allgemeine 
Gleichung (5) dargestellten Curve anschn, und erhalten alsdann sogleich den zweiten 
Brcnnpunct dieser Curve, indem wir auf dieser Axe einen solchen Punct bestimmen, 
der mit dem gemeinschaftlichen Brennpuncte, in Beziehung auf die beiden gemeinschaft- 
lichen Tangenten, eine symmetrische Lage hat. Durch diesen Punct ist die in Piede 
stehende gerade Linie (10) vollkommen bestimmt, und zugleich liegt in der hierdurch an- 
gezeigten Conslrnction der Beweis für die oben ausgesprochene Eigenschaft derselben. 

573. In den letzten Nummern sind die Elemente zu mehrern Constructionen einer 
Curve zweiter Classe, welche drei gegebene gerade Linien berührt nnd 
einen gegebenen Punct zum Brennpuncte bat, enthalten. 

Wir können erstens die Curve constrniren, indem wir die Directrix derselben 
bestimmen. Wenii wir zuerst irgend zwei der drei gegebenen geraden Linien betrachten, 
so gehen die Directricen aller Curven, welche dieselben berühren und den gegebenen 
Punct zum Brennpuncte haben, durch einen Punct derjenigen geraden Linie, welche im 
gegebenen Puncte auf der, diesen Punct mit dem Durcbschnittspuncte der gegebenen 
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Tangenton verbindenden > geraden Linie scnkreclit sieht. Um diesen gemeinsciiöftlicben 
Durchscbnittsponct aller Direclricen, der also auch ein Punct der gesuchten Directris ist, 
zu bestimmen, brauchen wir bloss die Directrlx irgend einer der in Rede stehenden 
Cnrven zu construiren und hierzu kommen wir leicht, wenn wir für diese Ciirve die hier- 
her gehörige Parabel nehmen. Auf diesem Wege ergibt sich, da wir die drei gegebenen 
geraden Linien auf dreifache Art zu zwei zusammstellen können, der folgende Satz: 

Wenn man "on irgend einem gegebenen Puncte F aus nach den drei Wiiikefpuihe- 
ten eines gegebenen Dreiecks drei gerade Linien FA, FA' und FA" zieht und auf die- 
sen drei geraden Linien im Puncte F drei Perpendikel FG, FG und FG" errichtet; 
ferner i'on demselben Puncte F aus drei Perpendikel auf die drei Dreiecks-Seiten AA, 
^d' und AA' fällt und dieselben über ihren Durchschnitt mit diesen Seiten hinaui 
noch um denselben respeclhe gleiche Stücke verlängert und dadurch auj diesen Perpen- 
dikel drei Puncte P", P und P bestimmt, so liegen die Durchschnitte von FG und P'P, 
von FG und P'P und von FG" und PP, alle drei, in gerader Linie und diese gerade 
Linie ist die Dlrectrix derjenigen Curve ziveiter Classe, welche den gegebenen Punct 
zum Brennpuncle hat und dem gegebenen Dreieck eingeschrieben ist. 

574. Wir können zweitens den Mittelpunct der gesuchten Curve bestimmen. 
Wir erhalten nach der 571. Nummer drei durch diesen Punct gehende gerade Linien, 
nembch diejenigen, welche, hei der obigen Bezeichnung, durcb die Mitten von FA, FA' 
u*id FA" gehen und senkreckt auf P"P', P"P und P'P sind. 

Der gesuchte Mittelpunct ist, nach einem bekannten Satze, zugleich der Mitlelpunct 
desjenigen Kreises, der durch die Fusspuncte der von F auf d'C drei gegebenen geraden 
Linien gefällten Perpendikel geht. (333, 2. Note) 

575. Wir können endlich drittens auch den zweiten Brennpuncl der zu ccttj. 
slruirenden Curve suchen. Hier komipcn wir nach der 572. Nummer zu folgendem 
SatKc: 

Jf^enn irgend ein Punct F und irgend ein Dreieck AAA' gegeben sind und man 
fallt von F auf die drei Dreiecks- Seiten AA', AA" und AA" drei Perpendikel FQ", 
FQ und FQ, so bestimmen die Fusspuncte dieser drei Perpendikel ein neues Dreieck 
Q'Q'Q- Fällt man alsdann von den Winkelpuncten des gegebenen Dreiecks, A, A 
und A", drei Perpendikel auf die gegenüberliegenden Seiten des zweiten Dreiecks, auf 
QQ') Q Q ""'^ QQ> ^^ schneiden sich dieselben in demselben Puncte; und dieser 
Punct ist der andere Brennpunct derjenigen Curve ziveiter Classe, (velehe den gegebe- 
nen Punct zu einem Brennpuncte hat und dem Dreiecke eirigeschrieben ist, 

In diesem dritten Falle können wir auch construiren, wie in der 337. Nummer. — 

576. Wir wollen zur Untersuchung der Durchscbnittspuncte irgend zweier gegebe-,, 
ner Cnrven zweiter Ciasse, die denselben Brennpunct haben, übergehen. 

Es seien; 

(v— v')^-f.3[u— u'){v— v'J<;öj?4-Cu— n')^ = k'', 

(v~-v"}'-+.2(u— u")(v— v'>oä3+(u— u')* = k"S 

die Gleichungen der beiden gegebenen Curven, bezogen auf irgend zwei Axen, die in dem 

gemeinschaftlichen Brennpuncte sich schneiden und irgend einen Winkel 9 mit einander 

bilden. Die Directricon dieser beiden Cnrven sind (562): 

(y, n), (r", u"). 
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Htid hiernach erhalten wir für die Gleichungen derjenigen Punctc, in welchen diese Di- 
rectriccn tler ersten Axc begegnen: 

und (He heiden Tangenten -Paare, die von diesen beiden Puncten an die bezüglichen Cur- 

vcn gelegt werden können, sind folgende: 

(v, n-t-k'), (v, u'-k-); ., 

(v", i."4-k"), (v", u'-k'> ^'^ 

Für die Gleichung des Durchschnittspuncfes der ersten nnd dritten dieser vier Tangenten 

ergibt sich sogleich folgende : 

und für die Gleichung des Riirchschnittspunctcs der beiden Directricen: 

Wenn wir endlich eine gerade Linie durch diese beiden Dorchschnlitspunctc legen, so 
erhalten wir für diese gerade Linie aus der Zusammen Stellung der letzten beiden Glei- 
ctimgen folgende Coordinaten-'Werthe: 

k'V-k'v" k-n--k'u" 

Diese Ausdrücke bleiben unverändert dieselben, wenn wir die Zeichen von k" nnd V 
beide zugleich andern. Die heztiglicbe gerade Linie geht also auch durch den Durch- 
schnitt der zweiten nnd vierten der vier Tangenten (2). 

Auf ähnliche Weise finden wir, dass die Durchschnlttspuncle der ersten und vierten 
und der zweiten und dritten der vier Tangenion (2) und der heiden Directricen in gera- 
der Linie liegen, und f[ir diese gerade Linie erhallen wir durch Zeichen- Vertauschung 
ans den Ausdrucken (3) folgende Coordlnaten- Werthe: 

k"v--^k'v" k"u'-f-k-u- 

Da die Ausdrücke (^) und {k) in Eeziehnng auf v, v', v" und u, u, u" symmetrisch 
gebildet sind, so erhalten wir noihwendig dieselben Ausdrucke, wenn wir, statt von den 
Durchschnitten der ersten Axe mit den beiden Directricen, von den Durchschnitten der 
zweiten Axc mit den beiden Directricen ans, Tangenten an die bezüglichen Curvcn le- 
gen. Da überdicss die zweite Axe jede beliebige, durch den Drennpunct gehende, gerade 
Linie sein kann, so erhalten wir, indem wir zusammenfassen, den nachstehenden Satz; 

Wenn man durch den gemeinschaftlichen Brennpunct irgend zweier gegebener Cur- 
fen zweiler Classe eine beliebige gerade Linie zieht und von Jedem derjenigen beiden 
Puncte, in welchen dieselbe den Directricen der beiden Curven begegnet, zwei Tangen- 
ten an die bezügliche Curve legt, so bilden diese Tangenten eine vollständige eiersei- 
iige Figur, deren zwei Diagonalen durch den Durchschnitt der beiden Directrcen gß' 
heu. Es b%iben diese Diagonalen unverändert dieselben , wie man auch die Richtung 
der beliebigen, durch den Brennpunct gehenden, geraden Linien ändern m.ag ; wäb' 
tend alsdann zwei Winlielpuncte der vierseitigen Figur auf den beiden Directricen fort- 
rücken, verändern die beiden übrigen Paare von Winjielpuncien ilire Lage au/ zwei fe^ 
sten, durch den Durchschnitlspuncl derselben gehenden, geraden Linien. 
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Wenn die beiden gegebenen Curven zweiter Classc sieb in zwei reellen PimcLcn 
scbncidcn und man wählt die beliebige, diircb ibrcti gempiiischaftliclien Brcnnpunct ge- 
hende, gerade Linie so, dass sie anf der, diesen Punet mit einem dnr Durclisebnitts- 
puncle verbindenden geraden Linie senkrecht sieht, so geht, nach einem bekannten Sat- 
ze, die Tangente jeder Curve in jenem Durcbschnittspiincle durch denjenigen Punet, in 
welchem die durch den gemeinschaftlichen Brennpunct gebende gerade Linie der bezügli- 
chen Directrix begegnet (5Ö6), Hieraus folgt, dass jener Durcbschniltspunct der beiden 
gegebenen Curven ein Piinct einer der Leiden festen, im vorstehenden Satze bezeichne- 
ten geraden Linien ist. Diese beiden festen geraden Linien sind, indem wir die Sache 
gleich allgemeio nehmi;n, die beiden gemeinschafLlichcn (reellen oder imaginären) Chor- 
den der beiden gegebenen Cnrven; die beiden Directricen dieser Curven schneiden sieb 
in ihrem Chordal-Pnnctc. 

(Dasselbe Resultat können wir direct aus einem im ersten Bande der „Entwickinngen" 
bewiesenen Satze (33}') herleiten, indem wir den Brennpunct als den Dnrchschnittspnnct 
zweier (imaginärer) gemeinschaftlicher Tangenten der beiden gegebenen Cnrven iic- 
tracbten). 

Man iiberzengt sich sogleich, dass die beiden Directricen nnd die beiden eben be- 
zeichneten g ei n ein schaftli eben Chorden der beiden gegebenen Curven Harm n 1 cal en 
sind, wenn man etwa die Durchscbnifte dieser vier Linien mit der ersten Äxe betracblet, 

VVenn die erste der beiden Gleichungen (l) insbesondere einen Kreis darstellt, so 
reduciren sich die Ausdrücke (3) nnd (A), indem wir v' = o und n' = o setzen, anf 
folgende: 

k'v" __ k'a" 

V = g^, u - j^^.. 

Wenn die erste der beiden Gleichungen (l) insbesondere eine gerade Linie (ein Sy- 
stem zweier. Imaginärer Puncte) darstellt, so ist k = o und es ergibt sieb sowoi aus (ß) 
als aus (4): 

V = v', n = n'. 

Es fallen also für diesen Fall die beiden in Rede stehenden geraden Linien in die gege- 
bene zusammen. 

577. Wir wollen diesen Paragraphen mit einigen Constructionen beschJIessen, die 
unmittelbar sich nns darbieten und mit den in der vorigen Nummer erhaltenen Resultaten 
in Verbindung stehen. 

£i'«e Parabel zu beschreiben, welche durch zivei gegebene Puncte geht und einen 
dritten gegebenen Piinct zum Brennpuncte hat. 

Die Bestimmung der DIrectrIx der zu constnilrenden Parabel kommt nach einem all- 
bekannten Satze (5 ö 4) darauf hinaus, eine solche gerade Linie zu finden, welche von 
den beiden ersten gegebenen Puncten eben so weit absteht, als diesePuncte von dem dritten 
gegebenen Puncte abstehen. Beschreibt man zu diesem Ende aus den beiden erstgenann- 
ten Puncten, als Mittclpunclen,' zwei durch den -gegebenen Brennpunct gehende Kreise, 
so ist jede gemeinschaftUche Tangente dieser beiden Kreise die Directrix einer Parabel, 
die den Bedingungen der Aufgabe Genüge leistet. Solcher reellen gemeinschaftlichen 
Tangenten gibt es immer zwei und nur zwei, nnd also gibt es auch zwei Parabeln, wel- 
che diircii zwei gegebene Puncte gehen und einen dritten gegebenen Puncl zum Brenn- 
puncte haben. 
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578. Eine Curvc zivelier Classe zu beschreiben, die durch drei gegebene Puncte 
geht und einen vierten gegebenen Punct zu einem ihrer Brennpuncte hat. 

Es folgt aus der 576. Nummer, dass die Directricen aller derjeDigeti Curven, welcLe 
diircli zwei gegebene Pu'ncte gehen und überdiess einen gegebenen Punct zum gcmcin- 
»cbafiiicben Brennpuncte baben, sich in eJn und demselben festen Pußctc oder in irgend 
einem von mebrercn festen Punclcn schneiden. Man sieht leicht ein, dass der letztere 
Fall Statt findet und dass es zwei solcher festen Puncte gibt. In dem einen derselben 
schneiden sich die Directricen unendlich vieler Ellipsen, zweier Parabeln, deren Con- 
ttrnclion wir in der vorigen Nummer angezeigt haben, nnd unendlich viele solcher Hy- 
perbeln, auf deren ein und demselben Zweige die beiden ersten gegebenen Puncte liegen. 
In dem andern festen Puncte sehuelden sich die Directricen aller solcher Hyperbeln, de- 
ren ein Zweig durch den einen und deren anderer Zweig durch den. andern der beiden 
gegebenen Puncte gehl. Dieser zweite feste Piinct ergibt sich durch eine ganz ähnliche 
Construction als der erste. Wahrend dieser nemlich der Darchschnittspunct der beiden 
üossern gemeinschaftlichen Tangenten derjenigen beiden Kreise ist, welche durch den 
gegebenen Brennpunct gehen, nnd die beiden ersten gegebenen Puncte zu ihren Mittel- 
puncten haben, ist jener zweite feste PuncE der (reelle) Durchschnitt der beiden (imagi- 
nären) Innern gemeinschaftlichen Tangenten derselben' beiden Kreise. Die beiden gege- 
benen und diese beiden so bestimmten festen Puncte sind vier harmoulsche Tbeilungs- 
puncte und werden von dem gegebenen Brennpuncte aus unter rechtem Winkel gese- 
hen. (I92)_ 

Das "Vorstehende ist in Üe herein Stimmung mit der 3G7- Nummer, nach welcher in 
allen Curven zweiter Ordnung oder, was-dasselbe helsst, (552) zweiter Classe, welche 
durch zwei gegebene Puncte geben und zwei gegebene gerade Linien berühren, die Be- 
riihrungs- Chorden durch einen von solchen zwei festen Puncten gehen, die mit den Lei- 
den gegebenen in gerader Linie liegen. An die Stelle derjenigen Curven , welche zwei 
gcgebcue gerade Linien berühren, treten Curven mit demselben Brennpuncte .und die 
Polaren dieser Brennpuncte (die Directricen) an d|c Stelle der Beriihrungs- Chorden. 

Hiernach ergibt sich folgende Conslruction der an die Spitze dieser PSuinmer gcslell- 
len Aufgabe : 

,Man beschreibe aus den drei ersten gegebenen Puncten, als Mittelpunctcn, drei 
.Kreise, welche durch den vierten gegebenen Puncl gehen, und construire die vier Sym- 
.nietralen {lÖ3) ') dieser drei Kreise, Diese vier Synimetralen sind die Directricen derje- 
,nlgen vjer Curven zweiter Classe, welche den Bedingungen der Aufgabe Geniige leisten." 

Die äussere Symmetrale entspricht einer Ellipse oder Parabel oder einer solchen Hy, 
pcrbcl, deren ein und derselbe Zweig die drei ersten gegebenen Puncte enthält. Die 
drei Innern Symmetralen entsprechen solchen Hyperbeln , deren ein Zweig din'ch zwei, 
mnd deren anderer Zweig durch den dritten jener drei gegebenen pnnclc gebt. 

Wenn wir annehmen, dass zwei Jer drei gegebenen Puucte, durch welche die JM 
constrnircnde Curve gehen soll, zusammenfallen, und also eine Tangeqte, auf derselbea 
der Iteriihrungspunct nnd ausserdem noch ein Punct gegeben sind, so reducirt sich die 
Zahl der Auflösungen auf zwei. Indem wir den gegebenen Beriihrungspunct mit dem 
andern gegebenen Puncte zusammenstellen, erhalten wir, wje eben, zwei feste Panclc, 
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durch welche die Dlreclricen der verlangten Curven gehen. Ausserdem gehen die^^DIrec- 
tricen aller Curven zweiter Classc, welche denselben Brennpnnct haben und eine gege- 
bene gerade Linie in demselben Piincte berühren, durch ein und denselben Pnntt der 
gegebenen geraden Linie nnd zwar durch einen solchen Punct, der zugleich auf dem, 
im gegebenen Brennpuncte auf der diesen Punct mit dem Beruhrungspunctc verbindenden 
geraden Linie errichteten; Perpendikel liegt (566). Hiernach erhalten wir die beiden Direc- 
triccn derjenigen beiden .Curven, die den Bedingungen der Aufgabe Genüge leisten, 

579. Eine Hyperbel zu beschreiben, die durch zivei gegebene Puncle geht, einen 
driiten gegebenen Punct zum Brennpuncte hat und deren eine Asymptote einer gegebe- 
nen geraden Linie parallel ist. 

Nach der 169. INummer modificirt sich für diesen Fall die Construction der vorigen 
Nummer auf folgende Weisse :. 

„Man construire ans den beiden ersten gegebenen Puncten, als MIttcIpuncten , zwei 
„Kreise, welche durch den dritten gegebenen Punct gehen, ziehe in diesen beiden Krei- 
„sen diejenigen beiden Durchmesser, welche der gegebenen geraden Linie parallel sind 
„und verbinde die Endpnncte dieser beiden parallelen Durchmesser durch vier gerade Li- 
„nicn. Diese geraden Linien sind alsdann die Directrlcen derjenigen vier Hyperbeln, 
„welche den Forderungen der Aufgabe Genüge leisten," 

Die beiden ersten gegebenen Puucte liegen auf demselben Zweige zweier dieser vier 
Hyperbeln, und auf den beiden Zweigen jeder der beiden übrigen Hyperbeln. , 

Eine Hyperbel zu beschreiben, deren Asymptoten zweien gegebenen geraden Limen 
parallel sind, die durch einen gegebenen Punct geht und einen zweiten gegebenen Punct 
Kum Brennpuncte hat. 

Hier erhalten wir, mit Berücksichtigung der eben angezogenen Nummer, sogleich 
folgende Construction: 

„Man beschreibe aus dem ersten gegebenen Puncte, als Mittclpnncte , einen Kreis, 
„der durch den zweiten gegebenen Punct gebt, ziehe in diesem Kreise zwei den gcgehe- 
„ncn geraden Linien parallele Durehmesser und verbinde die Endpnncte derselben durch 
„vier gerade Linien. Auf diese Weise erhält man ein dem Kreise eingeschriebenes Pa- 
„rallelograuim, dessen Seiten die Directrlcen der vier verlangten Hyperbel sind." 

Eine Hyperbel zu beschreiben , die durch einen gegebenen Punct geht, einen zwei- 
ten gegebenen Punct zu einem ihrer Brennpuncte und eine gegebene gerade Linie zu 
einer ihrer Asymptoten hat. 

„Man beschreibe aus dem ersten gegebenen Puncto, _als Mittelpuncte, einen Kreis, 
,der durch den zweiten gegebenen Punct geht, ziehe in diesem Kreise den der gegebc- 
,nen Asymptote parallellen Durchmesser und verbinde die Endpnncte dieses Dnrchmes- 
,sers mit dem Fnsspuncte des auf diese Asymptote vom gegebenen Brennpuncte aus gc- 
, lallten Perpendikels durch zwei gerade Linien (566). Diese gerade Linien sind die Directri- 
,ccn der verlangten Hyperbeln, deren es zwei gibt". 

Wenn statt des ersten gegebenen Punctes die zweite Asymptote der Richtung nach 
gegeben ist, so erhält man leicht diese Asymptote selbst, (nach der Bemerkung, dass 
der Brennpunct von beiden Asymptoten glelehwelt absteht) und zwar zweifach. Die je- 
desmalig entsprechende Directrii erhält man, Indem man die Fusspuncte der auf die bei- 
den Asymptoten gcfalUcn Perpendikel durch eine gerade Linie verbindet (5ö6). 
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Wir bredica hier ab, weil wir den Gef^enstand dieses Paragraphen auch noch Ih 
der zweiten Abthcilnng des vorliegenden zweiten Bandes berühren werden. — 

§. 7. 

Theorie der Oscnlation. Osculation Jiyperholischer und parabolischer Zieeige 

in unendlicher Entfernttng. 

580. Wenn die allgemeine GleicLnng des zweiten Grades: 

Aw^-F2Bvw+Cv=4-2Duw-(-2Euv+-ru= = o, 
ciüc solche Garvc darstellen soll, welche von der ersten Axe berührt wird, so müs- 
sen wir 

F = o 
setzen. Wenn wir ferner den Beriihrungspunct auf dieser Axe zum Anfangspniitte neh- 
men, so kommt übcrdiess: 

E = o. 
Für die Gleichungen irgend zweier gegebener Curven, welche die erste Axe im An- 
fangspnncte berühren, können wir hiernach folgende nehmen; 
Aw'-(-aBvw-(-Cv'-I-2Dnw = o, 
Ä'w^-+-2Bvw+C'v'+2D'iiw = o. ^'' 

Wenn wir diese beiden Gleichungen zu irgend einer neuen Gleichung des zweiten Grades 
verbinden, so stellt diese nenc Gleichung einen solchen geometrischen Ort zweiter Classe 
dar, der mit den beiden gegebenen Curven (i) dieselben vier gemeinschaftlichen Tangen- 
ten hat. Ziehen wir insbesondere die Gleichungen (\) von einander ab, nachdem wir die 
erste derselben mit C, die zweite mit C niulliplicirt bähen, so kommt: 

w[{AC'-A'C)w+2(EC-B'C)v+2(DC-D'C}u] - o. 
Diese Gleichung stellt zwei Pnncte dar, ^ und diese Pancte sind also uolhwcndig solche, 
in welchen die vier gemeinschaftlichen Tangenten der beiden Curven (l), zu zwei und 
zwei genommen, sich schneiden. Der eine dieser beiden Punctc ist der Anfangspunct, in 
welchem die beiden Curven sich berühren , und der als der Dnrchscbnittspunct zweier in 
der ersten Axe zusammenfallender gemeinschaftlicher Tangenten anzusehen ist. Der an- 
dere Punct, für dessen Gleichung wir folgende, erhalten : 

(AC'-A'C)w-f-2(;BC-B'C)v+a(DC-D'C}n = o, (.) 
ist also der Durchschnitt der beiden, einzig noch übrigen, gemeinschaftlichen Tangen- 
ten der beiden gegebenen Curven. 

. Die Dlscnssion der Gleichung (a) führt zu einfachen und symmetrischen Resultaten. 
Wenn wir erstens annehmen, es sei: 

DC = D'C, 
so rcducirt sich die Gleichung (2) auf folgende: 

(AC'-A'C)wW-2CBC'-B'C)v = 0, (3) 

und stellt also einen solchen Punct dar, der anf der ersten Axe in einer Knlfcriiung 
Tom Anfangspunctc liegt, die gleich ist: 

BC-B C 

AC-A'C" 

Von den vier gemeinschaftliehen Tangenten der beiden gegebenen Curven fallen also drei 

in der ersten Asc zusammen und die vierte erhalt man, indem man durch den. Punct (3) 
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eine Tangente ;m eine hcÜebige dieser Cnrven legt. In dem vorliegenden Falle haben 
die beiden {;egebcncii Curven drei aufeinander folgende Elemente mit einander gemein; es 
findei z wischen denselben eine drcipunclige (dreitangentige) Osciilation 
Stall. *) 

Wenn wir uweilens vo raus setzen, es sei: 

BC - B'C, 
so retliu-Iil sieb die C!eicli;ing (2) auf folgende : 

(AC'-A'C)w-H2(ÜC'-D'C)n = o, (4) 

wnd stellt also einen solche« Punct dar, der auf der zweiten Axc Hegt, und iw;ir In ei- 
ner Enifernung vom Anfangspunctc, die gleitb ist: 
DC'-D'C 
'^'AC-A'C ■ 
XA'enit wir drittens voraussetzen, es sei: 

AC - A'C, 
.*o vt'rv, rtiKlelt sich die Giekbnn- (3) In folgende: 

(BC'_B'C)v+(DC-D'C)ii = 0, 
und stellt also einen Punet dar, der nach einer leicht zu bestimmenden Richtung hin, un- 
cndiicb weit liegt. Die beiden gegebenen, sich berührenden Ciirvcn haben also zwei pa- 
rallele , gemeinschaftliebe Tangenten. 

Hierbin gebort als besonderer Fall, dass 

A = A' = o, 
und also die beiden gegebenen Curven Parabeln sind; die eine gemcinscbaftiicbe Tan- 
gente liegt alsdann unendlich weit, und ist als mit jeder gegebenen geraden Linie paral- 
lel anzusehen. 

Wcmi viertens die beiden Gleichungen: 

1>C' = O'C, BC = B'C, 

/.ugk'ich bestcbeii, so reduc-irt sich die Gleichung (2) anf: 

w = o, 
auf die Gleichung des AnfaagspnMlcs. Der Durebschniltspunct der Tangente im Üstu- 
lationspuncte des ersten Falles mit der vierten gemeinschaftlichen Tangente fallt alsdann 
mit dem Osculalionspnncte , die vierte gemeinschaftliche Tangente mit den drei ersten, 
Kiisammen , oder, wenn wir vom zweiten Falle airsgcben, der Durebschniltspunct der 
beiden gemeinschaftllcben Tangenten auf der zweiten Axe fällt mit dem Berührungspuncte, 
diese Tangenten fallen mit der Tangente im Beriibrnngspunte zusammen und die Hicli- 
tiing. der Äweiten Axc kann wieder jede beliebige sein: die beiden gegebenen Cur- 
ven haben einen vierp unc tigen (viertangentigen) Contad. 
^Venn fünftens die beiden Gleicbungenf 

DG ^ DC, ' hC - A'C, 

•)_Auf gewisse "Weise wird die Theorie Jer Osculafion hier tioeh ansciiauttrher als da, wo ni^ui 
dieselbe aus dem Zusammenfallen von Durelisehnitfspunc'en herleitet. Denkt man sicli nrm- 
llcli eine Curvc als die Grande ehics Poivgones mit immer zunehmender Seitenjahl, so ent- 
sprechen die Tangenten der Curve verlängerten Seiten des Polygons, Der ßeriihrung iweier 
Curven entspricht ein Zusammenfallen iweier auf einander folgender Selten der beiden b?- 
lügiichen Polygone, der einfachen Osculation ein Zusammenfallen dreier conseeutiver Sei- 
len des einen Polygons mit dreien consecutlven Seiten des andern und 10 fort. 
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zugicicli befriedigt werden, so vorwandelt sich die Gleichong (2) in folgende: 

V = 0; 
die. beiden gerne in schafLlichen Tangenten sind also der ersten Axe parallel, nnd mithin 
oscnliren die beiden gegebenen Curven sieb im Anfangspuncle nnd berühren dieselbe, der 
Tangente in diesem Puncte parallele, gerade Linie. 
Wenn insbesondere 

A = A' = o, 
so sind die beiden Curven beliebige Parabeln, die sieh im Anfangspnncle osciihreii. 
Wenn sechstcns die beiden Gleichungen: 

BC = B'C, AC = \'C, 

zugleich Statt finden, so verwandelt sich die Gleichung (2) in folgende: 

u = o, 
die beiden gemeinschaftlichen Tangenten sind also unter sich nnd mit der zweiten Axe 
pai'allci. 

Wenn insbesondere 

A = A' = 0, 
so sind die gegebenen Curven Parabeln, welche die erste Axe im Anfacgspimcte beriili- 
rcn nnd eine gemeinschaftliche Tangente haben, die der zweiten Axe parallel ist. 

581. Wir können die vorstehenden Bcsliinmiingen dadurch noch vercmhiclieii. 

dass wir 

C = C = 1 

setien. W^enn wir demgemäss die Gleicbnng: 

v=-4-Aw-4-aBvw-f-2Diiw = o, (ä) 

m Grunde legen, so erhalten wir folgende Zusammenstellung verschiedener Fälle : 

( Alle Curven oscnliren einander dreipnnctig auf der ersten Axe Iin 
~ " ' I Anfangspnncte; die Klchümg der zweiten Axe bleibt unbestimmt. 

i. Alle Curven beriihren sich anf der ersten Axe im Anfangspnncte und 
die beiden gemeinschaftlicben Tangenten, je zweier derselben, schnei- 
den sich auf der zweiten Axe, 

.- Alle Curven berühren sich auf der ersten Ase im Anfangspnncle imd 
A =: consl. äia gemeinschaftlichen Tangenten je zweier derselben sind parallel. Die 

'zweite Axe hat eine beliebige Richtnng. 
D — consl r Alle Curven oscnliren sich vierpnnctig auf der ersten Axe im An- 
B = consl. ;fangspnncte. Die Fiichtnng der zweiten Axe ist beliebig. 
_ f Alle Curven ostulircn einander drcipnnctig anf der ersten .\xr. im 

" JAnfangspuncte, und beriihren dieselbe, dieser A\c paraüole gerade Linie. 

(Die Richtnng der zweiten Axe ist beliebig. 
„ _ / Alle Cnrven beriihren sich auf der crslen Axe im Anfangspnncle, 

,' (and iede derselben berührt iiberdiess zwei s-egebene, der zweiten Aio 
A = consl. I ,; , i i ■ ■ 

*-para!teIe, gerade Linien. 

582. Wenn 

A = o, 
so ist die rcsnltirende Gleichung: 

v'-f-2Bvw-|-5Duw ^ 0, 
die allgemeine Gleichung aller Parabeln, welche die erste Axe im Anfangspnncle berüh- 
ren. Es ergeben sich hier folgende besondere Fälle: 
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,, , i Alle ParaLein oscnlireii sich drelpiinctig auf der ersten Axe im An- 

i) =! COnS/. i. _. . . , ■ 1 1- 1 ■ n- I 

llangspuncte. Die zweite Axe hat eine jjcliebi{;e üichtnng. 
I Alle Parabeln berühren einander auf der ersten Axe im Anfar^s- 
jpuncte und ilbertliess eine gegebene gerade Linie, die der zweiten Axe 
B = const. ^parallel ist. Wenn insbesondere B = o, so liegt diese gerade Linie 
funeiidlich weit, und die zweite Axe ist ein gemeinschafth'cber Durch- 
messer aller Parabeln. 
583. Wenn wir in der allgemeinen Gleichung der Curven zweiter Qasse: 
Aw'4-2Bvw-f-Cv^-f-2Duw+^Env-}-Fn» = o, 
»II- gleicher Zeit: 

F = o, D = o, 

nehmen, so erhalten wir die allgemeine Gleichung solcher Curven dieser Classe, welche 
die erste CoordinaXen-Axc berühren, und deren MiUcipunct zugleich auf dieser Axe liegt. 
Hieraus ist klar, dass alle diese Curven Hyperbeln sind, die eine gemeinschaftliche Asymp- 
(ote haben, und dass diese Asymptote in die erste Axe fallt. 
Hiernach stellen also folgende beiden Gleichungen; 

Aw'-f-aBvw-J-GvM-aEav ^ o, . 

A'w'+2B'vw-f-C'v'+3E'uv = o, ^'^ 

zwei Hyperbeln dar, welche beide die erste Axe zu einer ihrer Asymptoten haben. Zie- 
hen wir diese beiden Gleichungen von einander ab, nachdem wir zuvor die erste mit A', 
die zweite mit A multiplicirt haben, so kommt: 

v[2(A'B— AB'}w4-(A'G-AC')v-}-2(A'E-AE')u] = o. 
Der Factor v des ersten Theiles dieser Glelcliung bezieht sich auf die beiden in der er- 
sten Axe zusammenfallenden gemeinschaftlichen Tangenten der beiden gegebenen Curven, 
als deren Dnrcbschnittspunct man den, nach der- Richtung der ersten Axe hin, nncnd- 
iich weit liegenden Berührangspunct anzusehen hat. Die Gleichung; 

9(A'ß-AB>-f-(A'G-AC')T+2{A'E-AE> = o, (2) 
stellt also den Dnrcbschnittspunct der beiden übrigen gemeinschaftlichen Tangenten dar. 
Wenn erstens: 

AE.= AE', 
so reducirt sich die Gleichung (2) auf folgende; 

2(AB-AB>+(A'C~AC')v == 0, 
and stellt mithin einen Punct der ersten Axe dar. Wenn wir die beiden durch diesen 
Punet gehenden gemeinschaftlichen Tangenten, die immer reell sind, construircn, so 
llUit die eine derselben in die erste A^e -and mithin fallen drei gemeinschaftliche Tangen- 
ten der beiden durch die Gleichungen (l) gegebenen Hyperbeln in ihre gemeinschaftlich^ 
Asymptote zusammen: die Hyp crbcln osculiren sich dreipunctig auf der er- 
sten Axo in unendlicher Entfernung. 
Wenn zweitens: 

A'C = AC, 
so redncirt sich die Gleichung (3) auf folgende: 

(A'B— AB>v+(A'E— AE> = o, 
und folglich geht die zweite Axe durch den Durchschnittspunct der beiden gemeinschaft- 
lichen Tangenten. 

Wenn drittens: 

AB = AB', 
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und also die beiden Hypürbeln denselben Mittelpunct haben, so rcducirt sich die Glel- 
ebiing (2) auf folgende ; 

(A'C-AC>+2(,VE-AE> == o; 
die beiden gememschaftücben Tangenten sind also parallel. 
Wenn vierlens zugleich: 

A'E = AE', A'C = hC, 

sü reducirt sich die Gleicbang (2) auf: 

w = o. 
Die Leiden gegebenen Hyperbeln haben einen dreipunctigcn Contact in unendlicher Ent- 
fernung auf der ersten Axc und ihre gemeinschaftliche Tangente gebt durch den An- 
fi;ngspunct. 

^Venn fünftens zugleich: 

A'E = AE', A'B = ab; 

sü reducirt sieb die Gleichung (9) auf: 

V = o. 
Alte vier genieinschafllicbc Tangenten fallen also in die genielnschaftiiche Asymptote zu- 
sammen, es haben die beiden Hyperbeln .auf dieser Asymptote (der ersten Axe) in un- 
endlicher Entfernung einen vierpunctigen Contact. Solche Hyperbeln ha- 
ben denselben Mittelpunct. 

Wenn sechstens zugleich: 

A'G = AC, A'B = AB', 

ao reducirt sich die Gleichung (2) auf: 

u t= o. 
Die erste Asc ist in diesem Ealle eine gemeinschaftliche Asymptote der- beiden Hyper- 
hein, es haben dieselben überdless zwei parallele gemeinschaftliche Tangenten, und mit 
diesen Tangenten ist die zweite Axe parallel. 

ööi». Wenn wir zusammenfassen und, indem wir A = 1 setzen, von der Gleichung: 
w'+2Bvw-f-Cv=+2Euv = 0, 
als von der allgemeinen Gleichung solcher Hyperbeln, welche die erste Coordinaten- 
Axe /.IT gemeinscbaftllchen Asymptote haben, ausgehen, so erhalten wir folgendes Schema : 
Alle Hyperbeln oscollrcn sieb drelpunctig auf der ersten Axe in un- 
endlicher Entfernung; die zweite Axe Ist beliebig. 

Die beiden gemeinschaftlichen Tangenten schneiden sich auf der 
zweiten Axe. 

Alle Hyperbeln haben denselben Mittelpunct; die zweite Ase ist be- 
liebig. 

Alle Hyperbeln oscnliren sich drelpunctig anf der ersten Axc in un- 
endlicher Entfernung, und berühren dieselbe durch den Anfangspuncl 
gehende gerade Linie; die Richtung der zweiten Axc ist beliebig. 
K = const. i Alle Hyperbeln osculiren sich vierpunctig auf der c-'stcn Axc In un- 
B = consl. ^endlicher Entfernung; die zweite Axe ist beliebig, 

C = const. \ Alle Hyperbeln berühren dieselben beiden, unter einander und mit 
B = const. |dcr zweiten Axe parallelen geraden Linie. — 

585. Die DIscussioncn In den vorstehenden Nnmmern dieses Paragraphen werden 
dadurch bedingt, dass wir zwei Coefficienten In der allgemeinen Gleichung gleich NjjII 
II. 39 



E = consi. 

V^ = const. 

B =s consl. 

E = const. 
Ci = const. 
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seLzen und zwar einmal F nntl £,- das andere Mal F xind D, Wir erliaUcii ^anz ähitli- 
cbc Discussionen, wenn wir C und E, oder C und B Leide gleich Null nehmen, und 
die geometrische DeiiUing hlcilit dieselbe als in dem Vorhergehenden, mit dem einzigeii 
Unterschiede, dass die heiden Axen sich mit einander vertauschen.. 

Man sieht sogleich, dass man auch noch an analogen Discussionen kommt, wani 
man einmal A und B, das andere Mal A und D gleich Null setzt. Diese heidcn Falle 
unterscheiden sich offenbar wiederum nur dadurch, dass die eine Coordinaten - Axe an 
die Stelle der andern tritt. Wir wollen in dem Folgenden einen dieser heiden Fälle na- 
her betrachten. 

Es sind (i|6ii): 

2B vw+Cv'-f-aEiiv+Fii' = 0, 
2B'vw-^C■v'+2E■uv^-Fi^» = o, ^'-* 

die Gleichungen irgend zweier Parabeln, deren Durchmesser der ersten Axe parallel 
sind. Ziehen wir diese heiden Gleichungen von einander ab, nachdem wir zuvor die er- 
ste mit F', die zweite mit F mulllplicirt haben, so kommt: 

v[2(BF-B'F)w4-(CF'— C'F)v-(-2(EF'-E-F)u] = o. 
Der Factor v des ersten Theiles dieser Gleichung bezieht sich auf zwei, der ersten 
Axe parallele, gemeinschaftliche Tangenten der beiden Parabeln (i), die folghch als un- 
endlich weit liegend und als zusammenfallend zu betrachten sind. Man kann also sagen, 
dass die beiden Parabeln in un endlicher Entfernung, sich berühren. Sol- 
che Parabeln haben ausserdem nur noch zwei gemeinschaftliche Tangenten, In dem vor- 
liegenden Falle schneiden sich dieselben, in dem Puncto : 

2tBF'-BT)w+(CF-G'F)v+2(EF'—E'F)n = o. (2) 

Wenn : 

EF' = EF, 
so gebt die erste Axe durch den Durchschnitlspunct der beiden gemeinschaftlichen Tau- 
scnten. Wenn : 

CF- = C'F, 
so liegt dieser Punct auf der zweiten Ase. Wenn endlich zugleich: 

EF' = EF, CF' = w'F, 

so ist der Durch seh nlltspnnct der beiden gemeinschaftlichen Tangenten Anfangspunct der 
Coordinaten, 
Wenn : 

BF' = BF, 
so rcducirl sich die Gleichung (2) auf folgende: 

{CF— C'F)v-f-2{EF'-E'F}ii = b, 
und stellt folglich einen, nach einer gegebenen Richtung hin, unendlich weit entfernt lie- 
genden Punct dar. Es liegt also auch eine der in Ptede Stehenden gemeinschaftliche« 
Tangenten der beiden Parabeln (l) unendlich weit, und ist mithin als mit den beiden 
ersten, unendlich weit liegenden, gemeinschaftlichen Tangenten zusammenfallend anzuse- 
hen. Man kann also sagen, dass die beiden Parabeln in unendlicher Entfer- 
nung sich dreipimctig osculircn. 
VTcnn zugleich: 

BF = BF, EF' = EF, 

so liegt der Ponct (2) nach der Richtung der ersten Axe hin unendlich weit. Es liegen 
also auch alle vier gemeinschaftlichen Tangenten unendlich weit nnd sind mithin als 211- 
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samriicnfallcnd zu l)e trachte ti. Die beiden Paraljeln (l) haben in diesem Falle einen Tier- 
jumctlgen Conlact in nnendiichcr Entfernung, 

Wenn zugleich: 

BF = BF, CF ^ C'F, 

so haben die beiden in Rede stehenden Parabeln in onendlicher Entfernung einen drei- 
piinctigen Contacl und die zweite Axe ist ihrer gemeinschaftlichen Tangente parallel. 

586 Wenn wir die verschiedenen in der vorigen Nummer discutirten Fülle zusam- 
menfassen, so erhalten wir, indem wir, der Kürze halber, F = l setzen und demnach 
von der Gleichung; 

ii'-f-2Bvw+Cv'+2Env = o, 
als von der aligemeinen Gleichung solcher Parabeln, deren Durchmesser der ersten Axc 
parallel sind, ausgehen, zu folgendem Schema: 

/ Die erste Axe geht durch den Durchschnitt der Leiden gemeinschafi- 
E = consi. Jüchen Tangenten je zweier Parabeln; die zweite Axe ist durchans hc- 
( liebig. 

iDie zweite Axe, deren Richtung jede beliebige sein kann, geht durch 
den Durclischniltspunct der gemeinschaftlichen Tangenten je zweier Pa- 
rabeln. 
„ _ l Alle Parabeln oscallrcn sich dreipunctig in unendlich^ Enlfcrnung. 

" ' JDer Anfangspunct und die Püchlung der zweiten Axe sind beliebig. 

_ Alle Parabeln berühren dieselben beiden geraden Linien, die .im An- 

~ ' Jfangspuncte der Coordlnaten sich schneiden; die Richtung der zwtäten 

~ * jAxe ist bellehig. 

E = consi. I Alle Parabeln osculiren sich vierpunctig in unendlicher Entfernung; 
B = consi. I die zweite Axe und der Anfangspunct sind beliebig. 
= const. I Alle Parabeln oscnllren sich dreipunctig in unendlicher Entfernung, 
B = const. (und berühren dieselbe der zweiten Axp parallele gerade Linie, 

587. Das System irgend aweier Puncte, die auf der ersten Axe liegen, IctJnqen wir 
durch folgende Gleichung darstellen : 

v'+(z+z')vw-f-x/w* = 0. f.) 

Wenn wir diese Gleichung von der allgemeinen Gleichung solcher Curvcn, welche die 
erste Axe im Anfangspunctc berühren: 

v'-+-2Bvw4-Aw=H-2Duw = o, (j) 

ritjziehen, und im Resultate den gemeinschaftlichen Factor w forthissen, so ergibt sichj 

■ (A-;<x>-J-(2B-()(-f-)t))vH-2Du = o. (3) 

Diese Gleichung stellt den Durchschnittspunct derjenigen beiden durch die Puncte (l) 
gehenden Tangenten der Curve (J) dar, welche nicht in die erste Axe fallen. 

Die Richtung der geraden Linie, welche den PunCE (3) mit dem Anfangspunctc yep- 
hlndet, ist durch folgende Gleiphnng bestimmt: 

_V _ 30 

^ ~ 2B-(>;+^')' 
Dieser Ausdruck ist unahhangig von A und bleibt also unverändert ^cselbe, wenn v/ir 
statt (2) irgend eine andere Curve zweiter Classe betrachten , welche mit derselbeii im 
Anfangspunctc einen vierpuncligen Contact hat. Also; 

19^ 
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JVenn man von irgend zwei festen Puncten der gemeinschaftlichen Tangente im 
Osculations-Pancte mehrerer sich vierpunctig osculir ender Curcen zfveiter Clusse an 
jede derselben noch zmei Tangenten zieht, so liegen die Durchschnitte Je zweier solcher 
Tangenten auf einer festen , durch den Oscidationspunct gehenden, geraden Linie. 

588. Hiernach ürhalteti wir eine Constraction folgender Aufgabe : 

Eine Curt>e zweiter Classe zu beschreiben, die eine gegebene in einem gegebenen 
Puncte vierpunctig osculirt und eine gegebene gerade Linie berührt. 

Es sei, indem wir die Figur in Gedanken hinzntlinn, TS die gegebene gerade Linie> 
welche der Tangente des Oscniationspnnctcs O im Puncte T begegne. Man lege durch 
T an die gegebene Curve die zweite Tangente TS' und eine beliebige dritte Tangente 
TS', die den beiden ersten Tangenten in T' und S' begegne. Man ziehe OS', die der 
gegebenen geraden Linie TS in S begegne und endlich T'S. Diese gerade Linie T'S isf. 
alsdann eine neue Tangenle der zu construir enden Curve, welche durch den, beliebig auf 
der Tangente im Osculationspuncte anzunehmenden, Punct T' geht. 

\Yenn die Leiden Pnncte T und T', und also auch die durch dieselben gehenden 
zweiten Tangenten, zusammenfallen, (was darauf hinauskommt, js = x' zu setzen), so 
sind S' und S Puncte, von welchen der eine auf der gegebenen, der andere anf der zu 
construlrenden Curve liegt, und diese beiden Puncte Hegen immer tioch mit dem Oscu- 
laiionspuncto O in gerader Linie. Auf diese Weise kommen wir zu der Umkehrnng ei- 
nes Satzes, den wir schon früher erwähnt haben *) und nach welchem wir, wenn ein 
Punct der zu conslrnircnden Curve gegeben ist, in diesem Puncte die Tangente legen, 
und wenn eine Tangente gegeben ist, auf dieser Tangente den ßerührungspunct bestim- 
men können. 

589. Wir erhalten ferner, wenn wir annehmen, dass die gegebene zu berührende 
gerade Linie unendlich weit b'ogt, die ConstTuction folgender Aufgabe: 

Eine Parabel zu beschreiben, welche eine gegebene Can'e zweiter Classe in einem 
gegebenen Puncte vierpunctig osculirt. 

Man lege, parallel mit der Tangente im Osculationspuncte O, eine 'zweite Tangenle 
an die gegebene Curve, und irgend eine dritte Tangenle T'S', welche der ersten in T' 
und der zweiten in S' begegne; man ziehe OS' und endlich durch T' eine gerade Linie 
parallel mit OS'. Diese letztgezogene gerade Linie ist eine Tangente der gesuchten Pa- 
rabel. Der Berührungspunct auf dieser Tangente ist derjenige Pimct, in welchem der- 
selbe von einer durch O und den Berührungspunct auf der Tangente der gegebenen 
Curve TS' gehenden geraden Linie geschnitten wird. 

Man sieht ferner, indem man den Berührungspunct auf der unendlich weit entfernten 
Tangente der zu construirenden Parabel sucht, dass der durch den Osculalionspnnct ge- 
hende Durchmesser der gegebenen Curve auch ein Durchmesser der Parabel Ist. 

5go. Der Abstand des Punctes (3) von der ersten Axe ist durch folgenden Ausdruck 
geKcben : 

_w __ 2D 

U ~ A-KX" 

welcher von B unabhUnglg ist und also derselbe bleibt, wenn wir mit der Curve (2) ir- 



*) Eniwichlungen , 355. 
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gend eine andere vertanscheii, welche dieselbe im Anfang-spuncle dtcipnnciig osculirl und 
mit ihr eine gemeinscLafÜicbc Tangente hat, die der Tangente im Osculaüonspuncte 
parallel ist. Also : 

. Wenn mehrere Curoen zweiter Classe, welche dieselben beiden Parallelen berüh- 
ren und sich auf einer derselben dreipunctig oscuUren, gegeben sind und man legt fon 
irgend zweien festen Puncten der Tangente im gemeinschaftlichen Osculationspuncte 
zifei neue Tangenten an jede der Curoen: so liegen die Durchschnitte dieser Tangen- 
ten - Paare auf einer dritten parallelen. 

Jfenn man von irgend einem Puncte der Tangente im Osculationspuncte noch eine 
zweite Tangente an jede Curve zieht, so liegen die JBeriihrungspuncle alle auf derselben 
geraden Linie , . die den beiden parallelen Tangenten parallel ist. 

Es iasst sich mit dem ersten dieser beiden Satze der Satz der SSj. Nummer als be- 
sonderer Fall in Verbindung bringen, wenn man mit der Tangente im Osculationspuncte 
die zweite, ihr parallele gemeinschaftliche Tangente zusammenfallen Iasst. Diejenige ge- 
rade Linie ncmllcb, welche der geometrische Ort für die Durchscbnittspuncte der ver- 
schiedenen Tangenten -Paare ist, geht, well s:e mit _den beiden parallelen Tangenten 
parallel ist, durch den (unendlich weit entfernten) Durchschnitt derselben. Fallen aber 
die beiden parallelen Tangenten zusammen, so ist der Osculalionspunct als ihr Diircb- 
schnittspnnct anzusehen. 

591. Wenn wir aanehmen, dass in der Gleichung (2) A = o ist, so erhalten wir 
statt der beiden Sätze der vorigen JNummer die folgenden ; 

Wenn man von irgend zwei festen Puncten der Tangente im Osculationspuncte meh- 
rerer sich oscutirender Parabeln noch zwei Tangenten an jede Parabel legt, so liegt 
der Durchschniitspiinct solcher zwei Tangenten auf einer festen geraden Linie, die der 
gemeinschaftlichen Tangente im Osculationspuncte parallel ist. 

Wenn man von irgend einem festen Puncte der Tangente im Osculationspuncte an 
jede Parabel noch eine zweite Tangente legt, so liegen die Berühr angspuncte auf allen 
diesen Tangenten aif einer festen geraden Linie, ivelche der Tangente im Oscuktlions- 
puncte parallel ist. 

Nach dem ersten der beiden vorstehenden Sätze können wir.iolgendc Aufgabe cou- 
stroiren: 

Eine Parabel zu beschreiben, die eine gegebene in einem gegebenen Puncte oseu- 
lirt und überdiess eine gegebene gerade Linie berührt. 

Es sei SQ die gegebene gerade Linie, die der Tangente des Osculationspunelos O 
im Puncte T begegne. Man lege durch T eine zweite Tangente TM an die gegebene 
Parabel und an dieselbe Parabel noch irgend eine heliehige dritte Tangente, die der 
Tangente TM in S', und der Tangente OT in T' begegne. .Durch S' ziehe man, paral- 
lel mit OT, die gerade Linie S'S, die der gegebenen SQ in S begegne, und endlich 
ST', Diese gerade Linie ist alsdann eine neue Tangente der zu constrnircnden Curve. 

Nach dem zweiten der beiden vorstehenden Satze können wir in der letzten Aufgabe 
auf der gegebenen geraden Linie den Bertihrungspunct bestimmen. 

592. Der Abstand des Pnnctes (a) von der zweiten Asc ist gleich; 

_w __ 2B— ()(+;r) 
V ~ A — X»' ' 
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uüd bleibt also derselbe, so laiif^e A imd B dieselben Werlbe beballen, das liclssl, füf 
alle beliebige Curven, welche die erste Axe im Aiifangsprincte und üherdiess zwei gege- 
bene, nnler sich und mit der zweiten Axe, parallele gerade Linien berühren. Also: 

Wenn mehrere Curi'en zweiter Classe eine gegebene gerade .Linie in demselben 
Puncte und äberdiess noch zivei gegebene gerade Linien berühren, und man von irgend 
zwei festen Puncten der ersten gereiden Linie noch zwei Tangenten an jede Curve legt, so 
schneiden sich die verschiedenen Tangenten- Paare aaj einer festen geraden Linie, die, 
mit tlen beiden gegebenen parallelen Linien parallel ist. 

Wenn man von demselben festen Piinct der ersten gegebenen geraden Linie Tan- 
genten an alle Curven zieht, so liegen die Berübrnngspuncte aul allen diesen Tangenlen 
auf einer neuen Parallelen. 

JVenn mehrere Parabeln zwei gegebene gerade Linien berühren und zwar die erste 
derselben in einem gegebenen Puncte, so schneiden sich je zwei Tangenten, die sieh 
ifon irgend zwei festen Puncten dieser ersteht geraden Linie an jede Parabel legen las- 
sen, in einem Puncte einer festen geraden Linie, die der zweiten gegebenen paral- 
lel ist. 

Wenn man von irgend einem festen Puncte der ersten gegebenen geraden Linie eine 
üwcite Tangente an jede Parabel legt, so liegen die Berührungspuncte anf allen diesen 
Tangenten in derselben geraden Linie, die der zweiten gegebenen parallel ist. 

Aus den vorstehenden Sätzen ergeben sich wiederum lineare Constructionen, die wir 
hier übergeben. Die Sätze der zunächst vorhergehenden Nummern sind als besondere 
Falle derselben anzusehen. 

593. Wenn wir von der allgemeinen Gleichung solcher Hyperbeln, welche die erste 
Axe vjxv gemeinschaftlichen Asymptote haben : 

w^+2Bvw4-Cv^4-2Euv = o, (,) 

folgende Gleichung: 

w^+(5+;=')vw^-|§'v^ = 0, (S) 

welche das System irgend zweier auf der ersten Axe liegenden Puncte darstellt, abziebn 
nnd. dann den gemeinschaftlicben Factor w fortlassen, so komniti 

(2B-(i+r))w-f.(C-?r)v4-aEu - o. (6) 

Diese Gleichung stellt den Darchschnittspunct derjenigen beiden Tangenten dar, die sich 
lOn den beiden Puncten (5), die auf der Asymptote der Carve liegen, an die Curve zie- 
hen lassen. Wenn wir diese beiden Puncte als fest, und demnach % und 5' als gegeben 
lietrachten, so erhalten wir die folgenden drei Fälle ans der Discnssion der Glei- 
chung (6). 

1) Der in Bede stehende Durchschnittspunct (6) liegt auf einer festen, durch den An- 
fangspuret gehenden, geraden Linie, wenn wir nach einander statt der Curve (Ji) 
verschiedene Curven nehmen, in deren Gleichungen B beliebig ist, C und E aber ein 
für alle Mal gegeben sind, 
ä) Der Durchschnittspunct (6) liegt auf einer festen, der erstCD Axe parallelen, gera- 
den Linie, wenn C nach einander versebiedene Wertbe erhält, B und E aber ein 
für alle Mal bestimmt sind, 
3) Der Durchschnittspunct (6) liegt auf einer festen, der zweiten Axe parallelen, gera- 
den Linie, wenn C und B dnrchauB bestimmte Wertbe erballen, der Coefficient E 
aber unbestimmt bleibt. 
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5%. Di'o geouicliisclie Dcutang des ersten dieser drei Fälle, gibl die folgciidcii 
Sätze : 

Wenn man von irgend zweijesten Pimcten der gcmehischaftlicheii Asymptote meh- 
rerer Hyperbeln, welche auf dieser Asymptote in unendlicher Entfernung einen drei- 
panctigen Coniact haben, und üherdiess eine gegebene gerade Linie berühren, an jede 
Hyperbel zivei Tangenten zieht , so liegt der Durchschniüspunct aller dieser Tangenten.' 
Paare auf ein und derselben geraden Linie, welche durch den Durchschnitt der ge- 
meinschaftlichen Tangente und Asymptote geht. 

Wenn man von irgend einem festen Puncte der gemeinschaJlUchen Asymptote an 
jede Hyperbel eine Tangente legt, so liegen die Berührungspuncte auf allen diesen 
Tangenten in einer ebenfalls durch jenen Durchschniit gehenden geraden Linie. 

In der 13. Figur, clic ich liinzofiige , um von der Beziehung zweier sich ia «nend- Fig 
lichcr EritferDung dreipunctig osciilirender Hyperbeln zti einander eine Anschauung zu ge- 
ben, ist AB die gcmeinscliafdiche Asymptote der beiden Curven, rr die gemeinschaft- 
liche Tangcnto, und t der Piinct, in welchem diese beiden geraden Linien sich schnei- 
den. T nnd T' sind zwei hclichige feste Punclc der gemeinschaftlichen Asj'^rnpfotc, die 
durch diese beiden Pniicte gehenden Tangenten der einen Curve schneiden sich m S, 
die der andern In S'. Der Punct r liegt mit den beiden Punctcn S und S' in gerader 
Linie. 

Nach dem ersten der beiden vorstehenden Siitze erhalten wir eine lineare Construc- 
tion folgender Aufgabe: 

Eine Hyperbel zu beschreiben, die mit einer gegebenen in unendlicher Entfernung 
einen dreipunctigen Contact hat und überdiess irgend zwei gegebene gerade Linien 
berührt, 

Wir wollen erstens annehmen, dass eine der beiden gegebenen zu bedibrenden ge- 
raden Linien rr zugleich eine Tangente der gegebenen Hyperbel MN sei. Die ander« 
gegebene gerade Linie sei TQ und schneide diejenige Asymptote AB der gegebenen Hy- 
perbel, aufweiche der Contact Stalt finden soll, im Puncle T. Man lege von T aus 
an die gegebene Hyperbel die Tangente TS' und an dieselbe Curve noch irgend eine 
zweite Tangente TS', welche der Tangente TS' in S' und der Asymptote AB in T' be- 
gegne. Man ziehe rS', welche der gegebenen geraden Linie TO in S begegne und end- 
lich T'S. Diese letzte gerade Linie ist alsdann eine neue Tangente der zu eonstruirenden 
Curve. 

Wenn zweitens irgend zwei beliebige gerade Linien, welche von der gcsuchleü 
Curve berührt werden sollen, gegeben sind, so künnen wir sogleich die gecnelnschaftü- 
chc Tangente der beiden Curven bestimmen. Es seien ncmllch TS und T'S die beiden 
gegebenen geraden Linien; alsdann ergibt sich der Pnnct S', indem wir von T und T' 
aus Tangenten an die gegebene Hyperbel Jegen. Die durch S und S' gehende gerade 
Linie schneidet AB in r, durch welchen Pnnct jene gemeinschaftliehe Tangente geht. 

Wach dem zweiten der beiden vorstehenden Sätze können wir sogleich die beiden 
Berührungspuncte auf den beiden gegebenen geraden Linien bestimmen. Der Beriib- 
rungspunct t auf TQ zum Beispiel Hegt zugleich auf derjenigen geraden Linie Tt', welche 
den Bertihrungspunct t' auf TS', der durch T gehenden Tangente der gegebenen Hyper- 
bel mit dem Puncte r verbindet. 
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An den leUlg-enanntcn Satz schiiessen sich noch einige specielle Coßslruelionen an, 
von denen wir die Constrnction der folgenden Aufgabe noch hervorheben wollen. 

Eine Hyperbel zu beschreiben, die mit einer gegebenen auf einer gegebenen Asymp- 
tote derselben einen dreipunctigen Contact und überdiess eine gegebene gerade Linie 
zur zweiten Asymptote hat. 

Es sei AG die gegebene gerade Linie, welche der gemeinschaftlichen Asymptote AB 
in k begegne. Man lege durch A eine Tangente At" an die gegebene Curve- nnd t" sei 
der BcrührungspnncL. Durch t" lege man eine gerade Linie parallel mit AC. Diese ge- 
rade Linie schneidet AB in T. 

595. Die geometrische Deutung des zweiten Falles der 593. Nummer gibt die folgen- 
den beiden Sätze: 

Wenn man von irgend zwei festen Puncten der gemeinschaßlichen Asymptote meh- 
rerer in unendlicher Entfernung sich vierpunctig osculir ender Hyperbeln, zwei Tangen- 
ten an jede derselben legt, so liegen die Durchschnittspuncte aller dieser Tangenten- 
Paare auf einer der gemeinschaftlicknn Asymptote parallelen geraden Linie. Die Be- 
rührungspuncte auf allen durch denselben Punct der gemeinschaftlichen Asymptote ge- 
henden Tangenten liegen ebeifalls auf einer dieser Asymptote parallelen geraden Linie. 
Nach dem vorstehenden Satze können wir folgende Aufgabe construiren : 
lUne Hyperbel zu beschreiben, die eine gegebene in unendlicher Entfernung cier- 
punctig osculirt und überdiess eine gegebene gerade Linie berührt. 
].■;„_ 1^, Es sei MN die gegebene Hyperbel^, AU diejenige Asympsote, auf welcher der Con- 
tact Statt finden soll, und die von der gegebenen geraden Linie TQ in T geschnitten 
wird- An die gegebene Hyperbel lege man irgend zwei Tangenten TS' und T'S', von 
welchen die erstgenannte durch T geht. Durch S'^ den Durchschnitt dieser beiden Tan- 
,genten, lege man S'S parallel mit AB und S sei der Pimct, in welchem diese gerade 
Linie der gegebenen TQ begegnet. Zieht man alsdann T'S, so erhalt man eine neue 
Tangente der zu constrnirenden Curve. 

Wenn die gegebene gerade Linie insbesondere TQ durch den Mittelpunct der g<^c- 
henen Curve geht, so ist dieselbe die zweite Asymptofe der verlangten Curve. In der 
ehcn angezeigten Constrnction der Tangenfen dieser Curve ändert sich nichts. 

Um auf der gegebenen geraden Linie TQ den Beriihrnngspunct t zu bestimmen, 
brauchen wir nur tt', parallel mit AB durch t', den Berühr ungspunct auf Tt', zu ziehen. 

Eine Hyperbel zu beschreiben, die eine gegebene in unendlicher Entfernung vier- 
pmtctig osculirt und überdiess durch einen gegebenen Punct geht. 

Es sei t der gegebene Punct. Durch diesen Punct lege man tt' parallel mit AB, und 
t' sei der Punct, in welchem diese gerade Linie der gegebenen Hyperbel begegnet. An 
diese Hyperbel lege man im Puncle t' eine Tangente, die der Asymptote AB in T be- 
gegne. Zieht man endlich Tt, so erhält man die Tangente der verlangten Curve in dem 
gegebenen Puncte t. 

Man sieht ohne Mühe , dass die Sätze und Constructionen dieser Nummer aus den 
Sätzen und Constructionen der vorigen als besondere Fälle sich herleiten lassen. Aim 
der Discusslon des dritten Falles der 593. Nummer ergeben sich ganz analoge, vmd noch 
allgemeinere Ptesultate, bei deren Herleitung wir hier nicht verweilen wollen. 
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5{)6, Wenn wir von der alJgem einen Gicichung solcher Parabeln j deren Durchmes- 
ser der ersten Axe parallel sind: 

u--f-2Bvw4-Cv^-+-2Eiiv = 0, (7) 

folgende Gleicliunff: 

ii'-}-(X-f-V}uv-f-^rv^ = 0, (8) 

die ein System von zwei nach gegebenen Richtungen hin nnendlich weit liegenden Pnnc- 
ion darslcllt, abziehen, und in der resaitirenden Gleichung den gemeinschaftlichen Fac- 
tor V vernachlässigen , so kommt: 

2Bw4-(C-U')v-{-(2E-(;.-f-J0)a = r-. (9) 

Diese Glelchnng stellt offenbar den Dm-chschni'ttspimct derjenigen beiden Tangenten dar, 
welche die der Gleichung (8) entsprechenden Richtungen haben. Wir erhalten hier wlc- 
dcrnm drei verschiedene Falle; (536) 

1) Der Punct (9) liegt anf einer festen, durch den Anfangspunct gehenden, geraden 
Linie, wenn wir in der allgemeinen Gleichung {7) für C und £ ein für alle Mal 
bestimmte, für B aber nach einander alle möglichen Werthe annehmen. 

2) Der Punct (9) liegt auf einer der zweiten Äxe parallelen geraden Linie, wenn die 
Coeflicienten 13 und C bestimmt sind, aber £ unbestimmt bleibt. 

3) Der Punct (9) liegt auf einer der ersten Axe parallelen geraden Linie, wenn die 
CoefTicienlen B und E gegeben sind, der Coefficient C aber beliebig angenommen 
werden kann, 

597. Die geometrische Deutung des ersten Falles der vorigen Mummer fülirt nng zu 
folgendem Satze. 

fVenn man nach ztvei gegebenen Richimigen, an jede von solchen Parabeln, die 
zivei gegebene gerade Linien berühren und deren Durchmesser parallel sind, zepei 
Tangenten legt, so liegen die Diirchschniltspuncie solcher Tangenten - Paare , so ivie 
die Jßerührungspuncte auf allen unter sich parallelen Tangenten , auf denselben gera^ 
den Linien und diese geraden Linien gehen durch den Durchschnittspunct der gemein- 
schafllichen Tangenten der beiden Parabeln. 

Nach diesem Satze ergibt sich nntev Anderm, wie sogleich erhellet, die Construction 
der gcmeinsehaftlichcn Tangenten zweier Parabeln, deren Durchmesser parallel sind. 

598. Die geometrische Deutung des 2. Falles der 596. Nummer gibt folgenden SalZ; 
fVenn man nach zwei gegebenen Richtungen, an jede con solchen Parabeln, die 

sich in unendlicher Entfernung dreipunctig osculiren und überdiess eine gegebene gerade 
Linie berühren, zivei Tangenten legt, so liegen die Durchschnitte aller dieser Tangen- 
ten-Paare in gerader Linie und diese gerade Linie ist der gegebenen parallel. Die 
Berührungspuncte auf allen unter einander parallelen Tangenten der verschiedenen 
Parabeln liegen ebenfalls in einer solchen geraden Linie. 

Hiernach ergibt sich die Construction folgender Aufgabe : 

Eine Parabel zu beschreiben , die eine gegebene in unendlicher Entjernung drei' 
punctig QscuUrt und überdiess irgend zwei gegebene gerade Linien berührt. 

Es sei MN die gegebene Parabel, QS und RS seien die beiden gegebenen geraden .J'ja._ 
Linien und S ihr Durchschnitt. Man lege an die gegebene Parabel zwei diesen geraden 
Linien parallele Tangenten Q'S' und R'S', die sich in irgend einem Puncte S' schneiden 
werden. Man ziehe SS' und lege, parallel mit dieser geraden Linie, an die gegebene 
Parabel die Tangente TT. Diese Tangente berührt zugleich auch die verlangte Parahd. 

IL 20 
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Sobald diese gemeinscliaflllchc Tangente gefunden ist, ist es leicht, beliebig viele Tan- 
genten der letztgenannten Parabel za bestimmen. 

Um die Beriibrungspuncte t und t" auf den beiden geraden Linien QS und RS zu 
finden , brauchen wir nur durch t' und t'", die Bertthrungspuncte auf Q'S' und R'S', zwei 
gerade Linieti', parallel mit SS', zu ziehen. 

599. Die ffcometrische Deutung des drillen Falles der 596, Nummer zeigt, dass als- 
dann alle Parabeln denselben Haupt-Durchmesser und gleiche Parameter baben und also 
zusammenfallen würden, w-"nn man dieselben nach der Richtung der ersten Asc gehörig 
verschöbe. Dasselbe folgfe unmittelbar aus der 480. und 506. Nummer. 

600. Die Gleichung (3) der 5Sj. Nummer stellt, indem wir von irgend einer bestimm- 
ten, der durch die allgemeine Gleichung (l) dargestellten, Curven ausgehen und nach und 
nach für sc und x alle möglichen Wertbc nehmen, alle möglichen Puncto in der Ebene 
der Curve dar. Bestimmen wir x nnd k' so, dass 

x+x = co/ist., 
so liegen alle diese Puncto anf derselben durch den Anfangspnnct der Coordlnaien ge- 
henden geraden Linie. Hiernach erhallen wir folgenden Satz: 

Wenn tvir auf einer gegebenen Tangente einer gegebenen Curoe zsveiter Ciasse, soi- 
che Paare von Puncten bestimmen, die mit dem Berährungspuncte und irgend einem 
Jcslen Puncte der gegebenen Tangente vier harmonische Theilungspuncte bilden, so 
schneiden sich die Tangenten - Paare , ivelche durch diese Puncte gehen, aiif einer fe- 
sten, durch den Beriikrungspunct gehenden, geraden Linie. 

Dieselbe gerade Linie geht offenbar auch durch den Bcrührungspunct auf der zweiten 
darch jenen festen Punct gehenden Tangente. Hiernach können wir demselben Sat>:e 
auch folgende Aussage geben: 

Irgend zicci Tangenten einer gegebenen Curve ziveiter Classe werden von zifeiea 
andern harmonisch geschnitten, ipenn der Durchschnitt dieser au/der Polaren des 
Durchschnittes von jenen liegt. 

Die Beziehung der beiden Tangenten -Paare zu einander ist durchaus gegenseitig. 
"Wenn wir insbesondere 

x-f-«' = o 
setzen, so ist der in 'Rede stehende Ort ein Durchmesser der Curve und wir kommen 211 
einem allbekannten Satze. 

Der Pirnct (3) liegt ferner auf einer der ersten Ase paralellen geraden Linie, wenn 
xx' = const., 
und somit erhalten wir den nachstehendfti Satz: 

Wenn wir von zwei beliebigen Puncten einer gegebenen Tangente einer gegebenen 
Curve zweiter Classe, für welche das Product der Abstände vom. Ber'dhrungspuncte, 
derselben beliebigen Grösse gleich ist, Tangenten an die Curve legen, so schneiden 
dieselben sich aif einer festen, der gegebenen Tangente parallelen, geraden Linie, 

601. Die ganz analoge Discussion der Gleichung (6) der 593. Nummer gibt, in- 
dem wir 

g-f^' = const. 
setzen, folgenden Salz, den wir durch Gränzbctrachtnngen sogleich aus dem ersten Salze 
der vorhergehenden Nammer hatten herleiten können. 
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Wenn man von solchen Pancfen einer Asymptote einer gegebenen Hyperbel, die 
von einem gegebenen PunCle dieser Asymptote gleich weit abstehen, Tangenten an die 
Ji^pcrbel legt, so schneiden sich diese Tangenten, paarweise genommen, auf einer Je- 
sten, jener Asymptote parallelen geraden Linie. 

Hiernacli ergibt sich eine leichte Construction einer Hyperbel, die von vier gegebe- 
nen gcniden Linien eine zu einer ihrer Asymptoten und die drei übrigen za Tangen- 
ten hat. 

Wenn wir 

§^ = const. 
selien, so ergibt sich folgender Satz: 

Wenn man i'on solchen zwei Puncten einer Asymptote einer gegebenen Hyperbel, 
ßir welche das Product der Abstände von einem festen Puncte derselben Asymptote con- 
stant ist, Tangenten an die Hyperbel legt, so schneiden sich dieselben in einem Puncte 
einer durch den festen Punct gehenden festen geraden Linie. 

602. Aus einer analogen Discussion der Gleichung (9) erhalten wir enclllch noch 
zwei allbekannte Sätze, die den Sätzen der beiden vorigen Nummern entsprechen und 
die wir ans diesem Grunde hier anführen. 

Irgend zwei Tangenten einer gegebenen Parabel, derjenige Durchmesser , welcher 
durch den Durchschiiittspunct derselben geht, und die Tangente im Scheitel dieses 
Durchmessers, haben die Richtung von ficr Harmonicalen. 
Dieser Satz bezieht sich auf die Bedingung: 

J.4-V =! const. 
Wenn wir 

IX = const. 

setzen und insbesondere const. = ( — 1) nehmen, so kommen wir zu folgendem zweiten 
Satze : 

Die Scheitel aller rechten Winkel, deren Schenkel eine gegebene Parabel beruh- 
ren, Hegen in gerader Linie {der Directrix). — 

603. Wenn wir irgend eine Cnrve zweiter Classe, welche die erste Coordinaten- 
Axe im Anfangspunctc berührt, durch die Gleichung: 

Aw*-+-2Bvw-4-Cv'H-2Dnw = o, (.) 

darstellen, so erhalten wir die Gleiclmngen aller möglichen Curvcn derselben Classe, die 
die gegebene im Anfangspuncte drcipunctlg oscnliren , wenn wir, nntcr der Bedingung, 
dass der Quotient -r, unverändert derselbe bleibt, den Coefficienten der vorstehenden Glei- 
chung beliebige \Yerlbe beilegen (S8l). Eine von diesen Gleichungen insbesondere stellt 
einen Kreis dar. Diesen Kreis wollen wir in dem Folgenden hestlmnicn. 

Bei der Annahme rechtwinkliger Coordinaten- Axen ist die allgemeine Gleichung des 
Kreises: 

(au-^bv-{-w}' = e=(v'-^-u^, 
wenn p den Radius desselben bezeichnet und 

au-f-bv-+-w =s o 
die Gleichung seines iMittelpunctos ist (442). Wenn der Kreis die erste Coordinaten-^A« '"» 
Anfangspimcte berühren soll, so verwandelt sich seine Gleichung, indem wir 

b =3 0, a = p. 

setzen, in folgende: 

^3— p2v'-f>2pnw = fl. (i) 
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Wenn der Kreis (2) die gegebenen Cnrvc (l) drcipnnctig oscnlirca soll, so crbalten 
wir (58i) die Bedingungs- Gleichung; 

mithin i 

C 

"Vyir erhatten hiernach eine einfache Constrnction des Krümmungshalbmessers ei- 
ner gegehenen Cnrvc zweiter Ciasse in einem gegebenen Puiicte. Es ist ncmlich ( t ) 
gleich dem Prodnctc der beiden Abstände der beiden der zweiten Coordlnaten- Axe pa- 
rallelen Tangenten von dieser Axe (dCr Normalen im gegebenen Puncle) nnd ( ~~v~ J 
gleich dem. Abstände derjenigen Tangente, die der ersten Coordinatcn-Axe parallel ist, 
von. dieser Axe (der Tangente im gegebenen Puncte). Hiernach gelangen wir zu folgen- 
dem Satze; 

Der Krümmungshalbmesser einer in ein gegebenes Rechteck beschriebenen Curvc 
zweiter Classe in demjenigen Puncte, in welchem dieselbe eine Seite des Rechtecks bä- 
rührt, ist gleich der uierten Proportionalen zu der Hälfte einer der beiden anliegenden 
Seiten des Rechtecks und den beiden durch den Berührungspunct auf der erstgenannten 
Seite bestimmten Segm.ente. 

Unmittelbar an diesen Satz knüpft sich die Conslructlon folgender Aufgabe; 

In ein gegebenes Rechteck eine Ellipse zu beschreiben, die in demjenigen Puncte, 
in welchem eine Seite des Rechtecks berührt wird, eine gegebene Krümmung hat. 

Man würde nur leichte Modificatlonen erhalten, wenn man an die Stelle des Recia- 
eclcs ein hclicbiges Parallelogramm setzte. 

604. Die in der vorigen Nummer entwickelte Constniction des Krümmungshalbmes- 
sers einer gegebenen Curve zweiler Classc in einem gegebenen Pnncle verliert ihre An- 
wendbarkeit für den Fall der Parabel. Wir erhalten eine zweite Constrnction, wenn wir 
BD, der allgemeinern Constanten-Beslimmung in der 527- Nummer zurückgehen, nach der 
sich, wenn wir den Miltelpnnct der Curve durch (y', x'), nnd den Pol der zweiten Ase, 
der in dem vorliegenden Falle auf der ersten Ax-e liegt, durch (0, x"j sbezcichnen, fol- 
gende Gleichung ergibt; 

C X* „ 

P^^-D = -/''■ 
. iö.In der 16, Fignr, auf die wir uns, der Kürze halber, beziehen wollen, ist O der auf 
dem Umfange der Curve liegende Anfangspunct nnd OY und OX sind die beiden sich 
rechtwinkb'g schneidenden Coordlnaten- Axen. K ist der Mlttelpunct und X" der Pol der 
aweiten Axe. Alsdann kommt: 

s" = OX", 

-A = tangYOK = tang^., 

nnd mithin: 

p = OX"tanga = OP, 
indem wir dorch X" die gerade Linie PX" so legen, dass der Winkel OX"P gieioh a ist." 
Man kann hiernach den Punct P auch construircn, indem man vom Puncte X" aus auf 
den durct den gegebenen Punct O gehenden Durchmesser KO ein Perpendikel fällt, und 
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mit diesem Perpendikel, verlängert bis zum Diirchschnitle mit der zweiten Axe, als Radius, 
aus X", als Miltclpunct, einen Kreis RP besctireibt. Wir haben also folgenden Satz: 

Wenn eine Carve zweiter Classe und auf dem Umfange derselben ein Punct gege- 
ben ist, so bildet der durch diesen Punci gehende Durchmesser mit der Normalen den- 
selben Winkel, als die Tangente mit einer durch den Pol der Normalen und den 
Mittelpunct des Osculations- Kreises in dem gegebenen Puncte gehenden geraden Unie. 

£s besteht dieser Salz offenbar auch für denjenigen Fall, dass die gegebene Carve 
eine Parabel ist. 

605. Aas dem Anblick der beiden Gleichungen (l) tmd (2) der 603, Nummer ergibt 
sieb sogleich, dass der Kreis (2) mit der gegebenen Curve nur dann einen vierpunctigen; 
Contact haben kann, wenn (58i): 

B = o, 
das hcissl, wenn die zweite Axe dorch den Mittelpunct der gegebenen Curve geht. Also 
nur in den Scheilelpuncten der beiden Bauptdurchtnesser einer gegebenen Curve zweiter 
Classe wird dieselbe von einem Kreise vierpunctlg osculirt. *) 



*) Wir wollen in dieser Note turz andeuten, wie die im Teste entwicfeelte Theorie der Oscu- 
laüon sich unmittelbar auf Curven einer beliebigen Classe ausdeKnen lässl. 

Es sei! 

aw^+(f>¥+c«)>v^+Cd\^+env-!-fu«)w+gv»+liuv*+iu'v+l!u' = o, (i) 

die dllgemcinc Gleichiine; der Cur\en dritter GlassCt Wenn wir in dieser Gleichung w = o 
setztn, so ergibt mcIi die Gleichung: 

gyä+irav'+iu'v+ku* = o, 
äiur Beslimmung der RiLhfaug der drei durch den Anfangspuiict gebenden Tangenten. In 
dem Falle, dasa k = o, «ird die Curve von der ersten Axc berührt. Wenn zugleich 
j = o, so fallen zwei durch den Anfangspunct der Coordinaten gehende Taageaten mit 
der ersten Ai.e lusammen j die Cnrve geht durch den Anfangspunct. Wenn enalieb über- 
diess auch h = o, so falli-n drei durch den Anfangspunct gehende Tangenten mit der er- 
sten Asa lü^ammen. Der Anfangspunct ist ein singularer Punct, drei aufeinander folgende 
Elemente der Cur' e fjllen in die erste Asej man könnte sagen: iwischen Curve und An- 
fangspunct finde eine drei f.ing entige Osculation Ötatf. 

Wenn wir in der Gleichdug (1) » = o seixen , so erhalten wir zur liesÜmmung der- 
lenigen Puncte, in welchen die diei der ersten Ase parallelen Tangenten in die sweite Ase 
einschneiden , folgende Gleichung ; 

aw'+cuw^-ffu'w+ku' = o. 
Diese Gleichung zeigt wiederum , dass, wenn k = o ist, eine Tangente der Cun-e mit der 
ersten Axe zusammenfällt. Wenn zugleich f = o, so gehen iwei der erstea Ase parallele 
Tangenten durch den Anfangspunct! die erste Ase berührti im Allgemeinen, zwei Zweige 
der gegebenen Curve. V/enn iiberdiess auch noch c = o, so gehen drei der ersten Ase 
paralleTe Tangenten durch den Anfangspunct; es wird diese Axe von der gegebenen Curve, 
im Allgemeinen, in drei Punclen berührt. — 

\\ enn «ir den Aufang'.p'inct der Coordinaten auf dem umfange Irgend einer gegebe- 
nen Cur\e dritter Classe beliebig annehmen, und mit der Tangente in diesem Puncte die 
erste Ase zu-iammenfallen lassen, so erhalfen wir für die Curve, wie wir eben gesehen ha- 
ben, eine Gleichung \on folgender Form: 

aw'+(b^_+cu)«M-(d¥^+euV+fu'jvv+gv^+huy= = o. (2) 

Ferner ist die allgemeine Gleichung derjenigen Curven zweiter Classe, welche die erste Aje, 
und mithin auch die gegebene Cur\e drifler Classe, im Anfangspuncte berühren, 

Aw^+2Bvw+Cv'+2Dnw = o. (3) 

Es ist leicht, aus den beiden vorstehenden Gleichungen eine solche Gleichung herzuleiten, 
die ehenfalU ^om dritten Grade ist, und in welcher w als gemeinschaftlicher Factor er- 
scheint. Wir brauchen zu diesem Ende in der Gldchung (2) nur statt v' und uv' folgende 
Aasdrücke, welche wir aus {?•') erhalten, zu substituiren : 
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6oG. In der 584. Nummer haben wir nachgewiesen, dass alle Curvcn, welche dnrcb 
folwilde fileichung: 

w^+2Bvw+Cv'+2Etiv = O, 
dargestelU werden, wenn B und C beliebige Coeflicienlen sind, E aber ein für alle Mal 



AwM-2Bvw-(-2Duw Aw^-f.2Bvff+2Diiv 



C 

Hiernach lomnili 

w[Caw^+(Cb-Ag)vw+CCd— 2Bg>^+(Gc— Ah)uw+(Ce— 2Dg-2Bh)uv4-(Cf~!>DhV^] = o.(4) 
Da die Gleichnng (4) eine algebraische Folge aus den beiden Glelcliuneen (2) und (3) bt, 
so- können wir die gemeinschaftlichen Tangenten der beiden gegebenen Curven aueb aus der 
Znsammenstellung der beiden üleicbungen (2) und (4) bestimmen. Die Anzahl dieser ge- 
roeinscbaftlichcn Tangeolen beträgt sechs. Zwei dieser sechs Tangenten^ worauf sich der 
Factor w in der letzten Gleichung besieht, fallen in die erste Axe; die vier übrigen erhal- 
ten wir, indem wir aus (3) und der Gleichung! 

Caiy^+{Cb— Ag)vw+(Cd— 2Bg)v*+tGc— Ah)uw+cCe— 2Dg— 2Eb)uv4-(Cf~-2DbV = o, (5) 
etwa die \Yerthe für - und — ziehen. Um auszudrücken, dasa djese letztgenannten vier 

gemeinschaftlichen Tangenten der beiden gegebenen Curvcn, dxe also auch gemeinschaftli- 
che Tangenten jeder dieser Curven und der durch (5) dargestellten Curve zweiter Classe 
jind, mit der ersten Axe zusammenfallen, erhalten wir sogleich folgende Gleichungen; 
Cf— 2Dh = O, (6) 

Ce— 2Dg~2Eh = o, (7) 

CcCc— Ah) = 2D(Cd— 2Bg), (9) 

C(Cb— Ag) = 2B(Cd— 2Bg), (9) 

Bio Gleichung (6) bedeutet, dass die Curve (5) die erste Ase berührt, die Gleichungen 
(ß) und (1) zeigen an, dass der IJerüLrungspunct auf der ersten Axe mit dem Anfangspuncte 
ausammenfalll. Die Gleichmigen (6), (1) und (ö) drucken aus, dass. die Curve (5) die ge- 
gebene Curve zweiter Clasj^e (8) (üreipunctig osculirl, und die letzten Gleichungen, .^lle vier 
zugleich, dass diese Oseulation eine vierpunctige ist. Es folgt hieraus, dass die Leiden ge- 
1 (2) -und (3)' sich in diesen verschiedenen Fällen ' * ' ""' " 
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folgende Glelchuug: 

(he— fg)vw+h=vVfhow = o. (iS) 

Wollen ivir die Kriimroung der gegebenen Curve im Anfangspuncle durch die (fiinfpunclie) 
osculirendc Curve zweiter Classe bestimmen, so erhalten, wir für diese Curve folgende 
Gleichung: 

(ch^—dfli^+fegh— Pg^)w^-l-h'i:hel-fg}vw+h'*v'+fh'Siw = o. {.e) 

Welter können wir hier im Allgemeinen nicht gehen. Die Gleichung (13) ist eine Eediii- 
gungs - GlcichuGg zwischen den Constanten der gegebenen Gleichung der Curve dritter Classe, 
f)ie befriedigt werden rauss, wenn diese Cur\e im Anfangspuncle mit einer Curve zweiler 
Classe einen sechspuncLigen Conlact haben soll. Kine Curve dritter Classe hat nur in ge- 
wissen Puncten Ihres Ümfangs mit einer Curve zweiter Classe einen sechspunctigen Conlact, 
Wenn ein solcher Punct zum Anfangspuncte der Coordinaten, und die Tangente in diesem 
Puncle lur ersten Axe genommen wird, so stellt die letzte Gleichung jene sechspunetig oj' 
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gegeben ist, solcLe Hyperbeln sind, welcbe sieb auf der ersten Axe in unendlicher Ent- 
fernung oscaÜren. Für alle diese Curvcn ist das Product der beiden Haupt -Durcbmessec 
derselben eine conStante (imaginäre) Grösse. Das Quadrat dieses Productcs ist nemüch 
(511), wenn wir die allgemeine Gieicliung zu Grunde legen, gleich: 
(AE-BD)'— (AG— BQCAF-D' 
A'^ ' 

und dieser Ausdruck rcduclrt sich, indem wie A = l, D =: o und F = setzen, auf: 

E ist aber nach der 532, Nummer gleich dem Inhalte des von einer beliebigen Tangente 
und den beiden Asymptoten einer der gegebenen Hyperbeln gebildeten Dreiecks. 

In allen Hyperbeln, tvelche sich in unendlicher Entfernung dreipunctig oscidircrt, 
ist der Inhalt aller Dreiecke, die fon dem Asymptoten -Winkel durch eine beliebige 
Tangente abgeschnitten werden, constant. *) 



cnlirende Curve dar, anij es gibt elgenfikh keine rdofpunctig oscuürende Curve zweiter 
Classe für diesen Ponct. 

Die Construction des Krümmöngshalbmessers, die wir in der 603, Nummer fiir den Fait, 
dass die gegebene Curve von der zweiten Classe ist, cnfwicielf haben, lässt sich auf belie- 
bige algebraische Gurven aiisilehnen. Es sei: 
aw'"+(bv+cu)w™-'+ . . -l-(dv"'-H-eu¥ra-s+ , . funi-»)wS+Cgv">-'+ . . +hum-^-+ku"i-')w 
+1^+ . . +m>i'>'-'v»+nü"'-V = o, 
die Gleichung irgend einer Carve m. Classe. Der Kriimraungshalbnieaser dieser Curve irn 
Anfangspuncle der Coordlnatcn ist alsdann gleich: 
2 n 
~m— iM* 
was unter Anderm ancfi aus der 544. Nummer folgt, nacli welcher: 

fw'+hvw+(m-l)k«w+nv' = o, 
eine Curve zweiter Classe darstellt^ weiche die gegebene im Anfangspuucfe der Coordiiia- 
leo dreipunctig OsculJrt. 

Wenn wir die Abstände derjenigen m Tangenten der gegebenen Curve, welche der 
EweiCen Axe parallel sind, durch %, j;^, . . ^„,1 ferner die Abstände derjenigen (m — 1} 
Tangenten, weiche der ersten Axe parallel sind, durch |[, §2, . . |ni_, und endlich dieje- 
nigen Winltel, welche die durch den Anfangspunct gehenden {m— 2) Tangenten (die beiden 
in die erste Axe fallenden Tangenten nicht mitgerechnet) durch tOi , w^, . . mai-2 bezeitb- 
nen, so erhalten wir, abgesehen vom Zeichen, sogleich folgende Ausdrücke; 

• = tangco^ . tangWi • . . tangia^^^-: 
1 

- = >/,. !Jj ... ^^, 

und hleruacii ist der zu bestimmende Krümmungshalbmesser gleich; 

___.. ^'- ^^ ' • ' ^" ^ . tangOi, . tangu,^ . . . tangtoa^^j. 

Der Raum verbietet in die Discussiou dieses bemerkenswertheii Ausdrucks, der loiu 
Beispiel für den Fall, dass wir zum Anfangspuncte einen der Berührungspuncie auf einer 
solchen geraden Linie nehmen, welche zwei oder mehrere Zweige der gegebenen Cwrve in- 

gteith berührt, unter der Form — erscheint. 

*) Wenn irgend eineCurve gegeben ist, die reelle Asymptoten hat, so können wir Hyperbeln be- 
ttimmen, welche mit der gegebenen Curve auf jeder Asvmplole in unendlicher Entfernunjj 
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607. Wir haben in der 586. Nammcr gesehen, dass, wenn wir in der Gleichung: 
2Bvw+Cv^+2Euv4-ti' = o, 
C und E teliehig annehmen, während wir B als ein für a)]e Mal gesehen betrachten, 
diese Glcichiing solche Parabeln darstellt, die sieb in unendlicbcr Enlfernnng drelpimcltg 
oscüHren. Alle diese Parabeln haben, wie wir schon {gezeigt haben, Durchmesser, die 
der ersten Axc parallel sind, und, wovon man sich leicht üljerzcugt, gleiche Püramcler. 
Indem wir nemlich die Gleichung: 

aBvw4-Cv^4-2Duw4-2Euv4-Fn^ = o, 
Ba Grunde gelegt, haben wir für den vierten Theil des Parameters der bezüglichen Curve 
in der 506, Nummer folgenden Ausdruck erhalten; 



einen dreipuncEigea Cootact haben, Wcno wir eine dieser osculirenden Hjperbefn durch 
die Gleichung! 

IV 2-1-211 vw+Gv'+Eiiv = o, 
darstellen, s« können wir E a!s «las Maass der Krümmung der gegebenen Curve auf einet 
der Asjmpfoien ia uneiidüeher Enlfernung betrachten. 

.Es sei ! 

aw'n-t-Cbv-l-cu)w'"-'-f . . +(dv°'-2-hcuvni-3-f . . -Ffiin'-=)w2-F(gv'°-'-4- . . +bu™-*v)w 
4-1^=-^- . . -f nu™-■=v^-^pu"'-'v = o, 
die Gleichung einer gegebenen Curve m. Classe. Die erste Axe ist eine Asymplote der 
Curve; denn wenn wir in der vorstehenden Gleichung w = o setzen, koinml: 

und, wenn wir v = ±0 setzen, so ergibt sicii; 

w^Caw^-^+cuw™ ■ ^4- . . +fu™~^) = o. 
Hiernach ergibt sich nach der 544. Nummer für eine der in Bede stehenden osculirenden 
Hj-perbeln folgende Gleichung: 

fw^+hvw4-nv2-|-(in— l)puv = o, 
und mithin: 

m— 1 p 
E = -^ -. 

Um diesen Ausdruck zu coostruiren , wollen wir die Abstände der {m— 2) Taügentcn, 
die derjenigen Asymptote, auf welcher in unendlicher Entfernung die dreipunctige Oscula- 
tioa Statt finden soli, parallel sind, von dieser Asymptote, durch 5/1, tji, . . ijm-ai "^'^ 
Abstände der m Tangenten, welche der zweiten Ase parallel sind, und also bei iinscrer 
Co ord ina ten - Annahme auf jener Asymptote senkrecht stehen, von der zweiten Axe, durch 
li, gj, . . §,ni nnd endlich die Winkel, welche die (m — 'Ij durch den Anfangspunct ge- 
benden Tangeuten, mit der Asymptote bilden, durch coi, Wj, . . Wm-i beieiehnen , — so 
finden wir ohne Mühe: 



1 



s iangcoi . tangmi . . . tangw^i-y , 



l endlich ; 



Vi. ' Vi • . .^Ti 



tangcäi . tangm^ 



2 I. . Ij . . . gm-2 
Je grösser der Werth von E ist, desto langsamer nähert sieb die Curve der in Rede 
stehenden Asymptote. Wenn wir diese Annäherung noch genauer bestimmen wollen, somüs- 
seft wir höhere Ordnungen der Osculation in unendlicher Entfernung betrachten. Wir ge- 
langen hierzu, ohne irgend einer Schwierigkeit zu begegnen, auf dem in der Kote iur 
905, Nummer eingeschlagenen Wege. 
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(CD'-gBDE-)-FB']aV9 
und dieser Ausdrucii rcdiicirt sicli, indem wir F = l ond D = o sctzenj auf 



2B 



■•-*) 



•) Die Gleichung ügead einer Curve m. Classe, welebe ein Paar parabolischer Zweige hat, ist, 
nach der INote der 52-1. Numner von folgender Forn 

(Bv+C)«'" M-(D '+C +F) " + =0 

fline solche Curve berührt, wie d e 1 arabel e ne une dl cl e t I egen le gerade Ine die 
rait einer gegebenen parallel ist da he sst e man a f edem der he de i s tneodÜ- 
chc hin sitR erstreckenden Zi e ge i amer e ter fortijel t so ahert s eh d e R chtung der 
einsprechenden Tangenten imn:e mel r 1 1 er bc t n te R cl tu g und z gle ch entfernen 
iich die Tangenten a<if beiden Zcgnnner eler bs e nacl e tgegen^jCsetzter Seite 
ins Unendliche hin weiterrüclie d / e at a! zu i amenfallend aniusel e s nd 

Wir können die vorstehe de Gle cl u g le cl t d z ar nur auf e ne e z ge 'N'V e e in 
eine andere verwandeln, in welcher da n t "> bei f e e Gl ed feilt las t nem- 

licb, indem «ir von einem recht lukl g n Coord naten fe) e c u ci em rechtwinkligen 
ijhergohen, die beiden Axen um einen Winkel f sich drehen, so geht (552 (ü)) jene 
üleicliitog in folgende über: 

( Bcojy+C s^ni f ) v— ( Bsmy — Ceojy -) u ^_,_^ _ 

(vswj(p+uce«(p)"' ' ' ' 

Bild nimmt also, indem wir: 

C 
tangrp = _, 

sefieo, folgende Form an; 

b¥m™-'+Ccv'+duv4-2fu')w"-ä+ . . +lv"'+ . , pum-'v+qn™ = o. 
Wenn wir in dieser Gleichung u = o setzen, so kommt: 

v(bw"-'+dvw'n-'+ . . +lv°'-') = o, 
iiod wenn wir v = 4;*^ setzen, so ergibt aich: 

u'Cfw'"-^+ . . . +qu™-^) = o. 
"Wif sehen hieraus, dass die gegebene Curve m. Classe die unendlich weit entfernte der 
erilcn Axe parallele gerade Linie berührt. 

Nach der 544. Wuninier erhalten wir fiJr qitie, diq gegebene« Curve auf der unendlich 
weit entfernt liegenden geraden Linie, (v = o, u ;= o), dreipuiictig osculirende Parate!, 
folgende Gleichung: 

(:m-l)hvw+dv^+euv+fu^ = o. 
!Jer vierte Theil des Parameters dieser Parabel ist gleich: 
1 J' 
ni-l' b* 
Um diesen Ausdruck zu eonstruiren, wollen wir, die Absßnde derjenfgen (m — 11 Tangenten, 
die der zweiten Axe parallel sind, von. dieser Axe, durch §i, ^21 - - Im-i ; <lie Abstände 
der (m— 2), der ersten Ase parallelen Tangente (die in die unendlich weit liegende gerade 
Linie zusammenfallenden beiden Tangenten nicht mitgerechnet) von dieser Axe, durch 1j^, 
f«j • • 7?in-2; und endlich diejenigen Winkel, weiche die m durch den Anfangspunct ge-f 
lienden Tangenten mit der ersten Axe bilden, durch a>i, Wj, . . Wm bezeichnen. Alsdann 
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603. Wir kommen zu einer, namentlich in Bczlehnog auf die Annahme <les Coordi- 
naten- Systems, allgemeinern Bestimmung der Gleichungen solcher Cnrvcn, welche sich 
berühren und osculircn, wenn wir zu dem Schema der 539. INnmmer zurückgehe»- Wir 
wollen uns hier auf den ersten Fall dieses Schema heschränken. 

Die allgemeine Gleichung; 

Aw^+2Bvw-f-Cv^+9Daw+2Euv+Fu^ = o, (,) 

stellt, wenn alle in derselben vorkommenden Coefficienlcn, A und B ausgenommen, ein 
für alle Mal gegeben sind und zwischen jenen beiden Coefficienten folgende Bedingungs- 
Glcichung Statt findet: 

B = aAH-b, (2) 

solche Curven zweiter Classc dar, welche dieselben vier gegebenen (reellen oder imagi- 
nären) geraden Linien berühren. Von diesen vier geraden Linien schneiden sich,^im All- 
gemeinen, zwei im Anfangspuncte der Coordinaten, und ihre Richtung bestimmt sich 

durch die Gleichung: ^ , r. ^ , 

Cv'4-3Euv-hFii^ = o. (3) 

Die beiden übrigen geraden Linien schneiden sieh in einem solchen Puncle der ersten 
Coordinaten-Ase, dessen Absland vom Anfangspuncte gleich (2a) Ist, und ilire Rieh- 
tnng bestimmt sich durch folgende Gleichung (538); 

(C— 4ab)vH-2(E— 2Da)uv4-Fu' = o. (4) 

Die Coordinaten des Mittelpunctes der durch (l) dargestellten Curve sind; 
B _ D 

'^ Ä' ^ A* 



Den auf diese Weise bestimmten vierten TheJl des Parameters einer den paraiiolisclien 
Zweig der gegebenen Curve in unendlicher Entfernung dreipuuctig osculirendon Parabel, 
können wir als, das Maass der Krümmung des parabolischen Zweiges in uncndiiclier 
Entfernung betra eilten. 

Wenn wir statt der dreipunctig osculireodea Parabel eine vlerpunctlg oscuilrende belrach- 
teo, so erhalten wir für diese denselben Parameter als wir fiir jene erhalten haben: denn die 
beiden Parabeln haben nothwendig aucli unter sich in uuendlicher Entfernung einen drci- 
punctigen Confact. Die vierpnncti'g oscuilrende Parabel untersclieJdet sich von den andern 
nur dadurch, dass sie eine bestimmte gerade Linie zu ihrer Axe bat, und wir erlialteo eine 
solche Parabel, wenn wir eine dreipunctig oscuilrende helichig so veri-iicken, dass ihre Asc, 
wahrend sie parallel mit sich selbst bleibt, mil iener bestimmten geraden Linie, die wir 
die Axe des parabolischen Zweiges nennen können, zusammenfällt. Es gibt un- 
endiich viele in unendlicher Entfernung vierpunctig osculirende Parabeln, unter denselben 
befindet sich eine einzige, weiche den parabolischen Zweig in nnendlicLer EntfernuDg füuf- 
punctig osculirt; und die sich durch die Lage ihres Brennponeles auf der cemeinscbaRlichen 
Axe bestimmen lUsst. Durch diese Parabel können wir den Lauf des parabolischen Zweiges 
der gegebeneu Curve auch noch in geringerer Entfernung annäherungsweise darstellen. 

Wir erhalten die eben bezeichneten verschiedenartig osculirenden Parabeln nach demsel- 
ben Verfahren als in der Note zur 605. Nummer. Um ein einzelnes Beispiel zu geben, wol- 
len wir folgende Gleichung: 

cnw'+(dv=+euv4-fu')w-|-_gv*-|-huv=-}-Iu^'+ku* = o, 
zu Grunde legen, welche die allgenielne Gleichung aller Curven dritter Classe ist, die einen 
paraboliscben Zweig haben, wenn wir die «weite Coordinaten- Axe (ich nehme hier die 
zweite, wo ich bisher die ersleCoordinalen-Axe genommen habe) parallel mit der Äxe des 
parabolischen Zweiges annehmen. Alsdann brauchen wir, um die Gleichung derjenigen Pa- 
rabel zu eHialfen, welche die gegebene in unendlicher Entfernung fiinfpuncfig osculirt, wie 
man leicht sieht, in der Gleichung (16), in der Note zur 605. Nummer, bloss w mit u, 
und dann c mit f und d mit h gegenseitig zn vertauschen. Auf diese Weise kommt; 
.^fd''— hcd'-l-eegd— c*g')u^-l-2d=(de-i-cg)uv-f3dV+2ed-W = o. — 
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"Wenn wir zivlscticii diesnn beiden Gleichungen und der Bedlngungs-GIcicLung (3) die 
CoefficicQtea A «nd B cllmlniren, so kommt; 

D(x-a) = hy. (s) 

Die Mittclpunctc aller durch die allgemeine Gleiclinng (I) darstellbaren Curvon liegen 
also auf der durch die vorstehende Gleichung (5) dargestellten geraden l/inie. Diese ge- 
rade Linie ist im Allgemeinen der zweiten Axe parallel, wenn h = o. Sie geht durch 
die Mitte der zur ersten Axe genommenen Diagonale derjenigen vierseitigen Figur, deren 
vier Seiten von allen in Hede stehenden Curven berührt werden. Da wir auf gleiche 
Weise jede der drei Diagonalen dieser vierseiligen Figur znr ersten Co ordinalen -Axe 
nehmen können, so sieht man sogleich, dass die' gerade. Linie (5) durch die Mitten aller 
drei Diagonalen geht, und hiernach sich leicht constniiren lässt, 

Wenn wir besondere Yoraassetzangen über die vier gegebenen Coeflicicnten C, D, 
E und F machen, so nntcrwerfen wir dadurch die vier, ebenfalls als gegeben za be- 
trachtenden, geraden Linien, von welchen alle in Rede stehenden Curven berührt wer- 
den, gewissen gegenseitigen Beziehungen. Hierüber wollen wir beispielsweise in ein ans- 
filhrlicheres Detail eingehen. 

l) Wenn wir 

C = ö 

setzen, so zeigt die Gleichung (3j, dass alsdann eine der gegebenen geraden Linien 
mit der zweiten Axe zusammenfaUt. 

Wenn zugleich: 

G = 0, L = o, 

so zeigt' die Gleichung (4), dass alsdann eine zwelie der gegebenen geraden Linien 
mit der zweiten Axe parallel ist. Alle Curven sind also einem Parallel-Trapcz ein- 
geschrieben, von dessen parallelen Seiten eine in die zweite Axe, und dessen eine 
Diagonale in die erste Axe fällt, 
a) Wenn wir 

D == 
nehmen, so enthält, was die Gleichung (5) zeigt, die erste Axe die Mittelpnncte 
aller Curven. Zwei Diagonalen der von den vier gegebenen geraden Linien gebilde- 
ten vierseitigen Figur werden alsdann nothwendrg von der dritten Diagonale balbirt. 
Diese dritte Diagonale ist die erste Coordinaten- Axe. 

W^enn zugleich 

'* D = o, h = o, 

SO erscheint der Ausdruck für die Ordinate des Durcbschnittspuncles der geraden 
Linie (5) mit der zweiten Axe, ncmlicb der Ausdruck: 

unter der unbestimmten, nicht reducirbaren. Form r~. Der Grund hiervon ergibt 
sieb sogleich, wenn wir zu den Ausdrücken für y und x, aus welchen wir die Glei- 
chung (5) hergeleitet haben, zurückgehen, wonach wir sogleich y — 0, und x = a 
erhalten. Alle Curven haben also denselben Mittelpunct, und dieser liegt auf der er- 
sten, Coordinaten - Axe. Die Richtung der zweiten Axe kann jede beliebige sein. Die 
geometrische Bedeutung der beiden letzten Bedingungs- Gleichungen ergibt sich so- 
gleich aus der Bemerkung, dass alsdann die beiden Gleichungen (S) und (4) identisch 
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werden. Alle Curven sind alsdann demselben Pavallogramm eingeschrieben, ein 
Winkclpimct desselben ist Anfangspiinct der Coordinaten mid die durch denselben 
gebende Diagonale erste Coordinaten-Axe. 

S) Wenn wir 

E = 
setzen, so bilden, was die Gleichung (3) zeigt, die beiden gegebenen dnrcfa den An- 
fangspnnet gehenden geraden Linien und die beiden CoordJnalen-Axen ein System 
von vier Harmonicalen. Wenn wir zugleich noch eine Bestimmung über h hinzufü- 
gen, so kann die allen Curven (l) nmschricbenc vierseitige Figur nicht mehr jede 
beliebige sein. 

U) Wenn wir zugleich 

C = o, = 

setzen, so bleibt Alles wie in dem nnter 2) betrachteten Falle, nur dass die zweite 
Axe, deren Richtung beliebig war, nun mit einer der beiden durch den Anfangspunct 
gehenden geraden Linien zusammenfallt. 

5) Wenn zugleich 

D = o, E = 0, 

so berühren alle Curven die vier Seiten einer vollständigen vierseitigen Figur, deren 
zwei Diagonalen parallel sind und also von der dritten Diagonale balbirt werden. Die 
erste Axe fällt, wie im 2. Falle, mit der letztgenannten Diagonale zusammen. Die 
zweite Axe ist parallel mit jenen beiden parallelen Diagonalen, Wenn öberdiess 
auch noch 

b = o, 
so berühren alle Cnrven die Seiten eines Parallelogramm es, dessen ein Winkclpnnct 
Anfangspunct des Coordinaten ist. Die durch diesen Punct gehende Diagonale ist 
die erste Coordinaten-Axe, parallel mit der andern Diagonale ist die zweite Axe. 

6) Wenn zugleich 

C = 0, E = o, 

so zeigt die Gleichung (3), dass alsdann zwei der gegebenen geraden Linien in der 
zweiten Ase zusammenfallen. Alle Cnrven berühren die drei Seiten eines gegebenen 
Dreiecks und zwar die eine dieser Seiten, welche zur zweiten Ase genommen wird, 
in demselben Puncte, dem Anfangspunctc der Coordinaten. Die erste Ase gebt zu- 
gleich durch den dieser Seite gegenüberliegenden Winkclpnnct. 
Wenn überdiess 

b = 0, 
so sehen wir aus der Gleichung (4)> dass alsdann eine der beiden gegebenen, durch 
den Pnnct (o, Sa) gehenden, geraden Linien mit der zweiten Axe parallel ist, und 
also alle Curven drei gegebene gerade Linien, von welchen zwei parallel sind, und 
zwar eine dieser letztem in demselben Puncte , berühren. 

7) Wenn ferner folgende drei Bedingungs- Gleichungen: 

C = o, D = o, E = o 

zugleich befriedigt werden, so bleibt Alles wie in dem vorigen Falle, nur dass über- 
diess die beiden durch den Punct (o, 3a) gehenden geraden Linien nnd.dlc beiden 
Coordinaten-Axen die Richtungen von vier Harmonicalen haben. Alle Curven sind 
demselben Dreieck eingeschrieben und beriibren die eine Seite desselben in einem fe- 
sten Puncte, in ihrer Mitte. 
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Wenn iiberdiess auch noch 

h - 0, 

so rediicircji sich die Gleichungen (3) und (4) hcidc auf: 

v} = o. 
Alie Curven heriihren also zwei j^egehcne Parallcllinicn in dcnselhcn beiden Puncten. 
Die eine dieser hciden Parallellinien ist zur zweiLen Axc genommen, die ßrst.e Axe 
geht durch die beiden Berijhrnngspunctc. 

8) Wenn wir 

F = 
setzen, so zeigen die beiden Gleichungen (3) und (l^), dass alsdann zwei der vier ge- 
gebenen geraden Linien in der ersten Axc zusammenfallen, und also alle Curven 
demselben Dreiecke eingeschrieben sind, und die eine Seite dieses Dreiecks, die zur er- 
sten Axe genommen worden ist, m demselben Funde berühren. Um diesen Pnncl 
EU bestimmen, brauchen wir nur den Pol der ersten Axe zu suchen. Für die Glci- 
chang dieses Poles ergibt sich sogleich, nach der 5l^f). Nummer, wenn wir die Glei- 
chung (0 in Beziehung auf u diffcrentiiren j 

Dw-t-Ev = o, 
und der Abstand desselben von dem znm Anfangspunctc genommenen Winkelpuncte 
des Dreiecks ist also gleich 

(§)• 

9) Wenn zugleich 

C = 0, F = o, 

so bleibt Alles wie im vorigen Falle, nur dass eine Seite des Dreiecks mit der zwei- 
ten Axe zusammenfällt. 

Die Gleichung (5) ist noch immer die Gleichung einer geraden Linie, des geo- 
metrischen Ortes, für die Mittelpuncte aller in Rede stehenden Curven. Nach einer 
einfachen GrUnz- Betrachtung in der Construclion ist aus dem Frühem klar, dass 
diese gerade Linie durch die J\litte derjenigen Seite des allen Curven umschriebenen 
Dreiecks, welche in demselben Pnncle berührt wird, und die Mitte der diesen Bc- 
i-ührungspunct mit dem gegenüberliegenden W^inkelpuncte des Dreiecks verbindenden 
geraden Linie, geht. Wir finden diess auch unmittelbar bestätigt, denn die Glei- 
chung (5) wird befriedigt, einmal, wenn wir zugleich 

X = a, y — o 

setzen, das andere Mal, wenn wir zugleich 

-3- _ £-2Da 

* - aD' ? ~ 2b 

setzen. 

Wenn wir über b eine bestimmte Yorausselzung machen, so kann, weil die 
Coordlnaten- Axen beide vollkommen bestimmt sind, das allen Curven umschrleheni! 
Dreieck nicht mehr jedes behebige sein. Wenn wir insbesondere 

b = o 
setz««, so folgt aus (ii), dass alsdann alle Curven nicht eigenthch mehr demselben 
Dreiecke eingeschrieben, sind, sondern dass dieselben die beiden Coordinaten ■ Axen, 
und zwar die erste in demselben Puncte, und Überdicss eine der zweiten Axe paral- 
lele gerade Linie berühren. 
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10) Wenn eugleicli 

D := 0, F = 0, 

so haben alle Curvcn die erste Ase zu einer ihrer Asymptoten (/|6l) und berühren 
ijberdicss irgend zwei gerade Linien, von welchen eine durch den Anfangspunct geht. Es 
folgt diess auch aus dem Ausdrucke (6), der, wenn wir D = o setzen, unendlich wird. 
Wenn ausserdem noch 

b = 0, 
so rcduciren sich die Glelchangen (3) und (4) heide zugleich anl: 

Cv^+2Euv = o, 
und alle in Eedc stehenden Cnrven, mit einer gemeinschaftlichen Asymptote, hcriili- 
Tcn also zwei gegebene parallele gerade Linien. 

fi) Wenn 

C =^ 0, D = 0, F = o, 

so bleibt Alles gerade wie in dem vorigen Falle, nur dass eine gemeinschaftliche 
Tangenie aller Curven mit der zweiten Ase zusammenfällt. 

12) Wenn wir 

E = 0, F = o, (7) 

setzen, so zeigen die beiden Gleichungen (3) und (4), dass alsdann drei gemein- 
schaftliche Tangenten in der ersten Axe zusammenfallen, dass mithin'alle Curven auf. 
dieser Axc sich dreipunctig oscuhren und zwar, was unter Anderm auch der Aus- 
druck (6) zeigt, im Änfangspuncte der Coordinatep. Ausserdem berühren alle Cur- 
ven eine gegebene gerade Linie, welche von der ersten A'"' ein Segment (2a) ab- 
schneidet und deren Richtung durch die Gleichung 
V __ aPa 
n ~ (^4ab 
gegeben ist. Die zweite Coordifiaten- Axc ist dieser gegebenen geraden Xjinie paral- 
lel, wenn 

C = Aab, 
sie ist derjenigen geraden Linie, welche die Mittclpiincte aller Curven enthalt, pa- 
rallel, wenn 

b = o. 
Wenn neben den beiden vorstehenden Bedingungen (7) auch noch folgende er- 
füllt wird: 

a = 0, 
wonach sich die Gleichuna- (9) auf 

^ ^^ B = b 

reducirt, und also A jeden beliebigen Werth haben kann, B aber gegeben ist, so 
führen die Gleichungen (3) und (if) beide auf 

V* = o. 
Es fallen also alle vier gemeinschaftlichen Tangenten in die erste Aso, alle Curven 
haben auf dieser Ase im Änfangspuncte einen vierpunctigcn Contact [58l). Wenn 

B = b = o, 
so ist die zweite Coordinaten- Axe derjenigen geraden Linie, welche die IMittelpunctc 
aller Cur^-en enthalt, parallel. 

13) Wenn wir 

F = 0, E « 2Da 

setzen, so zeigen die beiden Gleichungen (3) und (4), dass alsdann alle Curven sich 
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flri:ipuncLig auf der ersten Axe in einer Entferming vom Anfangspuiiclo, die gleich 
(2a) ist, osciillren, nnd eine solche gerade Linie berühren, die durch, ileii AnFaiigs- 
punct geht, und deren Eichtang durch die Gleichung 

Cv+aEu = o 
gegeben ist. Wenn also zugleich 

C = o, 
so wird die zweite Coordinalen- Axe berührt. 

Es können auch die vier gern ei nsch afflichen Tangenten der durch die atigemeine 
Gleichung dargestellten Cnrvcn, alle oder zum Thcil, im.iginar werden. Hierhin ge- 
hören insbesondere die folgenden Falle. 
14) Wenn wir, indem & den Coordinäten-A^'inhel bezeichnet, 

.F = C, E = Ccosä (b) 

setzen, so ist der Anfungspunct der Coordinaten gemeinschaftlicher Brcnnpnnct aller 
Curven. Es berühren dieselben iibcrJIess ZTvci auf der ersten Coordinaten- A sc sich 
schneidende Tangenten. Wenn 

F = C— 4ab, E-sDa = Fcos», (9) 

so berühren alle Curven zwei durch den Anfangspunct gehende gerade Linien und 
haben einen gemeinschaftlichen Brcnnpunct, welcher auf der ersten Coordinaten- Axe 
liegt. Wenn wir cos& = o setzen, so ist das Coordinaten -System ein rechtwinhü- 
ges; wenn wir b = o setzen, so ist die zweite Axe derjeuigen geraden Linie paral- 
lel, welche der geometrische Ort fiir die iMiltclpnnctc aller Cnrven ist. In dem zlf- 
Ictzt betrachteten Falle, kommt, indem wir b =; o setzen: 

C = F, 
wonach wir die Richlnng der letztgenannten geraden Linie leicht bestimmen künncii. 
\Yenn die Glcichnngen (8) und (9) ^lle zugleich befriedigt werden, oder wenn 

^ F = C, E = Ccos», D = o, 1, = o, 

so erhalten wir solche Curven, welche zwei gegebene I'unctc, die auf der ersten 
Axe liegen nnd von denen der eine mit dem An Fangs pnncte zusammenraÜt, zu iii- 
ren Brennpunclen haben. 



Vprhmdung der Oleuhmtgen irgend zweier Oerter zweiter Cfasso zu der 
Gleichung eines Systems von zwei Puncteit. 

609. Wenn wir zwischen den beiden Gleichungen: 

Aw'-f-2Bvw+Cv'-+-2Dw+2Ev+F= = 0, 
A'w'4-2B'vw-f-C'v-4-2l>'w-f-'2E'r4-F' ^ o, ^'^ 

welche irgend zwei Oerter zweiter Classe darstellen, nach einander v nnd w eliminireu, 
so kommen wir zu zwei Gleichungen des vierten Grades in Beziehung ;m! die tibrigblcl- 
benden veränderlichen Grössen. Die Warzeln dieser beiden Gleichungen geboren paar- 
weise zusammen nnd bestimmen vier gerade Linien: die gemeinschaftlichen Tangenten 
der beiden Oerter zweiter Classe. Es können l. diese gemeinschaftlichen Tangenten alle 
vier reell, ?. zwei derselben reell und die beiden übrigen imsginär, 3. alle vier imaginär 
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»ein. Wir können den Coordiraten- Werthen dieser vier gcmcinscLaftlichen Tangenten 
allgemein folgi^nde Form geben: 

(w' = m+n, jj (w' = m— n, 

■ V = p+qj ' V' = p-q; 

III. nr = ™''^"* IV. 1^!!' = '"'-"'• 

!v = p-i-(ji _ v _= p-q. 

In dum. erste» der oben bezeichneten drei Fülle müssen wir unter n, g, n' und c|' reelle 

Grössen verstehen, in dem zweiten Falle (etwa) unter n nnd q reelle, unter n und cj' 

imaginäre Grössen von der Form hV — l, nnd im dritten l''alle endlich unter n, q, n' 

und q' vier imaginäre Grössen von der chen bezeichneten Form, m, p, m nnd p' sind 

immer als reell zu betrachten. 

Für den Durch schnittspimct der beiden ersten gemeinschaftlichen Tangenten (W, r) 

and (w", v") hat man folgende GlcJchungt 

and hieraus ergibt sich, wenn wir substitniren; 

qw— nv-H(np— -mq) = o. (a) 

Aas dieser Gleichung erhalten wir) indem wir acccnluiren; 

q'w— n'v-f-(n'p'— m'q') = o, (3) 

für die Gleichung des Durchs chnittspnnctcs der beiden übrigen Tangenten (w'", v"') und 
(w-, V"). 

Die beiden Gleichungen (2) und (3) bleiben, wie man sogleich sieht, in ^llen drei, 
eben hüzeichneten, Fällen reell: die vier (reellen oder imaginären) gemein- 
schaftlichen Tangenten schneiden sich also immer in wenigstens zwei 
at elicn P nncten. 

Die Coordinatcn der durch die beiden Puncte (2) und (3) gehenden geraden Li- 
nie sind: 

(n'p'— n 

V = (n'p'-m'q)q-(np-mq )q' ^ 
nq' — n'q 
Wenn wir auf demselben Wege, als vorhin, die Gleichung des Durchschnitlspunc- 
tes der beiden Tangenten (w', v') und (w'", v'") suchen, so finden wir: 

fp'-p-+-q'— q]vv— [m— m-+-n'-n]v-H[(m'-+-n')(p-(-q)~(m-+-n){p'-f-q')] = o, (5) 
m\d hieraus ergibt sich, indem wir bloss das Zeichen von n, q, n' und q' andern, fßr 
den Durchschniltspunct der beiden Tangenten (w", v") nnd (w"", v'"') folgende Gleichung: 
Cp'— P— (q'-q)]w— [m— m-(n'— n)]y-f-C(m'-n')(p— q)~C™--n){p'~qjj = o. (5) 
Die beiden Puncte (5) und (6) sind nur in dem Falle, dass die beiden Curven (l) 
Tier reelle gemeinschaftliche Tangenten haben, reell. Durch Zusammenstellung der bei- 
den letzten Gleichungen erhalten wir für die , durch diese beiden Puncte gehende, gerade 
Linie (w, v) folgende Coordinatcn- Werthe: 

w = ('»''-"'')q-Km"-n')q'-(mm'— Dn')(q'-f-q}— (m'n— mn')(p'— P) 

T- a ( p'''-q'^)n-4-(p' ^ q')n'- ( pp'— qq')(n^+n ) -(p^q-pq')(m^— m) ' 

(n'„n)(p'-p)-tm'-m)fq-q) 
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Um die Gleichnngcn der beidep Dnrchschnittspuncte der gemeinschaftliclien Tangen- 
ten (w', v') lind (w"", v""), (w", v") und (w'", v'"), und dann ferner die Coordinatcn- 
Werthe derjenigen geraden Linie (w, v"), welche durch diese beiden Durchschnittspimcte 
gellt, zu erhalten, brauchen wir offenbar nur die Vorzeichen von n' und q' in den Glei- 
chungen (5), (6) und (7) zu ändern. Auf diese Weise ergibt sieb: 

[p-p-(q'-hq)]w-[m'-ni-(n'4-n)]v-f-[(m'-n-)(p4-<l)-Cm-n)(p'-q')] = o, (a) 
[p'-p-l-(q'+c[)]w-[m'— m-f-(n'4-n)]v-|-t(m'-f.n')(p-q)-(m-n)Cp'4-f[')] = O; (g) 
und: 

^„ _ _ (m'^-n'')q — ( m''— n^)q'— (mm'+nn)(q— q')-(m'n-4-nin')(p'— p) 
(n'4-n)(p— p)-(m'-ni)(q'-*-q) ' 

„.. - Cp''— q'')n— (p'— q')"'-(pp'-f-qq')("-"')— (p'q-pq'X"i'— m) 

(n-hn)(p-p)-(ni'-m((q'+q) 

Ole Wcrlhe von w und v, w und v ((7) und (10)) sind reell, nicht nur in dem 
Falle, dass alle vier gemeinschaftliche Tangenten der beiden Curvcn (l) reell sind, son- 
dern auch, wie man leicht sieht, in dem Falle, dass dieselben alle vier imaginär sind. 
In dem erstem Falle bdden die sechs Puncto (2) und (3), (5) und (6), (8) und (9) die 
sechs Winkelpuncte einer vollständigen vierseitigen Figur, und bestimmen, paarweise 
genommen, die drei Diagonalen derselben. In deni letztem Falle bleiben diese drei 
Diagonalen reell, während die beiden Punclen-Paare (5) und (6), (8) und 
(9) imaginär werden. 

Wenn die beiden gegebenen Oertcr zweiter Classe (l) zwei reelle und zwei imaginäre 
gemeinschaftliche Tangenten haben, so sind nicht nur vier Winkelpuncte der ihn^en bei, 
den uraschriebcnen vierseitigen Figur; sondern auch zwei Diagonalen derselben imaginär, 
Diess erhellet sogleich aus dem Anblick der Gleichungen (7) und (lO). Aber der 
Purchschnitt dieser beiden imaginären Diagonalen Ist ein reeller 
Pnnct. Um uns hiervon auEdirectem Wege zu überzeugen, brauchen wir nur die Glei- 
chung dieses Durchschnittsp^nctes : 

\T"-~Vf 

w— W = (V — vi, 

V" — V" ^ ' 

zu entwickeln, indem wir für w-, w, v und v die oben gefundenen Werthe substitui- 
ren. Aber zn demselben Resultate führt unmittelbar die allgemeine Theorie der Glel- 
chnngen. Denn, in derjenigen Gleichung des dritten Grades In Beziehung auf y und x, 
welche das System der drei Diagonalen der den beiden gegebenen Curven zweiter Classe 
umschriebenen vierseitigen Figur darstellt, sind nolhwendig alle Coefficienten symmetri- 
sche Functionen, sqwoI von w', w", w'" und w"", als von v', v", v'" und v"". Es folgt 
diess unmittelbar aus der Art, wie diese Gleichung gebildet wird. Und somit sind alle 
Coefficienten reell und rational. Eine der drei durch diese Gleichung des dritten Grades 
dargestellten Diagonalen ist immer reell. Indem wir denjenigen Factor, der auf diese 
reelle Tangente sich bezieht, fortlassen, redncirt sieh die in Rede stehende Gleichung 
auf den zweiten Grad, und stellt, da ihre Coefficienten nothwendig reell bleiben, entwe- 
der zwei reelle oder zwei solche imaginäre gerade Linien dar, die sich in einem reellen 
Puncte schneideji. (23i() 

Jede der beiden Diagonalen, welche ein imaginäres Punclen-Paar (5) und (6) oder 
(8) und (9) verbindet, lässt sich durch etne Gleichung des zweiten Grades darstellen. 
Um die Gleichungen dieser beiden Diagonalen zu erhalten, brauchen wir nur die ersten 
^eile defeiGlelchungen (5) und (6), (_8) und (9) mit cina^^er zu multipliciren und danp 

U. 32 
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das Prodiict gleich Null za setzen. Auf ilicse Weise kommt : 

-2[(m'-m}(p'-p}-(nTn)(q'Tq)]vw 

+2(. (p'-p)[(mp - in p')i(H'q-ii q'J] +(q'+(l)[(m'q+mq' )+("'? Hl p')] ' w 
— 2(Cm'— m)[(m'p-mp')±(n'q— nq')]±Cn'+n}[(mq+mq')±Cn'p+np2]Jv 
-H[(m'^— n'^Xp'— l')-)-(ni'— n')'p''— q')— ('"'m+'»'")(PP'^gq')+("'i«+nm')Cp'q+pq')] = »■ (">) 
Je nachiJcm wir die olicrn oder untern Zeichen nehmciij stellt diese Gleichnng die ge- 
rade Linie (w, v) oder die gerade Linie (w, v) dar. Darin, dass alle Cocflicientcfi 
in dieser Gleichang, in dem Falle, dass die beiden gegebenen Corvcn keine reellen ge- 
meinschaftlichen Tangenten haben, reell sind, liegt ein neuer Beweis, dass alsdann auch 
jene beiden geraden Linien reell sind. 

Wenn wir die ersten Theile der vier Gleichungen (5), (6), (8) und (9) in einander 
mnllipilclren und das Product gleich Null setzen, so kommen wir zu einer Gleichung des 
vierten Grades In Beziehung auf w und v, und [diese Gleichung wird einen, in allen 
Fällen reellen, Punct darstellen. 

Indem wir zusammenfassen, kommen wir also zu lolgcndem Satze: 
Je nachdem zwei Curven zweiter Classe 
i) vier reelle, 

2) vier imaginäre oder endlich 
.3) zwei reelle und zwei imaginäre 
geineinschaftUche Tangenten haben, sind 

1) die Winkelpuncte der, beiden Curven umschriebenen, vollständigen vierseitigen Fi- 
gur alle sechs reell, die drei Diagonalen dieser Figur, und die drei Durchschnih's- 
puncte je zweier derselben reell; 

2) zwei Winkelpuncte reell und vier imaginär, die drei Diagonalen und mithin auch 
die drei Durchsclinitispuncte je zweier derselben reell; 

3) zwei Winkelpuncte reell, die vier übrigen imaginär, eine Diagonale reell, du: 
beiden übrigen imaginär; der Durchschniitspunct dieser beiden imaginären Diago- 
nalen reell, die beiden übrigen Durchschnittspuncte imaginär, 

6lO. Nach der vorigen Nammer gibt es also in dem Falle, dass die gemeinscbafdi- 
chen Tangenten zweier gegebener Curven zweiler Classe, alle oder zum Theil, imaginär 
werden, immer zwei reelle Puncte, deren Coordinaten auf dieselbe Weise Ünrch die Cocf- 
iicienlen in den Gleichungen der beiden gegebenen Curven ausgedrückt werden, als die 
(Koordinaten der Durchschnittspuncte der, paarweise genommenen, gemeinschaftlichen Tati- 
:^enten der beiden Curven, in dem Falle, dass diese Tangenten reell sind. Jene beiden 
reellen Puncte sieben also zu den beiden gegebenen Curven gerade in derselben Bezie- 
hung als diese Durchschnittspuncte reeller genieinschafUIcber Tangenten zu den bezüg- 
lichen Curven; und alle Eigenscbafien dieser letztgenannten Puncte, bei denen die Rea- 
lität der durch dieselben gehenden Tangenten nicht in Betracht kommt, gelten unmlltel- 
bar auch für jene beiden reellen Puncle. Wir müssen hier ein allgemeines Wort einfüh- 
ren, um den reellen Durchschnitfspunct irgend zweier, reeller oder imaginärer, gemein- 
schaftlicher Tangenten zu bezeichnen. Da sich mir indess sogleich kein characteristischcs 
Wort darbietet, so übersetze ich den von H. PONCELET gebrauchten Ausdrucb „centre 
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d' homologle''*, in Jen» ich solche Punclc: „homologe Puncto in Pezichun^ auf 
die beiden geg;cbei)en Cnrven zweiter Classe", nenne. 

INtir in dorn Falle, dass die beiden gegebenen Curven vier reelle gcraeinschaftlicbc 
Tangenten haben, ^bt es sechs, sich paarweise zusammenordnender, homologer Puncte: 
drei Systeme von zwei reellen homologen Punclen. In den übrigen Fallen gibt es nur 
ein einziges System solcher Puncte. Es esistlren aber, nach dem Vorstehenden, auch 
in dem Falle, dgss alle ^ier gemeinschaftliche Tangenten imaginär sind, reelle gerade 
Linien, welche, analytisch, auf dieselbe Weise durch die Coeffieienlen in den Gleichun- 
gen der bezüglichen Curven bestimmt sind, und also auch dieselben JEigenschaften ge- 
niessen, als, io dem Falle reeller gemeinschaftlicher Tangenten, diejenigen geraden Li- 
nien, welche zwei zusammengehörige reelle homologe Puncte verbinden. Für solche ge- 
rade Linien bj^dürfen wir ein neues, allgemeines, Wort; ich nenne dieselben „homo- 
loge gerade Linien, in Beziehung auf die beiden gegebenen Curven 
aweiter Classe". *) 

Wir können auch weiter gehen und die Durchschnittspuncte je zweier der drei ho- 
mologen geraden Linien zweier Curven zweiter Classe „homologe Pnncte zweiter 
Ordnung" nennen. Es gibt für je zwei Curven zweiter Classe immer einen reellen ho- 
mologen Ponct zweiter Ordnung; das heisst, einen Pimct, der alle Eigenschaften sol- 
cher Puncto besitzt, in welchen sich, für den Fall reeller gemeinschaftlicher Tangenten, 
zvvci Diagonalen der, den gegebenen Curven beiden zugleich umschriebenen, vierseitigen 
Figur schneiden. **) 

*) Nach H. PoKCELET i,(ixes d'homologie". Vergl. Frop. prof. 298. 
"*) Die den Entnictiungen der fi09. Nummer analogen Entwicklungen im dritten Abschnitte des 
ersten Baüdes, können wie noch dahin vervollsläatiigen , dass, in dem Falle, wo zwei Cur- 
ven zweiter Ordnung (und zweiler Classe) sich in zwei reellen und zwei imaginären Pancten 
ichneiden, und man zwei P^are imaginärer gemeinschaftlicher Chorden erhält, auch die bei- 
den Durch schnitlspuncte der zusammeiigehon^en imaginären ChorJen imaginär sind, aber 
diejenige gerade Linie, welche diese beiden imaginären Durchschnittspuncte enlhälf, reell 
ist. — 

Man sieht leicht ein, wie die Betrachtungsweisen der beiden letzten Nummern des Textes 
»ich ins Uehergränzte aasdehnen lassen, wenn wir, statt Curven zweiter Classe, Curven 
von beliebigen Classen betrachten, Ich heschrünke mich hier darauf, nur den ersten Schritt 
zu diesem Ziele zu ihun. Es seien; 

y(w, v) = o, ,/^ v) = o 

irgend zwei Gleichungen des m. und n. Grades , in Be e! un, auf de 1 e len ve an le I eben 
Grossen w und v. vVeun wir zwischen diesen beiden Cle hu „en a h e nandc nd w 

eiiminiren, so erhalten wir zwei Clleichnngen, die, wie hekann Be eh n^, auf le e 

desmalig übrigbleibende veränderHche (Jrösse, im Alleen nen um n n C aJe an e gen 
Wenn in oder n eine gerade Zahl ist, oder wenn m i he de ge ade hlen d ia 
können alle gemeinschaftlichen Tangenten der beiden bezugl chen Cu en der n. und i 
Classe imaginär sein. ' Wenn m und n beide ungerade Zahlen sind, so haben die beiden 
Cnrven nofliwondig eine reelle gemeinschaftliche Tangente. Alle übrigen gemeluseha filieben 
Tangenten können imaginär sein. Die imaginären gem ei nsch ältlichen Tangenten ordnen sich 
iudess paarweise so zusammen, dass ein solches Paar Coordinaten-Werthe von folgender 
form hat; 

fw = m+nV—l, iw = m-i>V—l, 

and also ist, nach der Schlusswelse der 609. Nummer, der DurchsciiiilHspunct der beiden 
Imaginären Tangenten eines solchen Paares ein reeller Punct, der alle Eigeuschaflen ei- 
nes Durchschnittspunctes reeller gemeinschaftlicher Tangenten hat, HieruatÜ ergibt sich, 

42 * 
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6(1. ^'Vclln die beiden Gleichongen: 

A w'-f2B vw+C vH-9D HW-+.3E uv-{-F d^ 
A'w^+2B'vw-f-C'v'+2D'aw-f-2£'uv-HF'u' 



0) 



gegebene geometrische Oerler zweiter Classe darstellen, so erhalten wir die 
Gleichung alier Oerter derselben Classe, welche mit den beiden gegebenen 
er (reellen oder imaginären) gemeinschafiHchen Tangenten haben, wenn wir 
vorstehenden Gleichungen addiren, nachdem wir eine derselben, etwa die 
einem unbestimmten Coefficienten [i multiplicirt haben. Auf diese Weise 



irgend zvvei 
allgemeine < 
dieselben i 
die beiden 
K weite , 
kommt : 

(A4-;tÄ')w*-t-2(B-+-/:B')vw+(C+/(C')v''4-2(D-(-/(D')iiw+2(E-H^E>v-t-CF-t-^F>^ = o. 
Wenn diese Gleichung ein System von zwei reellen oder imaginären Piincten darstelk» 
soll, so erhalten wir folgende Bedingungs - Gleichung (^58): 

[CA-f-M')(E+/iE')-(B+./(B')(D+/tD')]^-[(A-H^A')(C-)-^C')-(BH-,uB7] 
[(A+,.A')(F-f-^F')-(D+^.D7] = o, (0 

die, wenn wir entwickeln, in folgende übergebt: 

[A'E'^-2B1>'E'— A'CT'-f-C'D-24-B'F=]/(» 
-]-[AEV2A'EE'-3BD'E'-2B'D£'-2B'D'E+CD'^+2r/DÜ'+B'^F+2BB'F-A'CF-A'CF'-ACF]M' 
+[AE=+2AEE'-2BDE'-2BDE_2BDE+CT)^+2CDD'4-B^F'+2BB'F_ACF'-ACT_A'CF]fi 
+[AE'-2BDE-ACF+CD^+BF=] ^ o. (s) 

Wir können also durch algebraische Verbindung der beiden gegebenen Gleichungen 
(l), im Allgemeinen, hei einer dreifachen Bestimmung des unbestimmten Coefficien- 
ten ft, zu der Gleichung eines Systemes zweier reeller oder imaginärer Punctc, d. b. zn 



indem wir t!ie Benennung der 610. Nummer auch auf den aügeineineo Fall ausdehnen, fol- 
gender Sad: 

Zwei CuT-pen m. und it. Classe holen, im jiUgemeinen , Je nachdem mn eine geradi: 

oder ungerade Zafd ist, wenigstens — od^r reelle Iiomohge Puncte, 

Ohne in nähere Erörterungen einzugehen, können wir neben den vorstehenden Salz 
sogleich folgenden stellen ; 

Zwei Curven m. und n. Ordnung Tiefen, im Allgemeinen, je nachdem mn eine gerad-e 



oder ungerade Zahl ist, wenigstens — oder • reelle gerade Linien zu gemeinschaft- 

lichen Chorden. 

Es ist klar, dass die vorstehenden Besultafe, auf die, wie mir scheint, die neuen Be- 
handlnngsweisen der Geometrie sich hauptsächlich stützen, anders nichts sind, als die un- 
mittelbarste geometrische Interpretation desjenigen Satzes, weicher 
die Grundlage der Theorie der algebraischen Gleichnngen bildet, des 
Salies nemlich, „dass jede game algebraische Function einer veränderlichen Grösse von ei- 
nem beliebigen Grade sich in reelle Factoren des ersten oder zweiten Grades zerlegen lässt." 
Ich zweifle , ob man auf reia geometrischem Wege zu jenen allgemeinen Resultaten gelan- 
gen kann t wenn man es könnte, so erhielte man einen geomeirischen Beweis von dem eben 
angeführten Satze, über die Zerlegung algebraischer Functionen. Denn jede algebraische 
Function, etwa ,F(x), können wir als das llesultat der Elimination von y zwischen den Glei- 
chungen algebraischer Curven ansehen. Wir brauchen zu diesem Ende zum Beispiel nur 
folgende beide tileichuneen! 

, = TH+ir^), 

in denen wir irgend eine beliebige algebraische Function von x durch f^x) bezeichnen, flir 
die Gleichungen der beiden Curven zu nehmen. 
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der Gieiciiiing eines Systemes zweier homologer Pnncte oder einer liomologen geraden 
Linie der beiden Ctirvcn (l). Die Gleichung (3) reducirt sich nur (Jann anf den zweiten 
Grad, wenn einer von folgenden beiden Ansdröcken; 

AE^— 2BDE-f-CD»-+.BF=— ACF, 

verschwindet, also nur in dem Falle, dass eine der beiden Gleichungen (l) schon ein 
System von zwei Puncten oder eine gerade Linie darsteül; sie reducirt sich auf den er- 
sten Grad, wenn die vorstehenden Ausdrücke beide zugleich verschwinden. Wenn die 
beiden Gleichungen (l) zwei Cnrven darstellen, so gibt also die Gleichung (3) nolh- 
wendig einen reellen VVcrth für /t, dem ein System zweier homologer Puncte ent- 
spricht. Dass diese beiden homologen Puncte reell sind, folgt aus der 609- Nummer. 
Es folgt diess (459) auch daraus, dass nothwendrg eine reelle Wurzel der Gleichung (3) 
dem folgenden Ausdrucke ; 

einen negativen Wcrth gibt. Statt aber in die hierdurch angezeigten Entwicklungen ein- 
zugehen, wollen wir dasselbe PicsuUat noch auf einem andern Wege herleiten. 

612. Wenn wir, ohne die Richtung der beiden Axen zu ändern, den Anfangspunct 
der Coordinaten in irgend einen Punct (y, s) verlegen, so erhalten wir statt (1) z.wei 
Gleichungen von derselben Form, für welche wir folgende beide nehmen wollen: 
aw'+ab vw-fcv^-[-2duw+-2euv4-fu^ = o, 
a'w'+2b'vw-t-cV*-l-2d'uw-l-ae'ov-l-f'u'' =' 0. 
Alsdann hat man nach der i(55. Nummer, indem man A = a und A' = a setzh 
c = C— aBx-f-Ax', c' = G'-^B'x-f-A■x^ 

c = E— Dx— By+.Axy, e' = E'—D'x— B'y+A'xy, 

f = F— 2Dy+Ay^; f = F'-aD'y-hAy^ 

Wenn wir die Coordinalen des nenen Anfangspuncles (y, s) so bestimmen, dass 

i=£, 5 = ^. (.) 

c c c c 

so ist dieser Fnnct offenbar der Durchscbniltspunct zweier {reeller oder imaginärer) ge- 
rn eins cbaflli eher Tangenten der beiden gegebenen Curven; denn die Uicbtungen der bei- 
den von diesem Pnncte an jede der beiden Curven gelegten Tangenten sind alsdann durch 
folgende Gleichung gegeben: 

cv^-i-2cuv-i-fii^ = o. 
Wir wollen annehmen, dass die zweite ursprüngliche Coordinaten- Axe durch die 
iVlitteJpnncle der beiden gegebenen Cnrven gehe. Alsdann ist B = B' = und zur Jie- 
stimmimg von y und s erhalten wir aus (4) folgende beide Gleichungen; 
F— aPyH-Ay'' F'-~2D'y-t -A'y' 
C-f-Ax^ " C-hA'x= ' 
E— Dx-+.Axy _ E'— D's-fA'sy 
C-hAx^ ~ C'-t-A'x* • 
W^cnn wir entwickeln, so kommt: 

(CF-CF')-2{CD-Cl)')y+(C'A-CA)y=+(A'F-ÄFV-2[AD-ADVy = o, (ä) ■ 
(C'E-CE')-((^D-CD>^-(C'A-CA>y4-(A'E-AE>'-(A'D-AD')s' = o. (6) 
Die Durchschniltspnncte der durch die vorstehenden beiden Gleichungen, wenn wir 
X imd y als veränderlich betrachten, dargestellten Curven sind also die Durchschnitts- 
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jimiLtt je zweier gern eins cbaftlichcr Tangonlcn der Leiden gegebenen Curven zweilcr 
Gasse. In der Glcicliung (6) kommt y nur in der ersten Potenz vor. Nehmen wir aus 
dieser Gleichung den Wertli von j, reinlich: 

(A'D-AD>^ -(A'E-AE>^-KC'D-CD'}x-(CE-C E') 
^ C'A-CA' " ' 

und suhstitüiren denselben in (5), so erhalten wir offenbar eine Gleichung von folgender 
Form : 

Ms6+Nx*-f.Px=-f-Q =. o. (7) 

Die sechs Wurzeln dieser Gleichung und die sechs entsprechenden 'V^'erthe von y, sind 
die Coordioaten der sechs Durchs chniltspuncte je zweier der vier gemeinschaltlichen Tan- 
genten. Die Form dieser Gleichung, in der keine mit ungeraden Potenzen von k behaf- 
teten Glieder vorkommen, wird dadurch bedingt, dass jene sechs Durchschnittspunclc, 
jiaarweiso genommen, gleich weit von der zweiten Axe abstehen, oder, mit andern Wor- 
ten, dass diejenige gerade Linie, welche die Mitte der drei Diagonalen der von den vier 
gemeinschaftlichen Tangenten gchildelon vollständigen vierseitigen Figur enthält, znr 
»weiten Axe genommen worden ist. Die Gleichung (7) gibt notbwendig einen Werth für 
x\ der reell und iiberdiess positiv ist. Denn M , wofür man leicht folgenden Ansdrurk 
erhalf; 

/ce-ce; \' 

~\AD-.\D J ' 

ist immer negativ. Es sind also zwei Wurzeln der Gleichung (7) reell: die Gleichnngen 
irgend zweier Oerter zweiter Classe lassen sich zu der Gleichung eines Systemes zweier 
reeller Puncte verbinden, oder, was dasselbe heisst, zwei zusammengehörige homologe 
Puncte der beiden Oerter sind immer icell. 

Die beiden übrigen Werthe von x', welche die Gleichung {7) be&iedigcn, können: 

1) beide reell und posisiv, 

2) beide imaginär oder endlich 
a) beide reell und negativ 

sein. Diesen drei Fallen entsprechen die drei in der 609- Nummer schon unterschiede- 
nen Fälle. 

613. Ans der vorigen iNnmmer ergibt sich, dass wir, im Allgemeinen, wenn irgend 
»wci Oerter zweiter Classe gegeben sind, immer und wenigstens auf eine zmefache Art, 
indem wir den Anfangspunct gehörig bestimmen, diese beiden Curven durch folgende 
Gleichungen darstellen können: 

v'-i-aB vw+Fu'-i-sD uw+aEuv+A w' = o, 

v'-}-2B'vw-|-Fu=-!-2D'uw+2Euv4-A'w' = 0, 
Wir können ferner, indem wir die Richtung der beiden Co ordinalen - Axcn gehörig be- 
stimmen, E = o setzen, (wenn die beiden durch den neuen Anfangspunct gehenden 
Tangenten reell sind, so brauchen w?ir zu diesem Ende die ursprünglichen Coordlnaten- 
Axcn bloss so anzunehmen, dass dieselben mit denjenigen geraden Linien, welche die 
von diesen Tangenten gebildeten Scheitelwinkel halbiren, parallel sind) und alsdann den 
Jetztea beiden Gleichungen folgende Form geben; 

(v-v')'+F(a-u')^ = M, 



ndem, wir, der Kürze halber. 



(v_v'7+r(u-u")^ = M', 



(«) 
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~B = V, -B' = v", 

D , D' „ 

D'4-FB^-AF ,, B'^+FB'^-Ä'F _ .,, 

selzen, mid überdiess w == 1 iielinicii. Die geometrische Bedeutung der ConslantPn iii 
den Leiden Gleichnügen (8) ergibt sich aoi" dieselbe Weise als in der 560. itnd 56l. Num- 
mer, {v, a') und (v", a") sind die Polaren des Anfan^spimctes , riicksichtlich der beidun, 
dtu-ch diese Glcicliung dargestellten Ciirvon. F ist, wie man sogleicb einsiebt, positiv 
oder negativ, je nachdem der Anfangspunct innerhalb oder ausserhalb der beiden Ciirven 
liegt, das heisst, je nachdem die bezüglichen gerneinschaEtlichcn Tangenten derselben 
imaginär oder reell sind. 

Auf demselben Wege, als jn der JJö". Nummer, können wir nachweisen, dass die 
beiden (ileicbitngen (8) sich verbin(?cn lassen, 1. zu den Leiden Gleichungen zweier Sy- 
steme von zwei Puncten, wenn die bcaügÜchen Ciirven vier reelle gemeinschaftliche Tan- 
genten haben; 2. za den beiden Gleichungen cweier gerader Linien, wenn alle gemein- 
schaftliche Tangenten imaginär sind; 3. weder zu der Gleichung eines l*nnclen- Systems, 
noch einer geraden Linie, wenn zwei gemeinschaftliche Tangenten reell und zwei imagi- 
när sind- Durch Abziehen der beiden Gleichungen (3) von einander ^erhalten wir die 
Gleichung des mit dem Anfangspnnctc zusammengehörigen homologen Punctes. 

Wir erhalten in den letzten Nummern eine Beslätigang der liesultate der 609- Num- 
mer. ^'^'ir künntcn hierbei anc.h an die Stelle der vorliegenden Nummer Entwicklungen 
setzen, die denen der 286. nnd 287. Nummei; dos ersten Bandes analog sind. Wir be- 
schränken uns hier indess auf diese blosse Andeutung. 

öl^i- In dieser und den folgenden Nummern wollen wir einige einzelne Fälle beson- 
ders hervorheben. 

Weun die beiden gegebenen Cnrvcn sich berühren, so fallen zwei gemeinschaft- 
liche Tangenten zusammen und die drei Systeme homologer Pnncte derselben sind 1. das 
System des Beriihrungspunctcs und des Durch Schnitts punctes der beiden, die Curven in 
diesem Puncte nicht berührenden, gemeinschaftlichen Tangenten und 2. zwei identische 
Systeme, von denen jedes aus den beiden Durchschnittspuncten der gemeinschaftlichen 
Tangente im Herührungspimcle der Curven mit den beiden ühiigen gemeinschaftlichen 
Tangenten Lestcht. In diesem Falle hat notJswendig die Gleichung (S) zwei gleiche 
Wurzeln. Um djcss auf dlrcclem Wege zi! zeigen i wollen wir den Berührungspunct der 
beiden Curven zum Anfangspnncte der Coordinaten, die gemeinschaftliche Tangente in 
demselben zur ersten Ase nehmen und demgcmäss von folgenden beiden Gleichungen 
ausgehen : 

A '4-2B vw+C v'-f2D uw = o, 
A'^-i-9B'vw+C'v=+2D'nw = o, ^' 

wonach sich die Gleichung (2) oder (3) in folgende verwandelt: 

(C+/.C)(D+,«D)> = o, ^ (,.) 

mid wli' sehen sogleich, dass diese Gleichung zwei gleiche Wurzeln hat, von denen 
jede gleich ( — jT' } '^^^j '^"^ ^'ie dritte Wurzel, die gleich Ist I — .- 1. Dieser drit- 
ten Wurzel entspricht folgende resiiltircndfr'Glci^uiig : 
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w[(AC— A'C)w+2(BC'-B'Qv+2(D(:-D'C)ii] = o, 
tmd jeder der beiden gleichen Wtirzeln folgende: 

(AD-A'D)w^+2(BD'~BD>w+(CD'-0'D)v^ = o. 

Es hat die Gleichung (ll) nnd also anch die entsprechende Gleichung (3) nur dann 
drei bleiche Wurzeln, wenn 

^ C _ D 

fT ~ ß" 
das heisst, wenn die beiden gegebenen Curven sich drcipunctig osculircn (580). Die 
drei Systeme homologer Pancte sind alsdann, was man sogleich auch a priori sieht, 
identisch und jedes derselben besteht aus dem Osculationspuncte und dem Durchschnitts- 
puncte der Tangente in demselben mit der, einzig noch übrigen, gemeinschaftlichen 
Tangente. 

In dem Falte einer vierpanctigen Osculation fallen die beiden homologen 
Punete jedes der drei identischen Systeme in dem Osculationspnncte zusammen. 

6l5. AYir finden die vorstehenden Resnltaie bestätigt, wenn wir die Coordinaten der 
homologen Pnncte der beiden gegebenen Curven suchen. Wenn wir zu diesem Ende 
von den beiden Gleichungen (9) der vorigen Nummer ausgehen, so können wir uns, im 
Allgemeinen, nicht mehr der Gleichungen (5) und (6) bedienen, sondern nur in dem bc- 
sondern Falle, dass diejenige gerade Linie, welche die Mlttelpuncte der beiden gegebe- 
nen Curven verbindet, zugleich auch durch den Berührnngspunct der Curven gebt- In 
diesem Falle verwandeln sich die beiden zuletzt genannten Gleichungen in folgende: 
y[3(CD— CD'}— (G'A-CA')y+2(A'D-AD>'j = o, 
s[(C'D-CD')-(C'A-CA>-i-(A'D-ADV] = o, 
Jede dieser beiden Gleichungen stellt das System einer Coordinaten -Axe und einer sol- 
chen Parabel dar, deren Durchmesser der andern Axe parallel sind. Die beiden Coordi- 
nateii-Ascn, denen die Factoren y und x in den vorstehenden beiden Gleichungen ent- 
sprechen, schneiden sich im Berührungspuncte der beiden gegebenen Curven, der zuge- 
hörige homologe Punct Ist der einzige Punct, in welchem die der ersten Gleichung ent- 
sprechende Parabel von der zweiten Axe geschnitten wird. Die beiden Puncte, in wel- 
chen die, der zweiten Gleichung entsprechende, Parabel von der ersten Axe geschnitten 
wird, sind dieselben Puncte, in welchen die beiden Parabeln sich schneiden; denn wenn 
man die Gleichung der zweiten Parabel mit 2 mulliplicirt und dann von der Gleichung 
dor ersten Parabel abzieht, und den constantcn Factor (CA— CA') fortlasst, ergibt sich: 

y = 0. 
Aus diesen beiden, auf der gemeinschaftlichen Tangente der beiden gegebenen Curven 
liegenden, Durchschnittspuncte besteht Jedes der beiden noch übrigen, identischen, Sy- 
steme homologer Puncte der beiden Curven, 

Wenn wir in dem allgemeinem Falle nns der Gleichungen (5) und (6) bedienen wol- 
len, müssen wir, statt von den Gleichungen (9), von folgenden beiden Gleichungen aus- 
gehen ! 

A w^H-aB yw-l-C v^-i-sD uw-[-aE UV = o, . 

A'w^+aB'vw-fC'vH-aD'nw-faE'uv = o, ^' 

and, um auszudrücken , dass die bezüglichen Curven die erste Axe in demselben Pancte 
berühren : 

= = fn, (■■) 
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setzen. Die Gleictung (5) verwandelt sich alsdann wiederum in folgende: 

y[2(C'D-CD')-(C'A— CA')y-4-2(A'D-AD>=] = o, 
und wenn wir aus dieser Gleichung die beiden Werthe von y nehmen, die den Factoren 
des ersten Theilcs derselben entsprechen, und nach einander in (6) substitulren, so er- 
halten wir, zur Bestimmnng der sechs Werthe von x, folgende beiden Gleichungen des 
dritten Grades: 

(C'E-CE')-CCD-CD>4-CA'E-AE>^-(AD-AD>' = o, 
(C'E-CE')-KCD~CD>-H(A'E-AEV-f-(A'D-AD-)x' = o. ^'^^ 

Man überzeugt sich ohne Mühe, wenn mau die Bedingungs- Gleichung (12) berücksich- 
tigt, dass die vorstehenden beiden Gleichungen folgenden Factor des zweiten Grades: 

(C'E— CE')H-( A'E— A E>S 
gemeinschaftlich und folglich zwei Paare gleiche Wurzeln haben. 

Für den Fall einer vierpuncligen Osciilalion rediiciren sich, indem wir (580) E = o, 
B =; o und CD = CD' setzen, die Gleichungen (13) Leide auf: 
x' = o, 
Öl5. Die Entwicklungen der beiden vorigen Nummern erleiden nur einfache Modili- 
cationen, wenn die beiden gegebenen Curven, statt sich zu berühren, eine gemeinschaft- 
licbe Asymptote und ausserdem also nur noch zwei gemeinscbaftlicbe Tangenten haben. 
In diesem Falle sind offenbar die drei Systeme homologer Puncte 1) das System des 
Dnrchschniltspimctes der beiden gemeinschaftlichen Tangenten und- eines nach der Rich- 
tung der genieinscliaftllchen Asymptote hin unendlich weit entfernt liegenden Punctes; 
2) zwei identische Systeme, von denen jedes ans den beiden Dnrchschnltlspuncten der 
beiden gemeinschaftlichen Tangenten mit der gemeinschaftlichen Asymptote besteht. Von 
den drei homologen geraden Linien fallen zwei in die gemeinschaftliche Asymptote zusam- 
men und die dritte ist dieser Asymptote parallel und gebt durch den Durchscbnittspunct 
der beiden gemeinschaftlichen Tangenten. 

Die Gleichungen der beiden Curven erhalten, indem wir die gemeinschaftliche Asymp- 
tote derselben zur zweiten Coordinaten-Axe nehmen, folgende Form: 
Aw=+2Duw4-2Euv+Fu= = o, 
A'w=-i-2D'uw-i-2£'uv-i-F'u^ = o, 
und hiernach rediicirt sich die Gleichung (3) auf folgende ; 
iA-i'fi\')(E+fiEy = o. 

Die beiden gleichen Wurzeln dieser Gleichung sind ( — ET')' "^'"^ dritte Wurzel ist 
( —'■- V jenen entspricht die resultlrende Gleichung: 

(AE'— A'E)w'-(-a(DE'-D'E)nw+(FE'-F'£)a* = o, 
und dieser die Gleichung: 

u[2(A'D-äD>v+2CA'E-AE>-(-(A'F-AF>i3 = o. 

Für den vorliegenden Fall gehen die Gleichungen (5) und (6) in folgende über: 

'x'[(AT— AF')-2(A'D-AD')y] = o, 

x=[(A'E-AE')-2CA'D-AD')x] = 0, 

und versagen ihren Dienst zur vollständigen Bestimmung der Coordinatcn der homologen 

Puncte der beiden gegebenen Hyperbeln. Sie zeigen indess, dass alle diese Puncte, 

ein einziger ausgenommen, auf der zweiten Coordinaten- Axe Hegen. Den Coordinatcn 

IL 23 
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dieses Punclcs (des Durcbschnittspiinctes der beiden gemeinschaftliclien Tangenten) ent- 
sprechen die zweiten Factoren in den ersten Thellcn der vorstehenden Gleiclinngen. 
Die Factoren s^ dieser beiden Gleichungen, zusammengestellt, bezieben sich offenbar auf 
die beiden Paare zusammenfallender, auf der zweiten Ase hegender, homologer Puncte. 
Den noch übrigen, nach der Richtung der zweiten Axe hin, unendlich weit liegenden 
homologen Punct, erhalten wir, wenn wir einen Factor x aus der crsteji Gleichung mit 
dem zweiten Factor der zweiten Gleichung zusammenstellen. 

6lö. \Vcnn zwei gegebene Curvcn zweiter Classc nnter einander einen doppelten 
Contact haben, so sind die drei Systeme homologer Puncle l) das System der beiden 
(reellen oder imaginären) Berübrungspnnctej 2) zwei identische Systeme zweier reeller in 
den Durchscbnittspnnct der beiden (reellen oder imaginären) gcmeinscbaftllchcn Tangen- 
ten zusammenfallender Puncte. 

Die letztgenannten beiden Systeme bestehen, wenn wir die Bezeichnung der 609. 
Nummer beibehalten, aus dcn Puncten (2) nnd (3), (8) nnd (9} und diese Puncte sind 
identisch dieselben, wenn wir m' = m, n' = n, p' = p und q' = q setzen." Oen bei- 
den BerUhrungspuncten entsprechen die Gleichungen (5) nnd (6); doch die Coefiicientcii 
in diesen Gleichungen können wir nnr durch Differential - Ausdrücke darstellen. Setzen 
wir zu diesem Ende ; 

m' = m-f-dra, n' = n-f-dn, p' = p+dp, q' =-. q+dcj, 

so gehen diese Gleichungen in folgende über: 

(dp+dq)w— (dm+dn;v-f-[(dm+dn)(p4-q)— (dp-4-dq)(m-f-n)] = o, 
(dp— dq)w— (dm— dn)v+[(dm— dn)(p— q)— dp— dq)(m— n)] = o. 
Die drei homologen geraden Linien der beiden gegebenen Curven bestehen l) ans 
der Beriibrdngs-Chorde; 2) aus zwei reellen geraden Linien, welche beide durch den 
Durchschnittspunct der beiden gemeinschaflüchen Tangenten geben. Die Beriihrungs- 
Chorde ist immer reell, auch wenn der doppelte Contact ein imaginärer ist, die Aus- 
drücke (y) geben für die Coordinaten derselben; 

(qdm— mdq — nd p)dm — (qdn— ndq — mdp)dQ 
" dndp— dmdq ' ' 

(nd p — pdn — qdm)dp— (ndq— qdn— pdm)dq 
" dndp— dmdq 

Was die beiden Uhrigen homologen geraden Linien betrifft, so künnle es, da jede 
derselben durch zwei zusammenfallende Puncte gebt, scheinen, als oh ihre Richtung 
jede beliebige sein konnte. Nichts desto weniger aber ist ihre Richtung eine vollkommen 
bestimmte. Aus den zweiten Gleichungen bei (4) nnd (lO) erhält man nemlicb für den 
vorliegenden Fall, mit Vernachlässigung der verschwindenden Grössen: 
_ p(ndq~qdn)-j-q(qdm— ndp) 
~ ndq— ^qdn ' 

npdp — q(ndq— qdn) 
ndp — qdm 
Da wir bisher über die beiden Coordinaten- Ascn durchaus keine Bestimmung ge- 
macht haben, so können wir die Rlcblung derselben nun so bestimmen, dass 

V = N, V — o. 

Die erste dieser Bedingungen gibt: 
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ndp— qdm = o, 
und hiernach die zweite derselben: 

p = 0. 

Bei diesen Voraussetanngen erhält man: 

V = o. 
Es Ist also die eine homologe gerade Linie (w, v) der Beriihriings-Chorde (w, v) pa- 
rallel. Da man ierner, weil p verschwindet, 

v'-f-v" = o 
erhält, so bilden die beiden geineinschaftliclien Tangenten der beiden sich doppelt he- 
rührciiden Oerter zweiter Classen, und diejenigen beiden Homologen' geraden Linien, de- 
nen wir die Coordinatcn-Asen parallel genommen haben, und, die durch den Durch- 
schnitt jener gemeinschaftlichen Tangenten gehen, ein System von vier Harmonicalcn 
(I-, 3Ö). Da die eine dieser homologen geraden Linien der ßcriihrungs-Chorde parallel 
ist, ' so geht die andere durch die Mitte dieser Chorde und also durch den Durchschnitt 
der gemeinschaftlichen Tangenten und die Mittelpuncte der beiden Oerter. 

617. Zwei Hyperbeln mit denselben Asymptoten haben in unendlicher Entfernung 
diien reellen doppelten Contact; zwei ähnliche, ähnlich liegende und concentrische El- 
lipsen haben in unendlicher Entfernung einen imaginären doppelten Contact. In bei- 
den Fällen liegen zwei homologe Puncte nnendllcb weit, nnd die vier übrigen fallen in 
dem Mittelpuncte der Curve zusammen. Wir wollen diese Bemerkungen durch einige 
analytische Entwicklungen unterstützen. 

Zwei Ellipsen, die denselben Punct zum Mittelpuncte haben, können wir immer 
durch folgende beide Gleichungen darstellen: 

Aw'+Cy'+Fu' = 0, 

Aw^-f-Cv^-f-Eu^ = 0, <"■* 

indem wir diejenigen beiden Durchmesser , die für beide Curvcn zugeordnete sind, zn 
Coordinatcn-Asen nehmen. *) Für den vorhegenden Fall verwandelt sich die Gleichung 
(2) in folgende : 

(A-f-/iAXC-f.^tC'}(F-i-.'<F) = o. ^ (,5) 

Die drei Wurzeln dieser Gleichung sind ( — 7-, I, ( — A-, 1, ( — p, \ und die Glei- 



*) Lm die Ricbtiingen derjenigen beiden Durchmesser, die zuijleich für beide durcli folgcnje 
Gleidmiigcn dargestellte Oerier: 

A w'+C v'4-2E uv+F ü^ ^ o, 

A'H-HCv'+2E'uy+F'u= = o, 

lugeorJnete sini;, zu bestimmen, crbalten wir nach der 4'iiQ. Kummer folgcude beiden 

C vV'+E Cv'+v")+F = o, 

C'yV+E'(/+v")+F' = o. 

Uieni ach sind v' und v" Wurzeln folgender quadratischen Gleichung: 

_ (C;E— CE:')v^+(C'F— Cr)v+(E'F— EF') = o, 

und diese Wurzeln sind immer reell, wenn eine der beiden gegebenen Curven, etwa die 

erste, eine Ellipse ist. Denn setzen wir, was erlaubt ist, E = o, so kommt: 

E'F— EF' F 



C'E— CE' C 

imd dieser Ausdruck ist nolhw endig negativ, wenn die erste gegebene Cun'e eine El- 
lipse ist. 



y Google 



180 Zur Tlieorie der 

cliongcn der drei entsprechenden Systemen von zwei Puncten: 
(A'C-AC>'+{A'F-AF')u' = o, 
CAC'-A'C)w^(C'F— CF)ii^ = o. (re) 

(AF'-A'F)w*+(CF'~CT)v^ = o. 
Jede der Leiden letzten Gleichungen drückt ein System von zwei Puncten ans, die auf 
einer der Coordlnaten -Axen liegen. Diese beiden Paare homologer Puncte sind die (recl- 
Ipii oder imaginären) "VYInkelpiincie eines Paraüelogrammes , die beiden entsprechenden 
homotogen geraden Linien die (immer reellen) Diagonalen desselben, mithin diejenigen 
beiden Durchmesser der beiden gegebenen Ellipsen, die für beide zugeordnete sind. Das 
durch die erste der vorstehenden Gleichungen dargestellte Paar homologer Puncte liegt 
nach den Richtungen der Seiten des eben bezeichneten Parallel ogrammes unendlich weit. 
Um anszudrüclccn , dass die beiden Gleichungen (14) ähnliche Ellipsen darstellen, er- 
halten wir die Bedingungs- Gleichung: 

CF' = CT, 
wonach die Gleichung (l5) zwei gleiche Wurzeln erhält. Alsdann reduciren sich die bei- 
den letzten der Gleichungen (lö) auf 

w* = 0, (17) 

und die erste dieser Gleichungen reducirt sich auf 

Cv=+Fii^ = o. (.8) 

Die Gleichung (17) zeigt, dass vier homologe Puncte In den gemeinschaftlichen Mlttel- 
punct der beiden gegebenen Ellipsen zusammenfallen, nnd die Gleichung (18), dass die 
beiden übrigen unendlich weit liegen und imaginär sind. 

Da je zwei zugeordnete Durchmesser einer der beiden zuletzt betrachteten Ellipsen 
auch zugeordnete Durchmesser der andern sind, so kann man jedes System solcher xa- 
geordneter Durchmesser als das System zweier homologer gerader Linien der beiden Cur- 
ven hetrachicn, nnd jeden beliebigen Durchmesser als einzelne homologe gerade Linien. 
Die dritte homologe gerade Linie liegt unendlich weit und ihre Richtung ist hiernach eine 
durchaus unbestimmte. 

618. Wir haben bis jetzt denjenigen Fall ganz unberücksichtigt gelassen, dass die 
gegebenen Oerter zweiter Classe beide Parabeln sind. Indem wir dieselben als Ueber- 
gangs-Curven von Ellipsen zu Hyperbeln betrachten, können wir die nachsLehcnden Re- 
sultate unmittelbar aus den vorhergehenden herleiten, wenn wir annehmen, dass zwei 
Parabeln nur drei gemeinschaftliche Tangenten haben, weil die vierte unendlich 
weit liegt. Diese Annahme rechtfertigt sich sogleich, wenn wir, indem wir w = 3 
setzen, von folgenden beiden allgemeinen Gleichungen ausgehen: 

A-i-aBv-i-Cv^-f-aDü+aEuv+Fu^ = o, 

A'4-2B'v+C v=-i-2D'n-l-2E'uv^-F'u^ = o. 
D?5!%ifl <'<^™ Falle, dass die beiden Coefficienten A und A zugleich verschwinden und 
nnr in' diesem einzigen Falle werden diese beiden Gleichungen befriedigt, wenn wir 
zugleich 

V = o, u = o 

setzen. Eine Taugente liegt also unendlich weit, ihre Richtung ist unbestimmt, denn 

der Aosdruck fiir - erscheint unter der unbestimmten, nicht rethicirbaren , Form -. Die 
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Coordinatcn- Werthe der drei übrigen gcmeinscliaftliclien Tangenten sind durch Glei- 
chungen des dritten Grades gegeben; eine gemelnscbaftliche Tangente irgend zweier ge- 
gebener Parabeln ist also nothwcndig reell, die beiden übrigen sind entweder beide reell 
oder beide imaginär. 

In dem Falle dreier reeller gemeinschaftlicher Tangenten erhalt man drei reelle Sy- 
steme zweier homologer Puncle, von denen Jedesmal einer der Durchschnitfspnnct zweier 
gemeinschaftlicher Tangenten ist und der andere, nach der Richtung der dritten gemein- 
schaftlichen Tangente hin, unendlich weit liegt. Indem wir von den unendlich weit lie- 
genden Punclen abstrahiren, sind also die Winkelpancte' des von den drei gemeinschaft- 
lichen Tangenten gebildeten Dreiecks die drei homologen Puncte. Die drei homologen 
geraden Linien der beiden Parabeln sind in dem vorliegenden Falle ebenfalls reell, und 
jede derselben geht durch einen Winkelpimct des von den gemeinsehaltHchen Tangenten 
gebildeten Dreiecks und ist der diesem Winkelpnnctc gcgeuiiberllegenden Seile dieses 
Dreiecks parallel. 

In dem Falle zweier imaginärer Tangenten der beiden gegebenen Parabeln gibt es 
nur einen einzigen reellen homologen Punct: den Durchschnittspnnct dieser beiden ima- 
ginären Tangenten; und nur eine einzige reelle homologe gerade Linie: diejenige gerade 
Linie, welche durch diesen homologen Punct geht, und der einzigen reellen gemein- 
schaftlichen Tangente parallel ist. 

619. Durch Yerhindung der Gleichungen zweier gegebener Parabeln: 

2B vw+C v'+2D UW+2E uv+F u'^ = 0, 
2BVw-}-C'v^-f2D'uw-|-2E'uv-FF'a= = o, ''^ 

erhalten wir folgende allgemeine Gleichung des zweiten Grades : 

2(B-|-^(B')vw^-(C-|-/tC')v=-l-2(D+/^D')^w+2(E+;<E')uv-^(F+/<F>l^ = o. (*) 
Diese Gleichung stellt, wie wir auch den unbestimmten Coefficienlen fi. bestimmen mögen, 
nur Parabeln dar, diejenigen besondern Fälle bloss abgerechnet, wo dieselben ein Sy- 
stem von zwei Puncten darstellt, von denen alsdann einer unendlich weit liegt. Um aus- 
zudrücken, dass die letzte Gleichung ein solches Puncten-System (System homologer 
Puncte) darstelle, erhalten wir, nach der iiöö. Nummer, folgende Bedingungs - Glei- 
chung, die in Beziehung auf 1.1 his zum dritten Grade steigt: 

(C+/<C■)(D-i-/lD'>^-2(B-i-^^B')(D+"D')(E+/'E')-^(;F+/.F')(B-^^ai7 .= o. 
Auf dieselbe Gleichung rcducirt sich die Gleichung (3) der 6il. Nummer, wenn wir in 
derselben A und A' gleich Null setzen. 

Wenn wir für n eine Wurzel der letzten Gleichung nehmen, so stellt die Gleichung 
(2), nach der oben angezogenen Nummer, das System solcher zwei Puncte dar, von de- 
nen einer folgender ist: 

P *= -^'■D+^.D-' * "* '^'■B-1-,«B''' 

nnd der andere nach derjenigen Richtimg hin unendlich weit Hegt, die durch folgende 
Gleichung gegeben ist: 

(B-V-,«B')v-+.(D-f-/(D>i = o. 

620, Um die Coordinaten der drei homologen Puncte irgend zweier gegebener Pa- 
rabeln (1) zu bestimmen, können wir auch auf eine ähnliche Weise, wie in der 6l2. 
Nummer verfahren. Wenn wir die Bezeichnungsweise dieser Nummer beibehalten, und 
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liloss A = A' =1 setzen, und den Anfangspuncl der Coordinaten in einen tomologei 
runct der beiden Parabeln verlegen, so erhalten wir 

z ~ c' f ~ r ' 

das heissl, wenn wir subsliluircn und die Coordlnaten jenes homologen Piinctes y und j 
nennen : 

E-Dx-By _ E'-D'x- B'y 
C-aBx " C—2li'x ' 



E-D x-By _ E'-Dx~By 



(3) 



F— 2üy F— 2l>'y 

Wenn wir entwickeln, so kommt: 

2(DB'^D'B)x^-((DC'^D'C}+2(EB'-K'B))x-(EC'-B'C)y+fEC-E'C) = o, 
2(BD'-B'D)y^-((BF'-B'F)+2(ED'— E'D))y-(ÜF-D'Fjx+(EF'-ET) = o, ^^' 
und wenn wir diese beiden (lleichtingen von einander abzicben, so ergibt sieb: 

a(BD'-B'D)[y^+x^]-CB(F'~C')-BX^-C)+2(ED'-E'D}}y-(DcF'-C')_I>'(F-C)4- 
2(E8-E'B))x+cE[F-G)-E'(F-C)) = o. (s) 

Wenn wir zwischen den beiden Gleichungen (4) nach einander x nnd y eliminiren, 
so erhallen wir zwei Gleichungen, die In BeziebuTig auf die übrigbleibende unbekannte 
Grosse bis zum vierten Grade, steigen. Drei Wurzelpaare beziehen sich auf die drei 
homologen Püncle der beiden gegebenen Parabeln, das vierte Paar enthält fremde 
Wurzeln. Die georuetriscbe Bedeutung dieser fremden Wnrzeln ergibt sich leicht. 
Die Gleichungen (3) werden nemlich beide befriedigt, wenn wir zugleich: 
e = E— Dx — By = o, 
e' = E-D'x-B'y = o, 
setzen. Die durch diese beiden Gleichungen bestimmten, immer reellen, W'crthe von y 
und X beziehen, sich offenbar anf keinen der drei homologen Pnncte, sondern auf denje- 
nigen Punct, in welchen wir den Anfangspnnct der Coordinat'en verlegen müssen, wenn 
aus den Gleichungen beider Parabeln, ohne dass wir die Richtung der Coordinalen- 
Axen ändern, die. mit uv behafteten Glieder ausfallen sollen. Wenn wir rechtwinklige 
Coordinaten voraussetzen, so bilden (AT*) die beiden Tangenten, die sich, von diesem 
Puncto aus, an die eine Parabel legen lassen, mit den beiden durch denselben Punct ge- 
henden Tangenten der andern Parabel gleiche Winkel. Bei dieser Yoraussetzung stellt 
die Gleichung (5), wenn wir y und x als veränderliche Grossen betrachten, einen Kreis 
dar und dieser Kreis ist der geometrische Ort aller solcher entsprechender Puncte, die 
wir erhalten, wenn wir das rechtwinklige Coordinaten- System beliebig drehen. 

Da es hiernach nothwendig ein Paar reeller zusammengehöriger Wcrthe von y und 
X gibt, welche den beiden Gleichungen (/)) Genüge leisten, so gibt es ausserdem anch 
noch ein zweites Paar solcher reeller Werthe und diese sind die Coordinaten eines ho- 
mologen Pnnctes der beiden gegebenen Parabeln, der also immer reell bleibt, während 
die beiden übrigen imaginär werden können. 

Der durch die drei Durchschnlltspuncle je zweier der drei gemeinschaftlichen Tan- 
genten der beiden gegebenen Parabeln gehende, und durch diese drei Puncte vollkom- 
men bestimmte Kreis geht durch den Brennpunet jeder der beiden Parabeln. W^enn wir, 
um diess zn zeigen, den Breiinpimct einer derselben, etwa der ersten, zum Anfangs- 
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punctc rechtwinkliger Coordinaten nehmen, so erhalten wir (fi76): 

E = 0, C= F; 

lind hiernach fällt ans der Gleichung (5), die den in Rede stehenden Kreis darstellt, das 
von y und x unabhängige Glied ans, und der hcziigliche Kreis geht also durch den An- 
fangspunet der Coordinaten. Hiernach ergibt sich folgender bekannter Satz (3i[l}: 

I}ie Brennpuncie aller derjenigen Parabeln, welche die drei Seiten eines gegebe- 
nen Dreiecks berühren, liegen auf dem Umfange eines Kreises, der durch die drei 
WinkelpuncLe des Dreiecks geht, *J 

Zugleich erhält man hier folgenden Satz: 

Weitn. irgend ein Dreieck gegeben ist und man legt von irgend einem Piincie des 
Umfangcs des diesem Dreiecke umschriebenen Kreises Tangenten - Paare an solche Pa- 
rabeln, welche die drei Seiten des gegebenen Dreiecks berühren! so bilden je zi-vei 
solcher Tangenten- Paare mit einander gleiche Winkel. 

Wenn wir berücksichtigen, dass mit den Parabeln, welche die drei Seilen des ge- 
gebenen Dreiecks berühren, auch drei Systeme homologer Pnncte, deren einer unendlich 
weit Hegt, zusammengehören, und den letzten Satz anl' zwei jener drei Systeme anwen- 
den, so begegnen wir dem bekannten Satze, „dass Peripherie -Winkel, die auf demsel- 
ben Bogen sieben, einander gleich sind." 

Aus der Zusammenstellung einer Parabel mit einem der drei Systeme homologer 
Puncte ergibt sich eine Conslruction beliebig vieler Tangenten einer Parabel, wenn vier 
Tangenten derselben gegeben sind. 

§. 9- 

Verbindung der Gleichungen zweier Oerter ztveiter Classe zu der Gletchwng 
irgend eines neuen Ortes derselben Classe. Theorie der Transrersalen. 

621. Wenn irgend zwei gegebene Oerter zweiter Classe durch folgende beiden Glei- 
chungen dargestellt iverden: 

Aw*-l-2Bvw+Cv^-F2Dnw-|-aEuv4-Fn» = 0, 
A'w=-l-aB>w+r;v^-i-2D'aw-F2E'nv+F'u= = o, '"' 

SO erhalten wir für die allgemeine Gleichung aller derjenigen Oerter derselben Classe, 
welche mit den beiden gegebenen dieselben vier gemeinschaftllcbe Tangenten haben, 
folgende : 

(A+//A')w^-t-2(B+/iB>w-l-(C+^C')vH2tD+aD>w-l-2(E-F/iE>v4-CF-H;iF]n* = o. (2) 



*) Zu demselben KesuUale kommen vir auch, nach der 530. Nummer, nenn wir zwischen dei 
beiden Gleichungen der 4S0. Mumraer, 

2PjE-D[C— F) 

. _ 2DE-Hi(C— F) 
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Wenn also : 

A"w=+2B"vwC+"vHQD"uw+2E"av+F"a' = o, (3) 

die Gleichung irgend eines solchen Ortes ist, so ergeben sich, Lei gehöriger Bestimmung 
des unbestimmten Coefficienten /i, folgende Gleichungen: 

B+fiB- ^ B^ 

A+A/t' ^ A"' 

c+fic ^ c; 

A+/iA' ~ A"' 

A+M' " A"' 
E+fiE' ^ e;' 
A+/tA' A" ' 

I±tF' - K 
A+/(A' ~ A"' 
ans denen sich noch 10 andere herleiten lassen, indem wir je zwei derselben in einander 
dividiren. 

&J2. Aus dem blossen Anblick der l5 Gleichungen, die auf diese Weise sich erge- 
hen, lassen sich eine Reihe von Salzen herleiten. Wir wollen zuerst einige dieser Glei- 
chungen, einzeln für sich, betrachten. 
Jede der beiden Gleichungen: 

B+^B' ^ B" D+f(D' ^ D;- 

A+;;A' E" A+/;A' A"' 

gibt folgenden bekannten Salz: 

Die Mitielpuncte aller Oerier zweiter Classe, ivek/ie vier gegebene gerade Linien 
berühren , insbesondere die Mitten der drei Diagonalen der , von diesen geraden Li- 
nien gebildeten, vollständigen vierseitigen Figur, liegen in gerader Linie. 

Wenn wir nemlich die erste oder zweite Coordinaten-Axo durch die Mitielpuncte 
der beiden Curven (1) legen, so ist 

D = D' = 0, B = B' = o, 

mid mithin auch 

D'' = 0, B" = 0. 

633. Auf gleiche Weise gibt die Gleichang: 

E+mE' E" ,. 

A+ziA' A"' *^^ 

folgenden Salz (^69): 

Wenn man von irgend einem Puncte aus an Jeden von drei, demselben Viereck 
eingeschriebenen, Oerter zeveiter Classe zirei Tangenten legt, so bilden diese drei 
Tangenten - Paare eine Zncoluiion fon sechs geraden Linien, *) 



*) 1. Solche Systeme von sechs geraden Linien nnd von seclis Pancten, die Involutionen bilden, 
verdienen ganz die besondere Aufmerksamkeit, welche einige Geometer denselben geschenkt 
haben. Ich erlaube mir hier einige Bemerkungen «bcr die Art, wie man bei der Betrach- 
lung derselben verfahren kann. 
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Dieser SaEz enthalt als hesondcrn Fall den Lereits schon in der ViO. Nummer 
hergeleiteten Satz von einer voÜstandigen vierseitigen Figur. AVenn wir eine Cnrve mit 
zwei Puncten - Systemen ztisamraenstcllcn, so erhalten wir einen Satz vom umschriebenca 
Tiereck nnd nach diesem Salze können wir, «'cun fünf Tangenten einer Ciirvc zweiter 



Die na eil sieb enden Definillonen sclicinen mir die zwectniässigsten ! 

Drei Paare non, geraden Linien, foti denen jedes mit awei gegebenen gerad:<n Linien 
vier Harmonicalen bildet, bilden unter sich eine Invobition von sechs geraden Linien. 

Drei Paare von Punctcni von denen jedes mit zwei gegebenen /'uncten vier harmoni- 
scJie Theihtngspuncte bildet, bilden unter sit-h eine Involution von sechs Puncten. 

Es folgt unmittelbar aus den vorstehenden Definitionen, dass jede Transversale eine In- 
volution von sechs geraden Linien in solchen Pnncten schneidet, die eine Involution von 
sechs Puncten bilden, und, andererseils , dass man eine Involution von sechs geraden Li- 
nien erhält, wenn man, von einem beliebigen PuncEe aus, sechs gerade Linien nach einer 
Involution von sechs Puncten zieht. Zugleich ist ersichtlich, dass, wenn wir eine Involution 
von sechs Puncten oder von sechs geraden Linien projiciren, gleichviel ob orthographisch 
oder perspectiv isch, wir in der Projection wiedemm eine Involution von sechs Puncten oder 
von sechs geraden Linien erhallen. Und endlich ist klar, dass, da die Pole von vier Har- 
monicalen, in Beziehung a'af irgend einen gegebenen Kegelschnitt vier harmonische Thei- 
luDgspuncte, und die Polaren von vier harmouisch Tl ! g p t r Harmonicalen 

sind, auch die Pole einer Involution von sechs ge 1 L n In lution von sechs 

Puncten und die Polarea einer Involution von sechs P t In 1 ti n von sechs ge- 

raden Linien bilden. 

Da von viec harmonischen Theüungspuncten i ^ k en, so können 

auch die PuRcle einer Involution, paarweise genomm d \Venn die bei- 

den Puncte eines Puncten - Paares der Involution zu m f !! hiebt diess in el- 

nei de ]en e he den Puncte, die mit jedem Paare d I 1 ti 1 mionische Thei- 

langspunc e b Iden (Auch diese beiden Puncte köi g ) Mit diesen beiden 

Punc e lion en nei Puncten-Paare zusammenfallen AI <* n I It also, statt der 

Involu on hios vier harmonische Theilungspuncte. 

Fe ehu gen welche den letzten gani analog sind, ergeben sich für eine Involution 
von eh ge ade Linien. — 
11. Kach der erst en .Definition ergibt sieh sogleich folgender Sali: 

Wenn eine Involution von sechs geraden Linien gegeben ist, so l-ann mein, im all- 
gemeinen, eine Transversale auf doppelte Weise so ziehen, dass zwischen je zwei Linien- 
Paiu-^n der Involution gleiche Stücke derselben liegen. 

Aus der «weiten Definition geht folgender Satz hervor (182); 

Wenn eine Involution von sechs PÜnoten gegeben ist, so schneidert sich diejenigen 
drei Kreise , welche man über den Abständen der Puncte jedes Paares dieser sechs Puru te, 
als Durchmesser, beschreiben kann, in denselben beiden (reellen oder imaginären) Puncten. 
£>ieSB Dttrelischnittspuncte sind zwei solclie Puncte, die die Eigenschaften besitzen, dass, 
wenn man von einem, derse&en zwei gerade Linien nach jedem Puncten-Paare der Invo- 
i/ition zieht, je ewei solcher drei Linien- Paare mit einander gleiche Winkel bilden. 

Es sind die beiden in Riie steheudeu Durchschnittspuncle reell oder imaginär, je 
nachdem diejenigen beiden Puncte, weiche mit den beiden Puncten jedes Paares der Invo- 
lution vier harmonische Thcilungspuncfe bilden, umgekehrt, imaginär oder reell sind. Die 
gemeinschaftliche Chorde jener drei Kreise halbirt diejenige gerade Linje, welche die letzt- 
genannten beiden Puncto verbindet «nd steht auf derselben senkrecht. Diese beiden Puncte 
selbst sind zugeordnete Pole in Beziehung auf jeden der drei Kreise (309); sie sind die 
Chordalpuriete (3G3) je zweier derselben. 

Eine unmittelbare Anwendung des letalen Satzes gibt folgenden Salz: 

Wenn drei Paare von Kreisen, die dieselben beiden Mittelpunote haben, gegeben sind, 
so haben diejenigen drei Kreise, welche Über den Abständen der Durchschnittspuncte der In- 
nern und der äussern gemeinschqßächen Tangenten der gegebenen Kreise der drei Paare, 
als Durchmesser, beschrieben werden können, eine gemeinschaftliche (ideale') Chorde. 

Der Beweis dieses Salzes ergibt sich direct, wenn wir nach' der Gleichung (S) der 1116. 
Kummer die Gleichungen zweier solcher Kreise bilden. Auf diese Weise ergibt sich, indem 
II. 24 
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Classc gegeben sind, eine sechste Tangente construiren, indem wir zu fünf gegebenen 
geraden Linien einer Involution die sechste Lestimmen. 

Alle Resultate dieser Nummer gelten auch für solche Parabeln, welche die drei 
Seiten eines gegebenen Dreiecks berühren. 



wir b = (5 = und a+« = o seken: 

>'+-'-^^' - -''■ 

j^-f-K^— 2^7^ r,ajt =5 — a^; 

P '■ 
mithin, wenn wir abziehen, und durch den coastanten Factor des ersten Gliedes ilhiJiren : 

X = o, 
eine Gleichung, die von der Grösse der Radien der verschiedenen Kreiic unabhängig isl. 
Man kann diesen Deweis auch als den Beweis des letzten Satzes ansehen. 

Aus dem vorletzten Satze ergibt sich eine leichte Conslmction des sechsten Punctes ei- 
ner Involution, wenn fünf Puncfe derselben gegeben sind; und hiernach also auch der 
sechsten geraden Linie einer Involution, wenn fünf gerade Linien derselben gegeben sind. — 

III. Da die Summe der reciproken Abstände zweier eusammengehöriger harmonischer Theiiungs- 
puncte von einem der beiden übrigen Thcilungspuncte dem doppelten reciproken AbstanJc 
der beiäen letztgenannten Puncte von einander gleich ist, (Seite 100, Kote) so ergibt sich 
ferner der folgende Satz ; 

Wenn sechs Funde einer geraden Linie, die eine Involution bilden, gegeben .lind, 
so giht es, im AUgemeinen.-, zwei solche Puncte derselben geraden Linie, für deren jeden 
die Summe der beulen reciprohen Abstiinde von den beiden Puncten jedes Paares der In- 
voäuion derselben Grösse gleich ist. 

IV. Das Product der Abstände zweier zusammengehöriger harmonischer Theilunnspuncte von der 
Mitte der beiden übrigen Theilun"spuncte ist gleich dein Quadrate des halben Abslandes 
dieser letztgenannten Puncte von emander. 

Dieser Satz ergibt sich sogleich. Denn nennt man jene beiden Abstände p und q, und 
diesen halben Abstand b, so gibt die harnioniscbe Proportion: 

b+p : b — p = b+q : q — b, 
und folglich toniiiit : 

pq = b^. 
Wenn die beiden ersten harmonisclien Thcilungspuncte reell sind, so ist auch h reell; 
wenn jene Puncte imaginär sind, nimmt b die Form ß\/ — 1 an und b^ ist negativ. Jm er- 
stem Falle sind p und q reell und haben dasselbe Zeichen, oder siiid_ imaginär; im zwei- 
ten Falle sind p und q nolhwendig reell und von entgegengesetztem Zeichen. So lange nur 
die beiden letzten Thcilungspuncte reell sind, sind auch p und q reell. 

Nacb der zweiten Definition ergibt sich hiernach folgender Satz: 

JVenn eine Involution con sechs Punclen gegeben isl, so gibt es immer einen sieben- 
ten Punct derselben geraden Linie, welcher die Eigenschaft besitzt, dass das Product 
der Abstände desselben von den beiden Puncten jedes Paares der Infolution ein und dei- 
selben Grösse gleich ist. 

Diesen siebenten Punct kann man den Mittelpuncf der Involution nennen. 
■Wenn ein Punct einer Involution unendlich weit liegt, so ist der zugehörige Punct der 
Mittelpunct derselben. 

V. Wenn man einen der Scheitelwinkel (= 25), welche zwei gegebene gerade Linien mit ein- 
ander bilden, durch eine gerade Linie halbirt und irgend zwei andere gerade Linien zieht, 
welche als Harmonicalcn zu den beiden gegebenen gehören, und mit der Ilalbirungs- Linie 
Winkel bilden, die man i/ und § nennt, so ist: 

tnngij . tang^ ^ lang'^&. 
Es folgt dieser Satz unmittelbar aus dem letzten Salze von vier harmonisclien Thellungs- 
puocten, wenn man eine Transversale zieht, die auf Jener Halbirungs-LInle senkrecht 
steht, und die Durchschnitte denelben mit den vier Harmoiiicalen betrachtet. Hiernach gib« 
die erste Delinilion folgenden Satz : 
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Wenn wir annehmen, dass clie beiden gegebenen Curven einen Miltelpunct ha- 
ben, unü 

B = B- = 0, D = D' = o 

setzen, so haben alle in Bede stebendea Curven denselben Mittclpanct und sind 



PF'enn eine lufokition von sechs geraden Unien gegeben ist, so. gibt es immer zwei 
aufeinander senkreckt siehende gerade Linien, deren Jede die Eigenschaft besitzt, dass, 
wenn man die Winkel, welche die drei JAnien - Paare der Infohition mit derselben bilden, 
tj und §, tj und '^, t{ und |' nennt: 

tang7jtang% = tangiftang'^ = tangrj'tang'^'. 

Diese beiden geraden Linien kann man die Axen der gegebenen Involution von sechs 
geraden Linien nennen. Die beiden Äsen bilden mit je «wei Linien - Paareu der Involution 
eine neue Involution. 

Die letzte Gleichung gibt, in Ueb er ein Stimmung mit II., insbesondere auch folgen- 
den Satz : 

Die Schenkel dreier rechter Tfinhel, die einen gemeinscJtaftUchen Sclteitelpunct hahen, 
bilden eine Involution von seclis geraden Ijnien. — 
VI. Wenn die beiden Gleichungen 

n^+bu == o, w — bu = o, 

irgend zwei Puncte darstellen, die auf der aweiten Asc zu beiden Seiten des Anfangspuncles 
gleich weit von demselben entfernt liegen, so stellen nach der 410. Kummer und der zwei- 
ten Definition, wenn jtt, /t' und (x' irgend drei beliebige Coeflicientett bedeuten, folgende 
drei Gleichungen- Paare: 

(l-f-,«)«'+Cl— ^3bu = o, Cl-I-^'')w+Cl— /'>u = o, (l-f-/i")w+(l— /t")bu = o, 
(1— /Ow+a+ft)bu = o, (l-/i')w+Cl-(-^')bu = o, (i_,„")„+(n-^")bu = o, 
eine Involution von sechs Puncten dar, bezogen auf ihren Miltelpunct, als Anfangspunct 
der Coordinaten. Diese Gleichungen zeigen wiederum, dass das Product der Abstände ei- 
nes beliebigen Puncten - Paares der Involution vom MItfelpunete derselben gleich b' ist. 
Ferner erhalt man, wenn man die drei Puncten -Paare, wie sie den vorstehenden drei 
Gleichungen - Paaren entsprechen, V und U, V' und Ü', V" und U" nennt: 



r'u 


(/i"+;0(l-!i') 


\"'U' 
Vü" 


(f"+rt(l-/0' 


Vü' 


(/t'+ZiKl-M") 



und indem man diese drei Gleichungen in einander reultipÜcirt, komm!, wenn man zugleich 
anf die Vorzeichen Rücksicht nimmt: 

ü"v.u'V.cv' " *■ 

Da min V mit U, V mit C und V" mit ü" beliebig vertauschen kann, so ergeben sieh 
aus der vorstehenden Gleichung noch folgende dt-ei: 

y"v.v'u".üt: ' _ ■ v"ü.üü".vY' u' ü.vV'.v ti' ^ _^ 

ü'ü.ü'V'.VV' ~ ~^' , U'V.V'V'X'Ü' ~ ~ ' V'^MTU^UV' _ _ 
%yenn wir nach einander die Gleichung (a) In jede der Gleichungen (b) ,di\idiren, so ge- 
langen wir zu folgenden drei Gleichungen; 

VV'.VU" _ ÜÜ".UV'' VV .V ü _ U'U .tTV V"V'.V"D ' _ P tj'.tJ V . . 

VV'.VÜ' " UU' -ÜV' ' V'V'.V'U" ~ U'D".Ü'V"' V'V.V'U ~ U"Ü.U"V' »' 

Die sieben Gleichungen (a), (b) und Cd entsprechen den schon In der 439. Nummer er- 
wähnten , von 11. Briahchon aufgestellten, Gleichungen. — 
VU. Wenn die beiden Gleichungen; 

y != tnnga.\, y = -~tanga.i, _ a • 

irgend zwei durch den Anfangspunct der Coordinaten (von denen wir annehmen, dass sie 
reciitwinkllge seien) gehende gerade Linien darstellen, welche zu beiden Seiten der ersten 
Ase liegen und mit derselben gleiche Winkel bilden, so erhalten, nach der ersten Defini- 

24* 
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demselben Parallelogramm eingeschricLen. Unter dieser Voraussetzung enthält die Glei- 
chung (k) folgenden Satz: (ZiQy) 

Alle Curfen zweiter Classe, die demselben Parallelogramm eingeschrieben sind, 
hohen beide dieselben zivei geraden Linien zu zugeordneten Durchmessern. 

Diese beiden zugeordneten Durcliniesscr sind offenbar die beiden Diagonalen des 
Parallelogramms. Denn wenn wir von einer Curve zit einem Systeme von zwei Pnnclen 
übergehen, so füllt von irgend zweien zugeordneten Durclimessern einer immer in die, 
diese beiden Puncte verhiudondc, gerade Linie. Es folgt hieraus ferner folgender Satz: 

Von allen in ein gegebenes Perallelogramm beschriebenen Ellipsen nähert sich die- 
jenige dem Kreise am meisten, deren gleiche zugeordnete Durchmesser die beiden Dia- 
gonalen des gegebenen Parallelogramms sind und deren Axen also die con diesen Dia- 
gonalen gebildeten Scheilehvinkel halbiren. — 

625. Etwas allgemeiner, als die Beweisführung in den letzten beiden Nummern, ist 
die nachstehende Betracbungsweise ! 

Die Gleichung 

E+/'B' ^ B" 

A+/<A' ~ 'S" 

die wir beispielsweise nehmen wollen, redacirt sich, wenn wir 

B _ B' 

A ~ A' 

setzen , auf folgende : _ _ 

B _ B' _ B" 

A ~ A' ~ A"' 

Wir kommen also zu folgendem allgemeinern Resulsate: 

Wenn in der Gleichung einer gegebenen Curve zweiter Classe der Quotient irgend 
ziveier Coefficienten gleich ist dem Quotienten der entsprechenden Coefficienien in der 
Gleichung einer zweiten solchen gegebenen Curfe, so erhält man denselben Quotienten 
auch dann, K>enn man, statt einer der beide/t gegebenen Curven, irgend eine dritte be- 
trachtet, welche mit diesen dieselben vier gemeinschaftlichen Tangenten hat. 

Es ergeben sich hier 15 verscliledcne Fälle, von denen wir einige besonders hervor- 
heben wollen. 



lion und nach IV,, wena fj., fi und /t" beliebig zu bestimmende Coeflicienlea smcl, fl 
irgend eine beliebige Involution von sechs geraden Linien, Ov und Oo, Ov' und Ou', ()■ 
und Ou", defen Axen die beiden Coordinateu- Axen sind, folgende Gleichungen; 

(l-j-u)y = (l— /t)ax, (14-^'jy = (1— ^'>>:, {l+^'"Jr = (1— ,"'>s, 

(l-/Oy = tl-t-^Jai:, (1— /Or = (l4-/t')ax, (1— ft")y =- (l-l-/i )3x. 

Hiernach erhall man, nach leichten Reductionen! 

tangw'Oa (|(t"4-i« )(I — |»V) 

tangv'Oa ~~ (fi'+f.i',(t — f-f^")' 
tan gvOa" _ ()m"+^')(1— /t /t' ) 
iangv'Ou " (/t' +^ }(1— /t'/t") ' 
taugYOu __ {/i +iii) (l — f i/*") 
tansv Ou" (fi"+[iyi — fifi ) ' 

uiid, iiiileia man diese dfei GJeichungeu mit einander mulliplieirt, tomml: 

taiigv"Oa.tangvOa".tang^'Ou' _ , 

7Z^''Ö^lan^'Oy"7~anguOV " ' . 

Aus. dieser Gleichung ergeben sich üiimitlelbar noch sechs aaderc , die den Gleicliung( 
(bj und (c) enlspretnen. — 
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D" D+pD' 
' A" B+,.B 




ilgcnden sechs Glci 
£- E+pE 
B" C+jiC - 
F" F+;<F 

' D" E+f.B 


chungei 

E- 
■(?' 

F" 

-p, 



(s) 
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63Ö- Aus jeder von folgenden dm Gleichungen: 
B+fJB' _ B" D+,»D" _ ~ 

Ä+/iA' ~ Ä'" A+^^A" 

ergibt sich hiernach der Satz der 623. Nummer. 
Auf ähnliche Weise folgt aus jeder von f ' 
~ ~ "■ E +/.iE- 

nachstehender hekannler Satz: (525) 

Der geometrische Ort für die Pole einer beliebigen Transversalen , in Beziehung 
auf alle Ellipsen oder Hyperbeln, welche demselben Viereck eingesehrieben sind, oder 
in .Beziehung auf alle Parabeln, ivclche die drei Seiten desselben Dreiecks berühreft, 
ist eine gerade Linie. 

Aus diesem Satze folgt der zn Anfang dieser Nummer angezogene (durch Gränz -Be- 
trachtungen in der Conslruction) indem man die belichigc Transversale sich unendlich 
weit entfernt dentt. In der analytischen Entwicklung vertauschen sich, beim üehergang 
von einem Satze zum andern, bloss die zusammen zu stellenden Cocfficienten der allge- 
meinen Gleichung- 
Wenn man, statt drei Curven, die drei Paare gegenüberstehender Winkelpuncte ei- 
ner vollständigen vierseitigen Figur zusammenstellt, so erhält man den Satz der l\A^- 
Nummer (52(3). Die in diesem Satze bestimmte gerade Linie geht also durch den Pol 
der beliebigen Transversalen, In Beziehung auf jede der vierseitigen Figur eingeschriebene 
Curve zweiler Classe. Wenn fünf gerade Linien gegeben sind, so erbalt man 
fünf gegebene vierseitige Figuren und mithin auch, einer beliebigen Transversalen entspre- 
chend, fünf gerade Linien, welche durch ein und denselben Punct geben, durch den 
Pol dieser Transversalen, in Beziehung auf diejenige Curve zweiter Classe, welche von 
den fünf gegebenen geraden Linien berührt wird. Diesen Pol können wir also, ohne 
dass die Curve seihst gegeben ist, durch den Durchschnitt irgend zweier von jenen fünf 
durch denselben PnncL gehenden geraden Linien construiren, 

627. Den Satz der 624. Nummer erhalten wir unmittelbar aus folgenden beiden Glei- 
chungen, welche schon unter den Gleichungen (5) vorkommen: 

E+^tE' _ e;- e+,»e- _ E" 

C+^cG'~ C" f+^ ~ ¥•'■' '^•' 

und ferner auch aus folgender: 

C-h/tC' C" f'^ 

Wenn wir nemlich, was die letzte Gleichung anbetrifft, vom Anfangspuiicfe der Coor- 
dinaten, für den wir Jeden beliebigen Punct nehmen künneii, zwei Tangenten an jede 
der beiden gegebenen Curven legen, ferner der zv;eiten Axe, der wir eine beliebige 
Piichtung geben können, irgend eine gerade Linie parallel ziehen, die den an die erste 
Curve gelegten Tangenten in den beiden Puncten n und v, und den an die zweite Curve 
gelegten Tangenten in u' und v' begegnet, nnd dann die erste Axc durch einen solchen 
Punct P dieser geraden Linie le»en, der dadurch, , und zwar auf einzige Weise, bestimmt 
ist, dass 
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Pu.Pv = Pn.Pv, 

so ist offenbar: 

F _ F' 

C^ Ü' 
und also nach Mz 

F _ F' _ F" 

c ^ c ~ Cr ' 

und mitLin anch : 

Pn.Pv = Pu'.Pv' = Pn'.Pv", fa) 

wenn wir die enisp rech enden Durchschnitte der durch den Anfangspunct an die dritte Curve 
gelegten Tangenten n" nnd v" nennen. Es führt also die Gleichung (7) wieder zu dein Satze 
der 62i. Nummer, indem wir die in der Note za dieser Niimmer anter V. entwickelte Eigen- 
schaft einer Involution von sechs geraden Linien berücksichtigen. Ein besonderer Fall 
ist derjenige) wo, hei der Voraussetzung rechtwinkliger Coordinatcn- Äsen: 
F F F" 

e " c = c = ""'• . 

Diess führt zu Resnltatcn, bei denen wir später ausführlicher verweilen werde«. 

623. Der Satz der Öa/j. Nummer, und namentlich die Umschreibang desselben in der 
Gleichung (8) der vorigen Nummer, besteht auch dann noch, wenn wir annehmen, dass 
alle Tangenten, Statt durch denselben Pnnct zu gehen, unter .einander parallel sind. Es 
folgt dicss einerseits ans Gränz- Betrachtungen in der Constrnction, und andrerseits, wenn 
wir eine der beiden Gleichungen: 

c+/tC' _ C" F-t-^F' ^ f; 

A+wA' ~ Ä''' A+/iA! A"' 

behandchi, wie in der vorigen Nummer die Gleichung (7). 

Die Discnssion des in Rede stehenden Falles führt zu mehrern specieilen Sätzen, 
Fi*. 17. von denen wir einige hervorheben wollen. Wir wollen zu diesem Ende, wie in der 17. 
Figur, eine Curve mit zwei Puncten-Paaren, A und C, B und D, zusammenslelten, 
nnd eine beliebige Transversale MN betrachten, welche von den sechs Parallelen in den 
Punctcn n und v, u' und v, u" und v" geschnitten werde. Es ist alsdann, nach der 
Gleichung (a) der Note zur Ö24. Nummer: 

v"u _ V'u irv" 

"Yü" ~ Y'Ü""U'T' 
und hieraus folgt: _ 

TTJ _ HB EC 
TU ' ~ HA ■ ED ■ 
Der erste Theil dieser Gleichung ist das Yerhältniss der beiden Vierecksseiten BC nnd 
AD, wenn man dieselben auf die Transversale MN nach der Richtung der parallelen 
Tangenten EG und FH projlcirt; er ist also das Yerhältniss dieser Seiten selbst, wenn 
dieselben paralkl sind. 

Die zweite der Gleichnngen (c) gibt; 

FD HB _ Gß ED 
FC ■ HA GA ' EC ' 
Wenn die gegebene Curve eine Parabel ist, so liegt eine der beiden parallelen Tan- 
genten, etwa FH, unendlich weit. Alsdann ist, nach der Note zur 6:iLf. Nummer (lY), 
If' der Mittelpunct der Involution und also: 

U'U.U'Y = U'Ü".U'V": 
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Die Producte der Abstände je zweier gegenüberliegender Wiiikelpuncte einer belie* 
bigen, um eine gegebene Parabel beschriebenen, vierseitigen Figur von einer beliebigen 
festen Tangente sind einander gleich. 

Indem man elnGr Seite des nmschriebenen Vierecks andere Lagen ^bt, nnd die drei 
übrigen Seiten unverahdeFt lässl, ergibt sich sogleich folgender Satz: 

Das Verhältnsss der Abslände der beiden Durchschnitt spuncte einer beiveglichen 
Tangente mit zwei festen Tangenten einer gegebenen Parabel von einer dritten festen 
Tangente ist conslant. 

Hiernach lassen sich leicht, wenn vier Tangenten einer Parabel gegeben sind, bclle- 
liig viele Tangenten derselben b^ffliijinicn. — 

62g. Man sieht anf den ersten Blick, wie alle die vorstehenden Resultate unter ein- 
ander in der genauesten Beziehung stehen, und alle auf eine einfache VYcise ans einem 
derselben, dem Satze der 624. Nummer, werden hervorgeben müssen. 

Zu denselben Resultaten kommen wir auch noch durch Elimination von fi. Wenn 
wir z. B. A — A' = A" = l setzen, und dann zwischen den beiden Gleichungen: 

H ehminiren, so kommt: 

B"(D-D)+B'(D-D")-hB(D"-D') = 0. 
Diese Gleichung ist, in Beziebnng auf B" und D", vom ersten Grade nnd stellt also, 
wenn wir diese Grössen als veränderlich, als x und y, betrachten, eine gerade Linie 
dar und diese gerade Linie gebt durch die beiden Puncle (D', B') und (D, B). Auf 
diese Welse erhalten wir also den Satz der 623. Nummer. 

In die übrigen analogen Entwicklungen gehen wir hier nicht ein, sondern thun gkich 
einen Schritt weiter. 

630. Wenn in der allgemeinen Gleichung zweiten Grades (2), welche aus der Ver- 
bindung der beiden Gleichungen zweier gegebener Oerter zweiter Classe (l) hervorgeht, 
zwischen zweien Quotienten irgend zweier Coefficlenlcn -Paare Irgend eine Bedlngungs- 
Gleichüng gegeben ist, so haben diese beiden Quotienten bestimmte, zusammengehörige 
Werthe. Die Anzahl dieser Werlhe ist Im Allgemeinen gleich dem Grade der Bedin- 
gnngs- Gleichung, oder doppelt so gross. 

Diese Behauptungen ergeben sich unmittelbar. So haben wir zum Beispiel; 
B+ffB' ^ B;; D-F/tO' ^ D" 

A-f-;iA' A" ' A+^A' A" ' 

und wenn wir zu diesen beiden Gleichungen noch irgend eine Bedingnngs- Gleichung, 

von irgend einem n. Grade, in Beziehung auf — und —„ , die wir allgemein durch 
/D' B'\ 

'^A-Ä^;-'^ 

D" B" 

bezeichnen wollen, hinzufügen, so sind -r-r. und -r-,7 vollkommen bestimmt, und zwar 

' ° A A 

erhalten wir für diesti beiden Grössen im Allgemeinen n Paare von W^crthen. Es 
sind diess die Coordinaten - \Yerthe der Durchschnittspuncte derjenigen geraden Linie, 
welche der geometrische Ort für die Mittclpuncte aller derjenigen Oerter zweiter Classe 
ist, die mit den beiden gegebenen (1) dieselben gemeinschaftlichen Tangenten haben, 
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mit der darch (9) (^v«nn wir -^,-, und -t-r, als verändcriicli , als v und s, Letrachtcii) dar- 
gestellten Curve n. Ordnung. Ganz, analoge Fälle crgcbcR sich offenbar 

1.2.3 
Wir haben ferner auch; 

B+,»B' _ B;' F+.tiF' _ jr 

A+^A' "~ A" D+.<1)' ~ O"' 

und wenn wir zwiscben diesen beiden Gleichungen fi ellminircn, so kommt; 

tD'A-DA')|i! . |!,-|-(AT-ÄF')^!+(BiI>wXD)^,+(F'B-^FB') = o. 
eine Gleichung, die nicht mehr, wie in den vorigen 20 Fäilen, sich, in Beziehung auf 
die Quotienten -^r, nnd fy,, auf den ersten Grad rcducirt. V\"cnn also zwischen densel- 
hcn beiden Quotienten noch eine Bedingungs- Gleichung irgend eines n. Grades gegeben 
ist, so erhalten wir für diese Quotienten eine anfache Bestimmung. Es ist gut, zu be- 
merken, dass in dem vorliegenden Falle eine Bcdingungs- Gleichung des m, Grades, in 

Beziehanff auf -r-i, und des m'. Grades, in Beziehung auf j^., bis zum,(m+m'), Grade, In 

A A" B" D" , F' . " 

Beziehung (etwa) aut?^,,, ^„, ^„ und ^„, ansteigt. 

Auf ähnliche Weise ergibt sich, dass, wenn zwischen drei, vier oder fünf Quo- 
tienten beliebiger Coeffienlen- Paare der allgemeinen resultirendcn Gleichung (2) eine ge- 
gebene Bedingungs- Gleichung Statt findet, diese drei, vier oder fünf Quotienten voll- 
kommen bestimmt sind. Die Zahl der möglichen verschiedenen Bestimmungen ist, wenn 
ein und derselbe Cocfficient als Nenner in allen Quotienten vorkommt (ein Fall, auf den 
wir uns hier beschränken wollen) gleich dem Grade der gegebenen Bedingungs-Glelcbung. 

Es ist zum Beispiel; 

\ _ 4[ (A"E"-B"D")^-(A"C" - B"^)(A"F'-D"^)]^/«'g 
tang^ - i(Ä."C"-B"*}-|-2(A"E"~B"Ü")oc5;M-(A'F-I>"^)]^' 
eine Bedingungs- Gleichoug des vierten Grades (etwa) zwischen den fünf Cocfficienicn 

-.-77 > ~^,, -rr,, 1-.. und --,t,. Es glht daher im Allgemeinen (/(90)'vier verschiedene flyner- 
A A A A A " . ° . 

hcln, deren Asymptoten einen gegebenen Winkel j; mit einander bilden und mit zwei 
gegebenen Curven zweiter Classe dieselben vier (reellen oder imaginären) gemeinschaftli- 
chen Tangenten haben, das heisst, demselben Viereck eingeschrieben sind. Es gibt aber 
insbesondere nur zwei gleichseitige Hyperbeln, die vier gegebene gerade Linien berühren, 
weil die vorstehende Bedingungs- Gleichung für diesen Fall auf folgende sich retJucirl : 

(A"C"-B"^)+2(A"E"~B"D'>ö.sM-(A"F"-D"=) = o. 

Diese Gleichung rcducirt sich wiederum, wenn wir B" = D" = o setzen, auf folgende; 

C"+2EVo.s54-F" = o, 

. E" F" 

aaf eine Gleichung des ersten Grades in Beziehung auf die beiden Quotienten ™. und ^„^ 

Es gibt also nur eine einzige gleichseitige Hyperbel , welche die vier Seiten,, eines 
Parallelogramms berührt. 

Um noch ein Beispiel zu haben, wollen wir folgende Bedingungs- Gleichung nehmen; 
E"'-C"F" _ D"^ 
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weklic, bei der Voraussetzung rcchtwtnklicher Coordinaten-Äxen, ausdrückt, dass der 
durch den Anfangspunct der Coordlnaton gehende Durchmesser der resnltirenden Curve 
mit der ersten Coordinaten-Axe einen Winkel hildet, der demjenigen gleich ist, wel- 
chen die durch den Anfangspunct gehenden Tangenten der Carve mit einander hilden. 
Da diese Bedingungs- Gleichung bis zum vierten Grade steigt, so gibt es im Allgemeinen 
vier Curven, welche, von einem gegebenen Pnncte aas, unter einem Winkel gesehen 
werden, der demjenigen gleich ist, welchen der durch den gegebenen Punct gehende 
Druchmesser der Curve mit einer gegebenen geraden Linie bildet. 

Auf ähnliche W^eise ergibt sich (kO^)f dass es im Allgemeinen sechs Curven zweiter 
Classe gibt, die von einem gegebenen Puncte aus unter einem solchen Winkel gesehen 
werden, der dem Asymptoten - Winkel der Cnrve oder dessen Nebenwinkel gleich ist. 

631. Wenn wir auf das zn Anfange der vorigen Nummer angeführte Beispiel noch- 
mals zurückblicken, so finden wir, dass ■^, und -^ unabhängig sind von den Coefficien- 
ten C, E, F und C, E', F' der beiden Gleichungen (l). Statt der durch diese beiden 
Gleichungen dargestellten Curven hatten wir also auch irgend zwei andere Curven neh- 
men können, in deren Gleichungen die entsprechenden sechs CocfGcienten beliebige an- 
dere Werthe haben. Indem wir diese Bemerkung auf alle Fälle ausdehnen, erbalten wir 
folgenden Satz: 

Wenn zivischen zivei, drei oder vier QuotieTiten beliebiger Coejficienten der resul- 
tirenden Gleichung (2) eine gegebene Bedingungs - Gleichung Stattfindet, so bestimmen 
sich diese Quotienten aiif dieselbe Weise, me wir auch die Werthe derjenigen Coeffi- 
cienten der beiden Gleichungen (l), welche den in jenen Quotienten nicht vorkommenden 
Coefficienteu der resultirenden Gleichung (2) entsprechen, anders bestimmen mögen. 

Einzelne Fälle dieses Salzes wollen wir beispielsweise hervorheben und geometTisch 
Renten. 

032. Die beiden Gleichungen (l) stellen, wenn wir in denselben nur die sechs Coef- 
ficienten C, E, F und C, E', F' als gegeben betrachten, die übrigen sechs Coefficicn- 
ten aber unbestimmt lassen, solche zwei beliebige Oerter zweiter Classe dar, die zwei 
Paare fester, durch den Ai^fangspunct der Coordinatcn gehender gerader Linien berüh- 
ren. Für solche Oerter zweiter Classe können wir insbesondere auch zwei beliebige Sy- 
steme von zwei Punctcn nehmen, die auf vier festen, durch den Anfangspunct gebenden, 
geraden Linien liegen. Die durch die resultirende Gleichung (s) darstellbaren Curven 
sind also solchen beliebigen Vierecken eingeschrieben, deren Winkelpuncle auf jenen vier 
festen geraden Linien sich befinden- 

Die Glclcbnng 

E"'-G"F" = o 
ilrückt aus, dass die bezügliche Curve durch den Anfangspunct der Goordinaten geht, und 
zeigt zugleich, dass es, i'ni AJlgemeinenj zwei Curven zweiter Classe gibt, die vier gege- 
bene gerade Linien berühren und überdiess durch einen gegebenen Punct geben- fliefr 
nach ergibt sich folgender Satz: 

j4lle CnV^'en zweiter Classe, welche durch einen gegebenen Punet gehen, und ?oi~ 
chen beliebigen Vierecken eingeschrieben sind, deren der Winlielpuncte- auf piep gege^ 
^enen, durch den gegebenen Punct gehenden, geraden Linien liegen, berühren i'i d?m 
gegebenen Pancfe eirfe pgrf. zw^ijesten g^radefi Linien. 

U. !!ä 
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Bei der Yorausselzunp; rechtwinkliger Coordinatcn-Axen erhält man ohne Miilic: 

wenn t, derjenige Winkel ist, unter welchem die hezügliche resultirende Curve vom An- 
fangspuncte der Coordlnaten aus gesehen wird. Es gibt also im Allgemeinen zwei dem- 
selben Viereck eingeschriebene Curven, welche, von einem gegebenen Puncto aus, cn- 
ler einem gegebenen Winkel gesehen werden. Es gibt nur eine solche Gurve, wenn der 
gegebene Winkel ein rechter ist, denn^ wenn ^ = l/^Jt, gibt die letzte Gleichung: 
C-hF = 0. Hiernach erhalten wir folgenden Satz: 

Alle Curven zweiter Classe , ivelche von einem gegebenen Puncte aus unter einem 
gegebenen fvinkel {oder dessen Nebenwinkel) gesehen werden, und solchen beliebigen 
Vierecken eingeschrieben sind, deren vier Winkelpuncte auf vier gegebenen, durch den 
gegebenen Punct gehenden, geraden Linien liegen, berühren ..zwei feste , durch densel- 
ben Punct gehende, gerade Linien. 

W^enn der gegebene Winkel kein rechter Ist, so erhalten wir für diese helden fe- 
sten geraden Linien eine zwiefache Bestimmung. 

633. Bei der Voranssetzung rechtwiukllger Coordinaten ist der Ausdrnck 

A" A"^ 

gleich dem doppelten Quadrate der Hälfte einer der heiden gleichen zugeordneten Durch- 
messer der, durch die resultirende Gleichung dargestellten, Curve zweiter Classe (Ellipse) 
(512). Wenn wirldaher den vorstehenden Ausdruck einer gegebenen Constanten K* gleich 
setzen, so ist die Grösse der gleichen zugeordneten Durchmesser der durch die resulti- 
rende Gleichung dargestellten Curve gegeben, und zwar durch eine Gleichung des zweiten 
Grades zwischen den vier Coefficientcn -^■„1 x'"' T" "'^'^ T"* Die Bestimmung dieser Quo- 
tienten ist von E und E' durchaus unabhängig. Hiernach ergibt sich folgender Satz {534)': 

Wenn irgend zwei Rechtecke mit parallelen Seiten gegeben sind und man be- 
schreibt in jedes derselben irgend eine beliebige Curve zweiter Classe,_ so sind diejeni- 
gen Ellipsen, welche mit solchen zwei Curven zweiter Classe dieselben gemeinschaftli- 
chen Tangenten haben und deren gleiche zugeordnete Durchmesser, der Grösse nach, 
gegeben, sind, .alle einem von zwei oollkommen bestimmten Rechtecken eingeschrieben, 
deren Seiten den Seiten der beiden gegebenen parallel und deren Diagonalen den, der 
Grösse nach , gegebenen gleichen zugeordneten Durchmessern gleich sind. 

Wenn wir K^ — o setzen, so isind alle resultirende Curven gleichseitige Hyperbeln,- 
in dem vorstehenden Satze iindcrt sich alsdann weiter nichts, als dass zwei Seilen der 
denselben umschriebenen Bcchtecke imaginär werden. 

634. Wir haben (51 1), uni noch ein letztes Beispiel zu betrachten: 

A" • A"-' 
wenn wir den Inhalt der resultirenden Curve iin nennen, und annehmen, dass die bei- 
den gegebenen Curven die erste Coordinaten- Axc im Anfangspuncte Leriihren, wonach 
F, E, F, E' = o und also auch F", E" = o. (Vergl. die 653. Nnmmer). Betrachten 
wir jenen Inhalt als gegeben^ so ist die vorstehende Gleichung eine Bcdingungs- Gleichung 
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C" D" 
des drillen Grades zwischen den Leiden Quotienten ^, nnd -p.. Die Bestimmung dieser 

Quotienten ist von den Coefficlenten B und B' in den beiden Gleichungen (l) unabbUttT 
gig. Hiernach ergibt sich auf diesellie Weise, als bisher, fol(;ender Satz; 

Wenn zwei Carven zweiter Classe eine gegebene gerade Linie in einem gegebenen 
Puncte berühren , so gibt es ein , beiden Cureen umschriebenes , Dreieck und in dieses 
Dreieck kann man im Allgemeinen drei Curven zweiter Classe von gegebenem Inhalte 
beschreiben, tvelche die eine Seite desselben, die gegebene gerade Linie, in dem gege-. 
benen Puncte berühren. Wenn man, statt Jeder der beiden ersten Cuiven, irgend eine 
andere nimmt, welche dieselbe im gegebenen Puncte osculiri, und mit ihr eine zweite 
gemeinschaftliche Tangente hat, die der gegebenen parallel ist (581), so erhält man 
ein neues umschriebenes Dreieck und drei neue diesem Dreieck eingeschriebene Curaen 
zcpei/er Classe i>on dem gegebenen Inhalte. Auf diesem Wege konimt man zu drei 
Gruppen sich osculirender Curven, welchen Parallel -Trapezen eingeschrieben sind, de- 
ren beide parallele Seiten, von welchen die eine iiberdiess in demselben Puncte berührt 
wird, in dieselben beiden geraden Linien fallen. 

635. An das Vorstehende schliessen sich unmittelbar auch noch die nachstehenden 
Enlwiclclungen an. 

Wenn wir folgende lineare Bcdlngungs - Gleichung : 

CV— aE'V+F" =. 0, (.) 

in der z' irgend eine gegebene Grösse bedeutet, zu Grunde legen, so gibt es ausser der 
gegebenen Grösse z' noch eine zweite Grösse z", welche, wenn wir t4, und -rr,. als be- 
gannt ansehen, für 2' suhstituirt, die letzte Gleichung befriedigt, und man erhält alsdann; 

E" ,_, „ r , „ 

(, = .+., c"-"- 

Es ist durch die Gleichung (l) eine, durch den Anfangspunct gehende, eine fünfte, Tan- 
gente der rcsultirenden Curve gegeben und aus der linearen Form der obigen Bedin- 
gungs - Gleichung folgt, dass es nur eine einzige solche resultirende Curve gibt. Die 
zweite durch den Anfingspnnct gehende Tangente, deren Richtung 2" entspricht, ist eine 
einzige und vollkommen bestimmte. 

Auf ähnliche Weise, wie bisher, ergibt sich, dass diese zweite durch den Anfangs- 
punct der Coordlnaten gehende Tangente für alle resoltlrenden Curven dieselbe bleibt, 
wenn wir die beiden gegebenen Curven mit ansjern vertauscljen, welche dieselben, durch 
den Anfangspunct gehenden, geraden Linien berühren, Es folgt dieser Satz auch unmit- 
telbar aus ifera Satze der 623. ^[ummc^ und, umgekehrt, dieser Satz ergibt sich sogleich 
ajis jenflm. 

Wenn wir insbesondere voraussetzen, dass die resultirende Gleichung ein Syslenf 

von zwei Pnncten, (y, s') und (/', i"), darstelle , so erbaJt dieselbe folgende forni; 

w=-|-(x'-f-s'->w-f-x'x"v'-f-(y'-(-y'>wH-(x'y"-+-x"y')uv-f-y')'"ij' ~ o, 
und man bat: 



Wenn wir ferner annehmen, dass die erste gegebene Curve nnvoründerlich dieselbe bleibt, 
gn die Stelle der zweiten aber wiederum gehörig bcstimnitc Planeten t Systeme (reten, M 
gelangen wir zu folgendem Satze: 
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Wenn irgend eine Curoe siveiter Classe gegeben ist, und man beschreibt um die- 
selbe beliebige Fierec/ce , deren drei Winkelpunde auf drei gegebenen, durch einen ge- 
gebenen Punct gehenden geraden Linien liegen, so liegen die eierten Winkelpuncte auf 
einer vierten, ebenjalh durch den gegebenen Punct gehenden, geraden Linie. *) 

Wenn wir zwei solcher umschriebenen "Vierecke Letrachtenj welche einen VVtnfeel- 
punct g^emein haben, so folgt ans dem vorstehenden Satze unmittelbar der Satz von 
BRIANCIION: „dass die drei Diagonalen eines um eine Curve zweiter Classe beschriebenen 
Sechsecks sich in demselben Pancte schneiden." 

636. Wir wollen diesen Paragraphen mit einigen Entwicklungen bescMicssen, welche 
aus einer sehr einfachen Schlussweise sich ergeben und zuerst diese Schlusswcise selbst 
allgemein aulstellen. 

Wenn wir die Gleichung eines geometrischen Ortes zweiter Classe zwischen den 
Coordinatcn o, v und w, der Kürze halber, durch 

U = o CO 

darstellen und 

V = (.) 

eine solche Gleichung zwischen denselben veränderlichen Grossen bedeutet, in welcher 
(was wir in Beziehung auf das Folgende hier gleich voraussetzen) die Coefficienten der 
gegebenen Gleichung (l) nur auf lineare Weise vorkommen, so können wir, wenn eine 
zweite Curve zweiter Classe durch die Gleichung 

U' = « (') 

gegeben ist, eine Gleichung 

'^' ^ o (4) 

so bilden, dass in Y' die Constanten von U' gerade auf dieselbe W^eise vorkommen, als 
in Y die Constanten von U. Die Gleichungen (2) und (4) stellen alsdann offenbar zwej 
Curven ein und derselben beliebigen Classe dar, von welchen die erste mit der ersten ge- 
gebenen Curve (1) in derselben geometrischen Beziehung steht, als die zweite mit der 
zweiten gegebenen Curve (3). Wenn irgend eine dritte Curve zweiter Classe 

U" = W 

gegeben ist, so entspricht derselben eine neue Curve: 

V- = o. (.) 

W^enn wir nun 

Ü+,.U' - U" ^ (,)^ 

setzen, das heisst, wenn wir annehmen, dass die drei gegebenen Curven dieselben vier 
gemeinschaftlicben Tangenten haben, oder, mit andern Worten, derselben vierseitigen 
Figur eingeschrieben sind, so ergibt sich auch, was sogleich in die Augen springt: 

das heisst, auch die drei Curven (2), (4) und (6) haben, paarweise genommen, diesel- 
ben gemeinschaftlichen Tangenten, deren Anzahl nach der besondern Natur dieser Cur- 
ven und namenlllcb nach dem Grade ihrer Glelchimgen sich bestimmt. 



*) Dieser Satz i=l nur ein einzelner und besonderer ans einer Reibe von Satieo und Consfruc- 
tioiien, über die H. Pohcelet sieh in den ielzten Capileln seines Öfter schon angeführ- 
ten Werkes ausfiihrlicb verbreitet. (Prop. proj. .Sect. IV, Chap, 11., lll. p. 290 — 36«). 
Dieselheu Resultate fliessen ebenfalls aus allgemeinen und einfachen analjüschen BelrachtOngs- 
weisen; doch diese geboren nicht hierher, weil sie sich an Gleichungen von höbern Gra- 
den anknüpfen. 
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Wenn ferner 

VV = o (.) 

irgend eine Gleichung zwischen den Punct-Coordlnaten x, y und z bedentel, deren Coeffi- 
cienten durch die Coefiicienlen der gegebenen Gleichung (1) sich auf lineare Weise ons- 
drücken lassen, und 

W = o, VY" = o (9) 

solche, in Beziehung auf (3) und (5), ähnlich gehildete Gleichungen bedeuten, und end- 
lich wiederum die Gleichung (7) Statt findei, so ergibt sich 

W-H/iW = W"; 
das helsst, wenn die drei gegebenen Curven derselben vierseitigen Figur eingesdirieben 
sind, so schneiden sich die drei Curven (8) und (9) ^^ denselben Pancten, deren Anzahl 
von der Natur dieser Curven abhängt. 

637. Wir geben zur Anwendung des Vorstehenden auf einige besondere Falle über. 
Wenn wir die Gleichung: 

Aw'-+.2Bvw-HCv'-f-aDuw+2Eav-l-Fu* = o, (.) 

zn Grunde legen, so erhalten wir: 

(Aw'+Bv'+Du')w-f-(Ew'+Cv'-4-Eu')vH-(Dw'4-Ev'+Fu')u = 0, 
für die Gleichung des Poles Irgend einer gegebenen geraden Linie (w', v', u'} (548) und; 

Aw-f-Bv-f-Du = o, 
für die Gleichung des MIttelpunctes der gegebenen Curve. Hiernach gelangen wir, da in 
den beiden letzten Gleichungen die Constanten der Gleichung (1) nur In der ersten Po- 
tenz vorkommen, sogleich die Sätze der 626. und 622, Nummer, dass die Pole einer be- 
liebigen geraden Linie, In Beziehung auf alle Oerter zweiter Classe, die derselben vier- 
seitigen Figur eingeschrieben sind, und insbesondere auch alle Mlttelpnnctc solcher Cur- 
ven, in gerader Linie liegen. Und diese Satze sind ziigicicb auch für die besondern 
Fälle, dass die Selten der vierseitigen Figur alle oder zum Tbcil zusammenfallen oder 
imaginär- werden, bewiesen, und auch für Puncten- Systeme, die sich mit jenen Curven 
zusammenstellen. 

638. Dieselben Sätze, von denen der letztere als besonderer Fall des erstem anzu- 
sehen ist, ergeben sich auch auf folgende Weise, die in der Allgemeinheit der Bezetch- 
nungsart (welche eine anmittelbare Uebertragung auf Curven beliebiger Classen gestattet) 
den Vorzug verdient. Aus der Gleichung: 

JJ-i-fiU = U\ 
folttt durch Differentiation: 

^ dU dU' dU" 

d^+'"d;r= d^ = 

worin der obige Satz, In Beziehung auf die Mittelpuncle, nnd 

dU du' du" du dir dU" 

-K+''d7 - 117 ' d^+''do"°\k' 

worin der Satz, In Beziehung auf die Pole einer der beiden, beliebig anzunchaieiidtii, 
Coordlnaten-Axen, enthalten ist (5£i9)- Wollen wir die Coordinaten- Axen als gegeben 
betrachten, und den Satz direct, in Beziehung auf die Polo einer beliebigen geraden Li- 
nie (w', v', u'), beweisen, so brauchen wir nur folgende Gleichung zu bilden: 
(du , dU , dU ., (dU' , , dU' , dU' .1 fdU" , dU" , dU" ,( 
(dw dv du y (dw ttv du J t dw dv du ' 
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die wir erhalten, wenn wir die letzten drei G!(?icliung«n addiren, nachdem wir znvor die 
erste mit w', die zweite mit v' und die dritte mit u' multipücirt haben. 
F.l^.lB. 639. Wenn wir wiederum von der Gleichung (l) der 637. Nummer ausgehen, so 
stellt, bei der Voraussetzung rechtwinkliger Coordlnaten- Äsen, nacli der j:,83- Nummer 
folgende Glcicbunff: 

A(f+x=)-.2Dy-aBx+(F+C) = o, (0 

den geometrischen Ort derjenigen Punctc dar, von welchen aus die durch (l) dai^estelltc 
Curvc zweiter Classc unter rechten Winkeln gesehen wird. Dieser Ort ist derjenige 
Kreis, dessen Mittelpunct der Mittelpunct der Gurve ist und dessen Radius gleich ist der 
Quadrat- Wurzel aus der Quadrat-Summe der beiden halben Äsen der Curve, also für 
den Fall der Ellipse, gleich derjenigen Chordo, welche die Endpuncte der beiden Axen 
derselben verbindet. Da in der Gleichung (2) die Coefficienten der Gleichung (1) nur 
auf lineare Weise vorkommen, und zwei Kreise sich im Allgemeinen in zwei Punctcn 
schneiden, so ergibt sich folgender Satz; 

Alle Oerier zweiter Classe, tvelche einer gegebenen fiersetligen Figur eingeschrie- 
ben sind, iveräen, im Allgemeinen, fon zivei festen Pancten aus, unter rechten Win- 
keln gesehen. 

Wenn wir die drei Puncten- Systeme, die zu diesen Oertem gehören, Lclraehlen, 
so folgt: 

Diejenigen drei Kreise, die man über den drei Diagonalen einer gegebenen coli- 
ständigen vierseitigen Figur, als Durchmesser, beschreiben kann, gehen durch diese!' 
ben beiden Puncte. 

Hiernach künnen wir jene beiden festen Puncte, die wir Q nnd Q' nennen wollen, 
leicht construiren. Sie liegen zn beiden Seiten der geraden Linie (LN), welche die Mlt- 
telpnncte aller eingeschriebenen Curven zweiter Classe enthält, gleichweit von ihr entfernt 
und auf einer solchen geraden Linie, welche auf LM senkrecht steht, W^enn die drcj 
letztbczelchneten Kreise sieh nicht in reellen Puncten schneiden, 50 haben sie wenigstens 
eine reelle gerade Linie zor (idealen) gemeinschaftlichen Chorde. 

Die Construction folgender Aufgabe: 

In eine gegebene i'ierseitige Figur eine Carve ziveiler Classe zu beschreiben^ die 
von einem gegebenen Puncte, P, aus unter einem rechten Winkel gesehen wird, 
kommt, wenn wir zuerst den Mlttelpnnct der Curve bestimmen, darauf hinaus, den 
Mittelpunct desjenigen Kreises zn finden, der durch den gegebenen Punct P und durch 
die beiden- festen Puncte Q und Q' geht. "Wir kiJnnen diesen Mittelpunct auch dann be- 
stimmen, wenn die beiden Punctc Q und Q' imaginär werden (l20). 

In eine gegebene i'ierseitige Figur eine gleichseitige Hyperbel zu beschreiben. 

Da für den Fall einer gleichseitigen Hyperbel der Kreis (2) auf einen Punct, den 
Mittelpunct derselben, sich reducirt, so erbalten wir die Mitlelpnncte derjenigen beiden 
Hyperbeln, welche, im Allgemeinen, der Aufgabe Genüge leisten, wenn wir die Chor- 
dal-Puncle (363, 194) derjenigen beiden Kreise suchen, welche über irgend zwei Diago- 
nalen der gegebenen vierseitigen Figur, als Durchmesser, beschrieben werden können. 
Wenn jene Hyperbeln reell sein sollen, so müssen die Durchschnittspuncte dieser bei- 
den Kreise imaginär sein. 

6i(0. Wenn wir, wiegln der vorigen Nummer, Curven zweiter Classe, die vier gege- 
bene gerade Linien berühren, dadurch bestimmen, dass wir die Mittelpunctc derselben 
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construiipn, so tritt uns die Frage entgegen, was für eine Art von Curven zweiler Classe 
den gegebenen oder durch Construction gefundenen Mittelpunctcn entspricht. Ich nehme 
unl so iiehcr Erörterungen hierüber mit einiger Ansführllchkeit auf, als wir auch noch 
in dem folgenden Paragraphen Öfter auf dieselben zurüclcaukommen Veranlassung linden 
werden. 

lu der 18. Figur seien die vier staricer gezogenen geraden Linien irgend vier gege- Fig, IS. 
bcne, welche eine vollständige vierseitige Figur hilden, in der die Mitten der drei Dia- 
gonalen M, M' und M" sind. Dnrch diese drei Mitten geht diejenige gerade Linie LN, 
welche der geometrische Ort für die Mittelpuncte derjenigen Oerler zweiter Classe ist, 
welche von den vier gegebenen geraden Linien berührt werden. Da keine dieser Curvcn, 
so lange die gegebenen geraden Linien reell bleiben, imaginär werden kann, so ist jeder 
Punct der geraden Linie LN nothwendig der MiUclpunct eines reellen OiMes zwuitcr 
Classe (nicht der reelle Mittelpunct einer imaginären Curve). Aber ist die Ciirvc, die 
einem beliebig anf LN angenommenen Pnncle entspricht, eine Ellipse oder Hyperbel, 
lind welche Lage hat dieselbe in Beziehung auf die vier gegebenen geraden Linien? 

Aus der 521. Nummer folgt zunächst, dass die Punele M, M' und M" jedesmal Ue- 
Lcrgänge von Ellipsen zu Hyperbeln anzeigen. 

Man überzeugt sich sogleich aus dem Anblick der I8. Figur, dass vom Punctc M", 
der Mitte der dritten Diagonalen, aus, nach N bin, die Mittelpuncte solcher Ellipsen 
liegen, welche die beiden Seiten FD nnd FE selbst, die beiden Seiten AD und AE aber 
in ihren "Verlängerungen .berühren , und dass diese Ellipsen sich einer, nach N hin sich 
öffnenden, Parabel immer mehr niihern, je weiter der Mittelpunct sich von M" entfe"rnl. 
Zwischen M'' und M' liegen die Mittelpuncte eingeschriebener Hyperbeln, Von M' bis M 
erstrecken sich die Mittelpuncte solcher Elüpseii, die dem Vierecke ABFG (im engern 
Sinne des Wortes) eingeschrieben sind. Von M nach L hin endlich liegen wiederum 
die Mittelpuncte von eingeschriebenen Hyperbeln. 

Wir wollen ferner die Durchschnittspuncte von LN mit den vier gegebenen geraden 
Linien durch G, H, I und K bezeichnen, und zunächst Puncte von G aus nach L hin 
SU Mlltelpuncten nehmen. Man sieht leicht ein, dass alsdann ein und derselbe Zweig je- 
der der beziighchcn Hyperbeln von den vier gegebenen geraden Linien berührt wird, nnd 
zwar von FD und FE seihst, von AD nnd AE in ihren Verlängerungen. Dieser Zweig 
nähert sich der von den vier gegebenen geraden Linien berührten Parabel immer mehr, 
während der IMItlelpunct, von G aus,, immer weiter rückt, und also auch der andere 
Zweig, der Innerhalb des Winkels RAG fällt, sich immer weiter entfernt. Wenn -wir 
den Mittelpunct im Puncte G annehmen, so ist die eine gegebene gerade Linie AB 
Asymptote der bezüglichen Hyperbel. Wenn der öllttelpnnct von G aus nach H hin 
forti"ück^, so berührt ein Zweig der bezüglichen Hyperbel die drei gegebenen geraden Li- 
nien FE', FT und ES, ähnhch wie eben, und der andere Zweig die vierte gegebene ge- 
rade Linie AU anf derselben Seite, nach welcher hin der Pimct R liegt. Wenn wir den 
Mittelpunct im Puncte H annehmen, so Ist AE Asymptote. W'enn der Mittelpunct zwi- 
schen H und M fällt, so fallen die beiden Zweige der bczüglicbcn Hyperbel in die J>ci- 
dcn Winkel RAU und DFE und berühren die Schenkel dieser Winkel. 

Wir sehen ferner leicht ein, dass, wenn wir den Mittelpunct zwischen M" und K 
annehmen, AD nnd FD den einen, AE und FE den andern Zweig der bcziigliehea Hy- 
perbel berühren, nnd zwar so, dass jener Zweig innerhalb des Winkels ADT, und 
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dieser innerhaÜt des Winkels AEV licg;t. Wenn ^ wir äen Punct K znm Mittelpunct 
nehmen, so wird DG Asymptote, Wenn der Mittelpnnct zwlsciien K und I angenom- 
men wird, so I)crülirl, ein Zweig der bezüglichen Hyperbel die drei Seiten FE, FT und 
ES, der andere berührt AI) anf derjenigen Seite, nach welcher hin der Punct R liegt. 
Wenn der Mittelpunct mit I zusammciiföllt, so ist BE Asymptote. W^enn endlich der 
Mittelpunct zwischen 1 nnd M' fallt, so berührt ein Zweig der bezüglichen Hyperbel FT 
nnd ES nnd liegt innerhalb des Winkels TCS, der andere Zweig berührt AÜ und BF 
und liegt innerhalb des Winkels ABW. 

Wir erbalten also, indem wir zusammenfassen: 
!) ein nach einer Seite bin unbegriinztcs Segment, GL, für den Ort der MIttelpuncte 
solcher Hyperbeln, deren ein und derselbe Zweig von den vier gegebenen geraden 
Linien berührt wird ; 
a) zwei Segmente, GH und IK, welche die SMlttelpimcte solcher Hyperbeln enthaUcti, 
deren ein Zweig eine bestimmte gegebene gerade Linie, nemlich diejenige, welche 
das eben genannte Segment GL bcgranzt, berührt, und deren anderer Zweig die 
drei übrigen gegebenen geraden Linien berührt; 
8) drei Segmente, HM, M'I und KM", welche die MIttelpuncte solcher Hyperbeln 
enthalten, deren ein Zweig irgend zwei der vier gegebenen geraden Linien nnd deren 
anderer Zweig die beiden übrigen berührt; (Die drei Segmente beziehen sieh aul" die 
drei möglichen Combinatlonen von vier geraden Linien zu zwei und zwei.) 
U) ein Segment, ßlM', Ort der Mittelpnncte derjenigen Ellipsen, welche dem von den 
gegebenen geraden Linien gebildeten Viereclt, ohne einspringende Winkel, im en- 
gem Sinne des Wortes, eingeschrieben sind; 
5) endlich ein nach einer Seite bin unbcgriinztes Segment, M"N, Ort fiir die MIttel- 
puncte derjenigen Ellipsen, welche die Seiten jenes Yierecks in ihren Ycrlängernn- 
gen berühren. 

Wir bemerken beiläufig, dass immer durch ein Puncten - System hindurch eine Ellipse 
in eine solche Hyperbel übergeht, deren beide Zweige die vier gegebenen geraden Li- 
nien, paarweise genommen, berühren. 

Die letzten Resultate erhalten nur leichte Wodlficatlonen in dem Falle, dass eine 
Diagonale der von den vier gegebenen geraden Linien gebildeten vierseitigen Figur von 
einer zweiten Diagonalen balblrt wird. Diese zweite Diagonale halbirt alsdann auch die 
dritte Diagonale und ist der geometrische Ort für die MIttelpuncte der eingeschrlebencQ 
Oerler zweiter Classe. Die unter 2) bezeichneten beiden Segmente verschwinden also, 
oder reduciren sich vielmehr auf zwei Puncte. Jeder dieser beiden Purictc ist der Mittel- 
punct einer solchen Curve zweiter Classe, welche die beiden in demselben sich schnei- 
denden gegebenen geraden Linien zu Asymptoten hat und die beiden übrigen berührt, 
Fig. 10. Ö41. Wenn zwei Seiten eines einer Curve zweiter Classe nmscbriebenen Tierecks in 
ein und dieselbe gerade Linie zusammenfallen, so erhalten wir, statt des Vierecks, ciQ 
umschriebenes Dreieck und auf einer Seite desselben den Berührungspunct. Wenn ein 
solches Dreieck ADC und auf einer Seite desselben der Berührungspunct F gegeben istj 
so erhält man den geometrischen Ort für die Mittelpnncte aller eingeschriebenen Curvea 
Bweiter Classe, wenn man AF zieht und die beiden Mitten von AF und CD, die Puncte 
M and M', durch eine gerade Linie LN verbindet. Wenn man sich die 19. Figur aus 
der 18. dadurch entstanden denkt, dass BE am den Punct F so lange sich dreht, |jis B 
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und D, C und E zasammenfallcn, so sieht man, wie alsdann die drei Segmente M'I, 
IK und KM" verschwinden. Den übrig hleiiienden fünf Segmenten entspreclicn, wenn 
wir von L nach N vorwärts gehen, der Ordnung nach, die Miltelpimctc 1, von Hyper- 
beln, deren ein Zweig AD und AC, in ihren Verlängerungen, und DG in F berührt; 
3.. von Hyperbeln, deren ein Zweig DC in F und CS und deren anderer Zweig AD he- 
riihit ; 3. von Hyperbeln, deren ein Zweig die Schenkel des Winkels RAG, und deren 
anderer Zweig DC in F berührt; A. von EUipsen, die dem Dreiecke eingeschrieben sind 
und 5. endlich von Ellipsen, welche DG in F und AD und AC in ihren Verlängerungen 
berühren. 

Wenn alle Cnrven zweiter Classe die drei Seiten eines gegebenen Dreiecks ADC, 
nnd zwar die eine derselben, AC, in einem gegebenen Puncte E ihrer Verlängerung, be- 
rühren, so erhalten wir, ähnlich wie eben, den geometrischen Ort für die Mittel puncle 
Solcher Curven, indem wir durch die beiden Mitten von AC und DE, durch die Puncte 
M' und M", die gerade Linie LN legen. Wir können uns die bezügliche 20. Figur aus 
der 18. dadurch entstanden denken, dass die gerade Linie EB in der letztgenannten Figur 
sieb so lange um den Punct E dreht, bis sie mit EA ziisammenrällt. Alsdann vereinigen 
sich die vier Puncte H, M, M' und I in dem Puncte M der 20. Figur- Wir erhalten 
also hier wiederum, indem wir vom Piinete L zum Puncte N fortschreiten, fünf Seg- 
mente. Diesen entsprechen, der Ordnung nach, die MIttelpuncte 1. von Hyperbeln, de- 
ren ein und derselbe Zweig die drei gegebenen Seiten des Dreiecks, nnd zwar CD selbst, 
die beiden übrigen aber in ihren Verlängerungen berührt, und deren anderer Zweig in- 
nerhalb des W^inkels RAG liegt; 2, von Hyperhein, deren ein Zweig die Seite DA in 
ihrer Verlängerung, über A hinaus, berührt, nnd deren anderer Zweig innerhalb des 
Winkels DCE liegt und die Schenkel desselben bcrührl; 3, von Hyperbeln, deren ein 
Zweig die Seite AD selbst, und deren anderer Zweig die Seiten AG und DC in ihreii 
Verlängerungen, über C hinaus, berührt; 4- von Hyperbeln, deren ein Zweig innerhalb 
des Winkels ADT liegt und die Schenkel desselben berührt , nnd deren anderer Zweig 
AE in E berührt und unterhalb dieser geraden Linie sich erstreckt; 5. von Ellipsen, wel- 
che die Seite DC selbst nnd die beiden Seiten AD und AG in ihren Verlängerungen be- 
rüliren. 

W^cnn wir zu Cnrven übergehen, welche sich in demselben Puncte dreipunctig 
oscuiiren, und ühcrdiess eine gegebene gerade Linie berühren, so rcduciren sich jene 
fünf Segmente auf drei. (Indem wir z. B. in der 19. Figur AC und DC zusammenfallen 
lassen, verschwinden die beiden Segmente HM und BIM'). Zweien dieser drei Segmente 
entsprechen immer Hyperbeln und einem Ellipsen. 

Wenn endlich alle Curven sich in demselben Puncte vierpnnctig oscuiiren, 
80 liegen anf der einen Seite dieses Puncles die Mittelpunctc der Ellipsen, auf der an? 
dern Seite die MIttelpuncte der Hyperbeln. Von den ursprünglichen acht Segmenten sind 
nur die beiden änssersten geblieben. 

642. Die Resultate der 639. Nummer bestehen auch, nur mit Mpdificalionen, dio 
sich von seihst darbieten, wenn die vier gegebenen geraden Linien alle oder zum Theil 
Sttsamraeofitllcrir Wir wollen hi« bcispielsiveise die Cgnstpictipi^ folgender i\ufgab(! 
gebebt 

tt. a6 
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Eine gleichseitige Hyperbel zu beschreiben, welche irgend eine gegebene Ellipse 
oder Hyperbel in einem gegebenen Puncte vierpunctlg oscuHrl, 

Die drei Kreise, welche, in dem Falle der 18. Figar, sich in Q und Q' schntideii, 
rcduciren sich im vorliegenden Falle offenbar anf den gegebenen Osculationspiincl. Be- 
schreibt man daher aus dem Mittelpuncte der gegebenen Curve, als Mitte! pnncte, 
und mit einem Piadius, dessen Quadrat der Summe der Qnadrate der beiden halben 
Äsen der Curve gleich ist) einen Kreis, so ist der Mittelpunct der verlangten Hyperbel 
der zugeordnete Pol des gegebenen Osculationspunctes, in Beziehung auf den eben be- 
stimmten Kreis. Die Aufgabe gestaltet nur, eine, immer reelle, Auflösung und auch in 
dem Falle, dass dieser Kreis imaginär wird, wenn ncmlich die gegebene Cnrve eine Hy- 
perbel und ihr Asymptoten-Winkel grösser als '/^tt ist, bietet sich sogleich eine Con- 
siraction jenes zugeordneten Poles dar (l2i(, 130). "Wenn die gegebene Curve selbst eine 
gleichseitige Hyperbel ist, so fallt mit derselben die gesuchte gleichseitige Hyperbel zu- 
sammen. — 

643. W^enn fünf gerade Linien gegeben sind, so bestimmen dieselben fünf verschie- 
dene vierseitige Figuren, und da nur eine einzige Curve zweiter Ciasse von fünf gegebe- 
nen geraden Linien berührt wird, so erhält man unmittelbar fünf Punctcn- Paare, die 
auf dem Umfange ein und desselben Kreises liegen, desjenigen Kreises nemlich, auf wel- 
chem sich irgend zwei, auf einander senkrechle, Tangenten jener Curve schneiden_ 
VVenn die gegebenen geraden Linien theilweise zusammenfallen, so ergeben sich einfache 
Modificatlonen. Wir erhalten zum Beispiel folgenden Satz, wenn wir zugleich auf den 
letzten Satz der 292. Nummer Rücksicht nehmen. 

Wenn ein Dreieck ABC und drei gerade -Linien AD, BE und CF, ivelche con 
den drei fFinkelpunclen des Dreiecks nach den gegenüberliegenden Seiten gehen und in 
demselben Puncte sich schneiden, gegeben sind, und man beschreibt Kreise über den 
Dreiecks - Seiten BC, AC und AB, und über den gegebenen geraden Linien, so schnei- 
den sich diese Kreise, paarweise genommen, in dreimal zwei Funden, die auf dem. 
Utnfange eines neuen Kreises liegen. Wenn man ferner über den Seiten, FE, FD 
und DE, des dem gegebenen Dreieck eingeschriebenen "Dreiecks DEF drei neue Kreise 
beschreibt, so sind die Winkelpuncte des gegebenen Dreiecks A, B und C Chordal- 
puncte dieser drei Kreise und desjenigen Kreises, auf welchem jene dreimal zwei 
Durch schnitt spunde liegen. 

644. Für den Fall der Parabel reducirt sich die Gleichung (ü) der 639. Nammer auf; 

2Dy4-2Bx = Fh-C, (3) 

nnd stellt die Directrlx derselben dar (483). Also: 

Die Directricen aller Parabeln, welche drei gegebene gerade Linien berühren, ge- 
hen durch einen festen Punct, 

Mit den Parabeln, welche die drei Seiten eines gegebenen Dreiecks berühren, gehö- 
ren auch drei Systeme von zwei Puncten, von welchen einer ein "Winkelpunct des gege- 
benen Dreiecks ist, und der andere, nach der Richtung der gegenüberstehenden Seite 
hin, unendlich weit liegt, zusammen. Die Directrix eines solchen Ptincten-Systems ist 
das vom \VinkeIpuncte des Dreiecks auf die gegenüberliegende Seite gefällte Perpendikel. 
Es folgt diess aus Gränz -Betrachtungen in der Construction , oder auch aus der Glei- 
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cliang (3), weiin man dieselbe iiir ein solches Pnncten- System, bezogen 3tif cm scfiick- 
liclics Coordinatcn-Syslcm, nmforml. Also: 

Die drei von den Wtnkelpuncten eines gegebenen Dreiecks q,uf die gegenüberliegen^ 
den Seiten desselben geJälUen Perpendikel schneiden sich in ein und demselben Pancte. 
Durch diesen Punct gehen die Directricen aller Parabeln, welche die drei Seiten des 
gegebenen Dreiecks berühren. 

Da vier gegebene gerade Linien vier verschiedene Dreiecke bestimmen, und nur eine 
einzige Parabel berühren, so ergibt sich folgender Satz: 

Die der Kreuziingspuncte der eon den Winkelpuncten auf die gegenüberliegenden 
Seitßn gefällten Perpendikel in solchen vier Dreiecken, welche von vier gegebenen gera- 
den Linien gebildet verden, liegen in gerader Linie. Diese gerade Linie ist die Di- 
rectrix derjenigen Parabe! , welche die vier gegebenen geraden Linien berührt. 

Hiernach können wir leicht die Directrix einer Parabel constniiren, wenn vier Tan- Fi g 
genten derselben gegeben sind. Wir erhalten dieselbe aber auch noch auf einem andern 
Wege. Denn wenn wir uns auf die I8. Figur beziehen, in welcher AD, AE, DC und 
BE die vier gegebenen geraden Linien sind, so ist QQ' die in Rede stehende Directrix. 

V^'^enn die Directrix bekannt ist, so erhalten wir unmittelbar noch vier neue Tangen- 
ten, welche auf den gegebenen in ihren Durchschnitten mit der Direciris senkrecht ste- 
hen. Wir erhalten ferner auch vier gerade Linien, welche alle durch den Brennpunct 
gehen. Zwei derselben sind in der 18. Figur Zf und Wf, welche dadurch bestimmt sind, 
dass die Winkel 

QZC = fZG, QWB = f\'\B. 

Eine Parabel zu beschreiben, die eine - gegebene Curve z»-eiier Classe in einem ge- 
gebenen Puncte vierpunciig osculirt. 

Man erhält die Directrix der verlangten Parabel, wenn man einen Kreis beschreibt^ 
dessen Slittelpunct der Mittelpunct der gegebenen Corve ist, und dessen Radius einer 
solchen Chorde dieser Curve gleich ist, welche einen Scheitel ihrer grossen Axe mit ei- 
nem Scheitel ihrer kleinen Axe verhindet, und dann die Chordale dieses Kreises und des 
gegebenen Oscuiationspunctes sucht (102). Wenn man die beiden halben Axen der ge-; 
gehenen Curve A und B, und denjenigen halben Durchmesser derselben, der durch den 
Osculationspunct geht, C nennt, so erhält man für den Abstand der Directrix von dem 
Wittelpuncte der gegebenen Curve sogleich folgenden Ausdruck: 
A^+B^-f-C^ 
2C 
Es reducirt sich dieser Ausdruck fiir den Fall der gleichseitigen Hyperbel auf V3C. Die 
Directrix derjenigen Parabel also, welche eine gegebene gleichseitige Hyperbel in einem 
gegebenen Puncte vierpunctig osculJrt, halbirl den durch diesen Punct gehenden Halb- 
durchmcsser und steht auf demselben senkrecht. Hiernach ergibt sich auch die Construc- 
tion folgender Aufgabe: 

Eine gleichseitige Hyperbel zu beschreiben, die eine gegebene Parabel in einem g^ 
gebenen Puncte vierpunctig osculirt. 

Wenn wir den Mitlelpunct der Hyperbel direct suchen, so ergibt sich ebenfalls. so- 
gleich, dass er eben so weit von der Directrix der gegebenen Parabel entfernt ist, als 
der gegebene Osculationspunct, und dass die gerade Linie, welche diese beiden Puncte 
verbindet, auf der Directrix senkrecht steht. Denn diese Directrix ist die Chordalß 

26* 
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solcher Kreise, deren beide Chordalpnncte jene beiden Pancte sind. Zngleicb ergibt sich 
folgender SaU: 

Die Mittelpuncte aller gleichseitigen Hyperbeln, welche eine gegebene Parabel be- 
rühren, liegen auf einer ziveiien Parabel, die mit der gegebenen denselben Parameter 
und dieselbe Directrix hat, sich aber nach entgegengesetzter Seite hin Sjfnet, 

645. Nach der A8I. Nummer stellt die Gleichung: 

By^-Dx-E = o, (4) 

wenn wir wiederum annehmen, dass die bezligliclie CurvC eine Parabel ist, diejenige ge- 
rade Linie dar, welche die Bcriihrungspuncte auf den beiden, den Coordinalen- Axen 
parallelen, Tangenten verbindet Diese gerade Linie geht, bei der Voraussetzung recht- 
winkliger Coordinaten, durch den Brennpimct der Parabel, und ist also durch diesen 
Brennpunct und den Beruhrungspnnct auf der, einer Axe, etwa der ersten, parallelen 
Tangente vollkommen besümmt- Folgende Gleichung: 

3(Dy-Bx)^C-F = o, (5) 

stellt unter denselben Vorausselzcngen eine andere gerade Linie dar, welche auf der 
bestimmten im Brennpuncte senkrecht steht (-^82). Da die Richtung der ersten Axe jede 
beliebige sein kann und in den vorstehenden beiden Gleichungen (4) ond (5) die Coeiii- 
cienten aus der Gleichung der bezüglichen Parabel nur auf lineare \ycisc vorkommen, 
so gelangen wir zu folgenden Sätzen: 

Wenn man an solche Parabeln, welche die drei Seiten eines gegebenen Dreiecks 
berühren, Tangenten legt, die einer gegebenen geraden Linie parallel sind, so gehen 
diejenigen geraden Linien, welche in den verschiedenen Parabeln den Beruhrungspnnct 
auf der, jener gegebenen geraden Linie parallelen , Tangente mit dem Brennpuncte 
verbinden , durch ein und denselben Punct. Ferner gehen auch diejenigen geraden Li- 
nien, welche auf den eben bezeichneten in den bezüglichen Brennpuncten senkrecht ste- 
hen, durch ein und denselben Punct. 

Um die beiden festen Puncte, in welchen sich die geraden Linien (4) und (5) schnei- 
den, und die wir Q und Q' nennen wollen, zu conslruiren, wollen wir das System eines 
"Winkelpunctes des gegebenen Dreiecks und eines nach der Richtung der gegenüberliegen- 
den Seite hin unendlich weit liegenden Punctes durch die Gleichung: 

w(Bv-+-Du) = o, 
darstellen und dieses Pnncten-System, als mit jenen Parabeln zusamraengcbürend, be- 
trachten. Der Gleichung (4) entspricht alsdann folgende: 

By-^Dx = o, 
woraus man sieht, dass die bezügliche gerade Linie durch jenen Winkelpunct des gege- 
benen Dreiecks geht und mit der ersten Coordinafen-Axc dieselben Winkel, als die ge- 
genüberliegende Seite des Dreiecks, bildet, ohne derselben parallel zu sein. Die bezirg- 
liche ecrade Linie (5): 

^ Dy-Bx =± o, 

steht auf der eben bestimmten geraden Linie senkrecht im Anfangspuncte der Coordina- 
ten. Also : 

Wenn irgend ein Dreieck gegeben ist, und überdiess eine gerade Linie (der Rich- 
tung nach) und man legt durch Jeden Winkelpunct des Dreiecks eine solche gerade Li- 
nie, die von der gegebenen unter denselben Winkeln geschnitten mrd, als die dem 
Winkelpuncte des gegebenen Dreiecks gegenüberliegende Seite, so erhält man drei 
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gerade Linien, tvelche durch ein und denselben Punct R gehen. Man erhält noch drei 
andere, durch denselben Punct JR,' gehende gerade Linien, (penn man auf den drei 
eben bezeichneten in den drei TVinkelpuncten des gegebenen Dreiecks drei Perpendikel 
errichtet. 

Wenn die gegebene gerade Linie senicrecht auf derjenigen stellt, welche den Schel- 
tel-Winlcel eines gegebenen, einer Parabel nnischriebenen, Dreiecks halbirt, so ist ot 
fenbar der Scbeitelfjunct dieses Winkels der Punct R, Wenn also das gegebene Dreieck 
ein gleicbsuhenkllges ist, so ist jene gerade Linie der Basis desselben parallel. Der Be- 
rtihriingspuact auf der Basis, der gegenüberliegende Winkeljiunct nnd der Brcnnpnnct 
der Parabel liegen also in gerader Linie. Betrachten wir, statt des gleichschenkligen 
Dreiecks, ein gleichseitiges, so erhalten wir insbesondere den nacLslchenden bekannten 
Satz: 

Wenn irgend eine Parabel die drei Seiten eines gleichseitigen Dreiecks berührt, 
so schneiden sich diejenigen drei geraden Linien, welche die Winkelpuncle des Dreiecks 
mit den Beriihrungspuncten auf den gegenüberliegenden Seiten desselben verbinden, in 
dem Brennpuncte der Parabel. 

Wenn wir die Richtung der gegebenen geraden Linie um einen rechten Winkel ver- 
ändern, so vertauschen sich offenbar die beiden Puncte 11 nnd K' nntcr einander. Der 
geometrische Ort für die Pancle R and R', wenn wir der g-egebcnen geraden Linie nacii 
einander alle möglichen Richtungen gehen, ist also ein und derselbe, er cnlbält die drei 
W^inkclpuncte des umscbricbenen Dreiecks und ist kein anderer als der diesem Drei- 
ecke umschriebene Kreis.. Wenn man nemlich von irgend einem Puncle S des in 
Rede stehenden Ortes drei gerade Linien nach den drei Winkelpuncten des Dreiecks 
zieht, so resultirt ein Viereck mit seinen beiden Diagonalen, und wenn man die Winkel, 
welche die gegenüberhegenden Selten des Vierecks, gehörig verlängert, und die beiden 
Diagonalen desselben mit einander bilden, durch gerade Linien halbirt, so erhält man 
sechs solcher Linien, von denen drei auf den drei übrigen senkrecht stehen nnd nnter 
einander parallel sind. Durch diese zwei mal drei Parallcllinien sind solche Richtungen 
bestimmt, zu welchen der Punct S als Punct R und R' gehört. Die eben erwähnte Ei- 
genschaft des Punctes S kommt demselben aber nur dann zu, wenn derselbe, mit den 
drei Winkelpnncten des Dreiecks, auf dem Umfanj^e ein und desselben Kreises liegt-. 
eine Folgerung, welche sich unmittelbar aus der 293. Nummer ergibt 

Der geometrische Ort für die Puncte K und R' ist zugleich also auch der geometri- 
sche Ort für die Brennpuncte aller eingeschriebenen Parabeln (620). Wenn der 
Brennpunct einer Parabel nnd zwei Tangenten derselben gegeben sind, so kann man hier- 
nach leicht beliebig viele Tangenten derselben bestimmen. Man begegnet hierbei folgen- 
dem Satze : 

Wenn Zfvei gerade Linien und ein Punct gegeben sind, und man beschreibt belie- 
bige Kreise, ivelche durch diesen Punct und durch den Durchschnitt jener beiden ge- 
raden Linien gehen, und dieselben überdless also noch in Irgend zwei Puncten schnei- 
den, so umhüllen diejenigen geraden Linien, die durch diese jedesmaligen beiden 
Durchschnitte gehen, ein und dieselbe Parabel, welche die beiden gegebenen garaden 
Linien berührt und den gegebenen Punct zum. Brennpuncte hat. 

Wir würden uns zu weit von unserm eigentlichen Gegenstande entfernen., wenn wir 
die vorstehenden Erörterungen hier nicht abbrächen. — 
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§. 10. 
Consfrtiction verschiedener Ätifgahen. 

6i,6. In ein gegebenes Parallelogramm eine Ellipse zu beschreiben , tvelche mit ei- 
nem, gegebenen Kreise gleichen Inkalt hat. 

!\acli der 53^. Nummer ktinncn wir, indem wir die Coordinatsn-Axen den Seiten des 
gegebenen Parallelogramms parallel nehmen, alle diesem Parallelogvamtne eingeschrie- 
bene Curvcn zweiter Classe durch folgende Gleichung darstellen i 

Aw'+aBvw+Cv'+aDaw+aEuv+Fü^ ^ o, (0 

wenn wir in dieser Gleichung den Coefficienten E unbestirarot lassen. Wir können fer- 
ner A = 1 und, indem wir den Millelpunct des gegebenen Parallelogramms znm An- 
fangsppncte der Coordinaten nehmen, B = D = o setzen, Alsdann ist C gleich dem, 
mit negativem Zeichen genommenen, Quadrate d';r Häiltc einer derjenigen beiden Sfiten 
des ParallelogTammcs, welche der ersten Coordinaten -Axe parallel sind und F gleich 
dem, mit negativem Zeichen genommenen, Quadrate der Hälfte einer der beiden übri- 
gen Seilen. 

Die Grösse der, der ersten und Kweite« CoordInaten-i\se parallelen, Seiten des ge- 
gebenen Parallelogrammcs wollen wir s und t, die Winkel desselben ^ und {n~Q) und 
endlich den Radius desjenigen Kreises, mit welchem die demselben eingeschriebene Curve 
(I) gleichen Inhalt haben soll, r nennen. Alsdann ergibt sich nach der 5ll. Mummer: 

r* = (CF— E=)5/n=.'*, (a) 

mithin : 

P, _ ^p r^ ^ iHHin'"»—,^ _ ^!zl! {A'^t^XA—t") 

sln?9 sin'^d sm^& '^ sin^Q ' 

wenn wir den Inhalt des gegebenen Parallelogrammes, der Kürze halber, 4A nennen. 
Wir erhalten also für ,E zwei gleiche und entgegengesetzte ^Verthe. Diesen beiden Wcr- 
then von E entsprechen zwei verschiedene Ellipsen; in jeder derselben können wir so- 
gleich zwei Paar zugeordneter Durchmesser bestimmen, und wenn diese bekannt sind, 
die beiden Äxcn derselben. Derjenige Durchmesser nemlich, dessen zugeordneter In die 
zweite Coordinaten- Axe fällt, schneidet in denjenigen Punct der auf der positiven Seite 
der X liegenden, jener Axe parallelen, Seite des gegebenen Parallelogramms ein, dessen 
Ordinate gleich ist: 

E^_E 

Dci'jenige Durchmesser ferner, dessen zugeordneter in die . erste Coordinaten - Axe 
fällt, schneidet die nach der positiven Seite der y liegende Seite des gegebenen Paralle- 
logramms in demjenigen PuncLe, dessen Abscisse gleich ist: 

Aus der 493. Nummer endlich und aus der Note zur 623. Nnmmer folgt, „da£.s ir- 
„gend drei Paare zugeordneter Durchmesser einer Curve zweiter Classe, eine Involution 
„von sechs geraden Linien bilden." Die Bestimmung der Puchtung der beiden Axen det 
Curve, wenn zwei Paare zugeordneter Durchmesser derselben der Richtung nach gegeben 
sind, kommt also darauf hinaas, wenn vier durch denselben Punct gebende gerade .Li- 
nien gegeben sind, zwei andere solche gerade Linien zu finden, die auf einander senk- 
recht stehen und mit jenen eine Involution bilden. (Vergl. die oben angezogene Note IV). 



y Google 



Ocrter zweitev Classe. 207 

Aus dem Vorstehenden ziehen wir zngleich die Folgerang, dass in den Leiden, den 
Bedingungen der Aufgabe entsprccbenelen Ellipsen diejenigen beiden Durchmesser, deren 
zugeordnete' einer Seite des gegebenen Parallelogramms parallel sind, diese Seite (wie 
jede der übrigen Seiten des Parallelogramms) in solchen zwei Puneten schneiden, die 
gleich weit von den auf dieser Seile liegenden Winkelpancten abstehen. 

Bie letzte Aufgabe hat nur dann reelle Äufiosnngen, wenn 
r^ < A, 
das beisst, wenn der Inha'l eines dem gegebenen Kreise umschriebenen Quadrates klei- 
ner ist,' als der Inhalt des gegebenen Farallelogramms. 

In ein gegebenes Parallelogramm diejenige Ellipse su beschreiben, welche den 
grüsstmöglichsten Inhalt hat. 

Dem grössten Werthe von r*, der sich ergibt, wenn wir nach einander für E in (ä) 
verschiedene VN'^ertbc substituircn , entspricht: 

E = o. 
Zwei zugeordnete Durchmesser der verlangten Ellipse sind den Seifen des gegebenen 
Parallelogramms parallel. Der Inhalt jener grössten Ellipse verhält sich znm Inhalte 
dieses Parallelogramms wie n : A. 

647. In ein gegebenes Parallel-Trapez eine Ellipse zu beschreiben, deren Inhalt 
dem Inhalte eines gegebenen Kreises gleich ist. 

'Wenn wir denjenigen Punct, in welchen sich die beiden nicht parallelen Seiten des 
gegebenen Parallel-Trapezes schneiden, zum Anfangspunctc der Coordinatenj nnd die 
erste Äxe parallel mit den beiden übrigen Seiten nehmen, so können wir alle dem Pa- 
rallel - Trapeze eingeschriebene Curven zweiter Classe durch folgende Gleichung dar* 
stellen : 

Aw-4-2Bvw-FCv*-!-aDaw+2Env-i-Fa2 = 0, 
indem wir in dieser Gleichung alle CoeFficrenten, B ausgenommen, als ein für alle Mal 
gegeben bcirachteo (534). 'Wenn der Inhalt einer solchen Curve gleich ist dem Inhalte 
eines Kreises, dessen Radius gegeben nnd gleich r ist, so kommt, indem wir, der Kürze 
halber, A = 1 setzen (Sil): 

r* = [-FB=-f-2EDB4-(CF-E^-CD^)j«V9. 

Diese Gleichung ist, in ßtzichuDg auf B, vom zweiten Grade; es gibt also, im All- 
gemeinen, zwei Ellipsen von gegebenem Inhalte, welche die Seiten des gegebenen Pa- 
rallel-Trapezes berühren. Die Bestimmung der beiden Werthe von B können wir noch 
dadurch erleichtern, dass wir E gleich Null setzen, das hcisst, die zweite Coordinaten- 
AsG, über deren Richtung durchaus keine Voraussetzung Statt findet, so legen, dass sie 
zur ersten 'Axc und den beiden nicht parallelen Seiten des gegebenen Parallel- Trapezes, 
als vierte Harmonicale , gebort, und also die beiden unter sich nnd mit der ersten Aso 
parallelen Seiten halbirt. Alsdann geht die letzte. Gleichung in folgende über: 

r* = — [FB^— C(F— D')]s(/i^^, 

und wird also, in Beziehung auf ß, eine rein quadratische.. Indem wir uns auf die 2i. 

Figur beziehen, und OY" =. y", OY' = y', RS = 9m, PQ = 2n setzen, erhalten wir: 

D = y,[y-Hy"j, F = y>", 

und mithin 
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yyB'='/.y»-m)=-^. M 

Hiernach ergeben sich leicht die helticn Werthe von B, und somit 6ic Millelpuncte der 
verlangten Ellipsen. Sollen diese Ellipsen reell sein, so muss, wenn, wie in der 2l. 
Figur, y' und y" im Zeichen übereinstimmen, folgende Bedingung Statt finden: 

r'^ < •Ay'y"(n-ni)W«% 
Der Inhalt der grösslmöglichstcn Ellipse ist hiernach gleich: 

^yVy'y'-in—mjsinS = YinVmn.iy—y'yind, (7) 

und dieser grÖssten Ellipse entspricht: 

B = 0. 
Auf diese Weise gelangen wir zn den nachstehenden Sätzen: 

Der Mittelpunct derjenigen Ellipse, welche einem gegebenen Parallel- Trapez ein- 
geschrieben (V und den grösstmÖglichsten Inhalt hat, ist der Durchschnitt spuncf derje- 
nigen beiden geraden Zinien, welche die Mitten der beiden Paare gegenüberliegender 
Seiten verbinden. 

Solche eingeschriebene Ellipsen, deren Mittelpimcte gleich weit von dem Mittel- 
puncte dieser grösslen Ellipse entfernt liegen, haben gleichen Inhalt. 

Aus dem letzten der beiden vorstehenden Sätze folgt, da für die beiden Diagona- 
len, als Oerter zweiter Classe betrachtet, der Aosdrack, den wir gleich r* gesetzt haben, 
verschwindet, d^ss wir den Mittelpunct der eingeschriebenen Ellipse von grüsstmöglich- 
stem Inhalte auch dadurch erhallen, dass wir die Mitten der beiden Diagonalen durch 
eine gerade Linie verbinden und diese gerade Linie halhiren. Für die Mitten dieser Dia- 
gonalen erhalten wir B(= x) = ±%{n — m), indem wir in (6) r = o setzen. Ueberschrei- 
tet der Werth von B diese Gräozen, iO wird r^ imaginär, und wir erhalten keine El- 
lipsen mehr, sondern Hyperbeln, In diesen Hyperbeln ist alsdann r'K— 1 gleich dem 
Inhalte irgend eines beliebigen Dreiecks, das durch eine beliebige Tangente, von dem 
Asymptoten -Winkel abgeschnitten wird (532). 
f iff. 22. Wann y' und y" nicht dasselbe Zeichet) haben, so kann das gegebene Parallel- 
Trapez kein gewöhnliches sein, sondern die beiden nicht parallelen Seiten müssen sich, 
\vic in der 22. Figur, nothwendig schneiden. Alsdann wird , für B = , der Inhalt der 
bezüglichen Curve zweiter Classe imaginär, diese Cnrve ist eine Hyperbel und zwar die- 
jenige, in welcher ein, durch eine beliebige Tangente von dem Asymptoten- Winkel 
abgeschnittenes Dreieck den grosstmogllchsten Inhalt hat. Der Inhalt dieses Dreiecks 
nimmt ah, bis er für B = +(n— m) verschwindet. Wenn B diese Gränzea überschrei- 
tet, so sind die entsprechenden Gurren Ellipsen, deren Inhalt von Null bis ins Unend- 
liche wachsen kann. 
Fig. 21. Der Inhalt des gegebenen Parallel -Trapezes {Fig. 21) ist gleich (y— y'Xn+m)si»Ö, 
und mithin verhält sich derselbe zam Inhalte der grössten eingeschriebenen Ellipse 
(ö) wie 

2{n+m)! «ynin. 

648. Eine Ellipse zu beschreiben, die irgend vier gegebene gerade Linien berührt, 
und mit einem gegebenen Kreise gleichen Inhalt hat. 

Wenn wir den Durchschnittspunct voa irgend zwei der vier gegebenen geraden Li- 
nien zum Anfangspuncte der Coordinaten nehmen, die erste Coordinaten - Ase zugleich 
durch den Durchschnittspunct der beiden übrigen gegebenen geraden Linien, dessen 
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Abstand von äcm ersten Diirclischnltlspuncte wir 2a nennen wollen, legen, «iitl die Fig. 33. 
Richtung der zweiten Coordinaten- Asc so bestimmen, dass dieselbe mit derjenigen gera- 
den. Linie, welche der geomctristlie Ort für die MJltclpQnete aller, die vier gegebenen 
geraden Linien berülirendcn, Oerter zweiter Classe ist, so künnen wir alle diese Cnrven 
durch folgende Gleichung: 

Äw*+2Bvw+Cv=+2Duw+2Euv+Fu' = o, (i) 

darstellen, wenn diebeiden, übrigens beliebig anzunehmenden, Coefficicnten, A und B, 
folgender Bedingungs-GIeichnng Genüge leisten! 

, B = aA, . . W 

Mid die übrigen Coeflicienten , oder vielmehr die Quotienten je zweier derselben, ein für 
alle Mal gegeben sind (538). Wenn wir den Radius des gegebenen Kreises wiederum 
durch r bezeichnen und der Inhalt des Kreises dem Inhalte der Cnrve (l) gleich sein soll, 
so erhalten wir (5ll) : 

(CD'-f-AE^— aEBD-ACF-t-FBVH'g _ ^ 

_ ^ ^^ . _ r, 

oder, indem wir für B seinen Werth substiluiren; 

(CD^-f-A(E^^2DEa-CF)+A'Fa').':fVg ^ _^ 

Da x •'''^ Ordinate des Mittelpunctes der bezüglichen Curve ist, so bedeutet, wenn 
wir, was erlaubt ist, D =■ l setzen, A der reciproke Werth dieser Ordinale, die wir 
y nennen wollen. Hiernach verwandelt sich die letzte Gleichung in folgende; 

Cy.+(E'-2Ea-CF)j.'+FaV+-~ = Q. (.) 

Wenn wir in dieser Gleichung r = o setzen, so kommt: 

Cys+(E=— 2Ea— CF)y'-(-raV = o; 
eine Gleichung, deren drei Wurzel« die Ürdinatcn - Werthc der SKtten (M, M' und M") 
der drei Diagonalen der, von den vier gegebenen geraden Linien gebildeten, vollständi- 
gen vierseitigen Figur geben. Bezeichnen wir diese drei Wnrzeln, von welchen die eine, 
als Folg'C unserer besondern Coordinatcn-Bestimraiiug, gleich Nidl ist, durch ij, ^' und 
ij", so künnen wir der Gleichung (4) folgende Form geben: 

[C(y~v)(y-^')(7—v")-^^^ ^ o. (5) 

Diese letzte Gleichung bleibt identisch dieselbe, wenn wir die Ordinaten y, fj, if unxl 
sj" auf der, die Mlttclpuncte aller eingeschriebenen Cnrven zweiter Classe enthaltenden, 
geraden Linie, von irgend einem andern Puncte als ihrem Durchschnitte mit der erstep 
Coordinaten-Axc, clwa vom Puncte N an, rechnen. In dieser Gleichung, durch deren 
V\"arzeln die Mlttclpuncte derjenigen Ellipsen, welche den Bedlngangen der Aufgabe Ge,- 
liiige leisten, gegeben sind, künnen wir die Werthe für ?;, jj' und i/" nnniittclbgr ans 
der Construction nehmen und es bleibt nur noch G zu bestimmen übrig, während in der 
Gleichung (4) auch noch E und F zu bestimmen übrig bleiben. Zu diesen Bestimmun- 
gen kommen wir ohne Mühe. Denn nach der 538. Nummer geben folgende beide Glei^ 
chun^en: 

Cv'+2Ev+F = o, 

Cv^4-2(E-2Da)v-f-F == 0, 

die Richtungen der, durch den Anfangspunct and den Punct W gehenden, gegebenen 

n. a? ' 
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geraden Linien. Bezeiclincn wir diese Richtungen tlnrch v' nnd v", y" 
v'-t-v" E _ll±ll' .^--aPa 

2 "^ C 2 "^ G ' 

folghch : 



Luf die Figur beziehen: 

Mi4-M"H-{-M"K+M"G 



und endlich: 



2a 



a» ä' ~ C 

indem wir den Scliwerpunct gleicher Gewichte, die wir in den Durchschniftspuncten der 

geraden Linie LN mit den vier gegehenen geraden Linien uns angebracht denken; /t 

nennen und M"/* = rf setzen. Es ist ferner: 

f * 

g = vv =y V =-,, 

woraus wir beiläufig sehen , dass 

M'I.M'H = M'K.]M G = (, 

und endlich : 

£ _ _I±L' - M"I-f-M"H ^ K_ 

C 2 ~ 2a 2a* 

Wenn wir also, wie in den Gleichungen (4) und (5), D gleich Eins setzen, io komml ; 

C=5, 2E-T' ^ = i- 

ä J ö 

Oic letzte der eben genannten beiden Gleichungen verwandelt sich, indem wir fSr C den 
vorstehenden Werth substituiren, in folgende: 

£s Kcigt diese Gleichung, dass es, im Allgemeinen, drei verschiedene Ellipsen giljt, 
welche den Bedingungen der obigen Aufgabe Genüge leisten. Man siebt sogleich a prior/, 
dass in dem Falle, dass diese Ellipsen alle drei reell sind, die Mitlclpuncto zw&Ier der- 
selben zwiscben M' iind M Hegen, und dass der Mittelpunct der dritten von M" aus nack 
N hin liegt. Es folgt diess auch aus der letzten Gleichung, wclclie, wenn wir ?j" = o 
setzen, in folgende übergeht: 

Da alsdann nemlich in der Construction der 23. Figur ij, j;' und d positiv sind, so 
ändern sich in dieser Gleichung von einem Gllede zum folgenden zweimal die Zeichen. 
Nach einem bekannten .Satze sind also, wenn alle Wurzeln reell sind, zwei derselben 
positiv, und da der Ausdruck: 

7{y—n){7—n')> 

aothwendig negativ ist, so folgt, dass die positiven Wcrthe von y beide zwischen t; muii 
«(' fallen müssen. Da Acn. beiden Puncten M' und M Ellipsen entsprechen , deren Inhalt 
gleich Null ist, so liegt zwischen M' und M der Mittelpunct einer Ellipse, deren Inhalt 
eia maximum ist. W^enn r*7r grosser als dieses maximma ist, so werden die beiden po- 
sitiven Wurzeln der letzten Gleichnng imaginär und von den verlangten Ellipsen ist nwr 
eine einzige reell, nemlich diejenige, deren Mittelpunct von M' aus nach N hin Hegt. 
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Wenn wir, statt einer Ellipse von gegebenem Inhalte, eine Hyperbel verlangen, in 
welcher von dem Asymptoten- Winkel durch irgend eine hellehige Tangente ein Dreieck 
von gegebenem Inhalte, A, ahgeschnitten wird, so hranchen wir znr Bestimmung des 
Mittelpimctcs einer solchen Hyperbel in den Gleichungen der vorliegenden Nummer bloss 
(—!•'') mit A^ za vertauschen. Es gibt also auch; im Allgemeinen) drei solciicr Hyper- 
beln. Die Mittdpnncte zweier derselben liegen zwischen M" unA M', der Mittelpunct der 
dritten fällt über M hinaus nach L hin. Diejenige Hyperbel, anf die sich ein maximum 
von A bezieht, hat einen Punct zwischen M" und M' zu ihrem Mittelpuncte. 

Die Summe der drei Wurzeln der Gleichungen (4) oder (6)''und die Summe der 
Produclc je zweier derselben ist von dem gegebenen Inhalte r*7t durchaus unabhängig. 
Die erste dieser beiden Bemerkungen gibt, wenn man zugleich berücksichtigt, dass der 
Schwerpnnct der Flache einer Ellipse in den Mittelpunct derselben fallt, folgenden Satz. 

Die Schwerpuncte der Flächen dreier Ellipsen, cvelche vier gegebene gerade Linien 
berühren, und beliebigen, aber gleichen Inhalt haben, ist ein fester Panet, der zu- 
gleich auch der Schiverpunct der Mitten der drei Diagonalen der , von den vier gege' 
tienen geraden Linien gebildeten, vierseitigen ligur ist. 

649. In ein gegebenes Viereck diejenige Ellipse zu beschreiben, deren Inhalt der 
grüsstmö glichst e ist. *) 

Wenn wir die Gleichung (6), in Beziehung auf dje Grössen r und y, welche sich 
gegenseitig bestimmen, differenlÜren nnd dr = o setzen, so ergibt sich zur BcsLimmung 
des Mittelpunctes der verlangten Ellipse folgende Gleichung: 

t~-%{n-^n-^'i')y-^hi'n*i-i-^n"-^vi") ^ <>■ (7) 

Wenn wir r^^-ij-i-ij" = o setzen, das heisst, die Abstände auf der geraden Linie NL 
TOn demjenigen Puncle an rechnen, welcher der Schwerpunct der Mitten der drei Diago- 
nalen ist und von dem am Ende der vorigen Nummer die Rede war, so sind die Wur- 
zeln der letzten Gleichung folgende: 

y = ^y-rn±rL±!lii = +yr'r±^i'±fi. 

Der aweite der beiden vorstehenden Ausdrücke für y zeigt, d^ss diese Wurzeln immer 
reell bleiben, so lange die vier gegebenen geraden Linien, und demnach i^, ■rj und y, 
reell sind, W^enn wir ferner annehmen, dass, wie in der 23. Figur, ?; > j;' und tf > t^' 
so folgt, dass der positive Werth von y nothwendig klejncr Ist als jj und grösser als ff, 
und also auf einen Punct zwischen M' und M sich bezichL Hieraus und aus den Bemer- 
kungen der vorigen Nummer ist ersichtlich, dass der positive Werth von y dem Mittel- 
puncte der verlangten Ellipse entspricht, der negative Werth hingegen derjenigen Hy- 
perbel, in welchem von dem Asymptoten- Winkel durch eine beliebige Tangenle ein 
Dreieck abgeschnitten wird, dessen Inhalt der möglichst grosseste ist. 

*) Drei liehandlungen dieser Aufgabe befinden sich iu vofi Zach's Monatlicher Corres- 
p Q n d e n ?.. 

Bestimmung der gros stcn Ellipsp, welche die vier Seiten eines ge; 
gebenen Vierecks berührt. Von H. Prof. Gi-ifSS. löio August S. 112 — 121. 
Bestimmung der grfissteuiu einViereclt, so «ieanch in einDreieck, m 
beschreibenden Kllipse. Von U. Prof. Pfaff iu Halle. Sept. S. 223 ~ 226. 
In ein gegebenes unregel massiges Viereck ABCD d iejenige KI fipse lu 
beschreiben, die den möglichst grJissten FUichenraum eniliiilt. Von tl. 
Dr. MOLLWEIDE. S. 22T.r-234. 
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Wenn wir die Abstände auf NL von dem MitLelpnncte der eben bestimmten Ellipse 
oder Hyperbel an recbiicn, wodurch eine Wurzel der Gleichung (7) Null wird, so 
kommt: 

i^rj'-htji]"-\-7{if' =c 0, 
oder, indem wir durch <;'/'/' dividlren: 

I , t 1 
-7,+-;-4— ■= 0: 

n n V 

eine Gleichung, welche eine characteris tische Eigenschaft dieser MIttelpuncto ausdrückt. 

650. Um die Gleichung (5) zu bilden, brauchen wir bloss die Form des Ausdruckes 
für r^ und überdiess den Coeflicienlcn C zn tenncn ; um die Gleichung (7) zu bilden, 
branchen wir auch nicht einmal C zu kennen, sondern es ist hinreichend zu wissen, dass 
r* durch eine ganze Function des dritten Grades von y gegeben ist, und dass diese 
Function für drei bekannte Werthe von y, die aus der Figur sich unmittelbar ergeben, 
verschwindet. Wir können überhaupt das maximum oder minimum einer .Function cine'r 
veränderlichen Grösse bestimmen, wenn wir wissen, dass diese Function eine algebrai- 
sche ist, und alle diejenigen Werthe der veränderlichen Grösse kennen, für welche die 
Function verschwindet und unendlich whd. Wenn die Function, wie im vorliegenden 
Falle, eine ganze ist, so wird dieselbe für keinen endlichen Werth der verändcrhchen 
Grösse unendlich, und zur Bestimmung des maximum oder minimum derselben brauchen 
wir niir diejenigen (reellen oder imaginären) Werthe der veränderlichen Grösse zu ken- 
nen, für welche die Function verschwindet und die Zahl dieser Werthe wird durch den 
Grad der Function angezeigt. Zugleich ist vorauszusehen, dass, im Allgemeinen, die 
Construction desjenigen Weithes der veränderlichen Grösse, für welchen die Function 
maximum oder minimum wird, sich leichter construircn lassen, werde, wenn wir von 
denjenigen Werthen der veränderlichen Grössen, als bekannt, ausgehen, für welche die 
Function verschwindet oder unendlich wird, als von einer Constanten -Bestimmung, die 
nnr in einer entfernteren Beziehung zur jedesmaligen Aufgabe steht. 

Auf diese Bemerkung gründet sich die, als ein Muster der analytischen Behandlungs- 
welse gepriesene, oben angeführte GAUSSische Construction der Aufgabe der vorigen 
Nummer. In der neuen Bestimmung der Curven durch ihre Tangenten erhalten wir den 
Ausdruck für r'^ auf die müghchst einfache Welse, und um darzuthun, dass dieser Aus- 
druck für y = vj, y = >?' und y = ■tf' verschwindet, bedarf es hier durchaus keiner 
Gränz-Betrachtungen, die nothwendig werden beim Gebrauche von Pnnct - Coordinaten, 
weil wir durch diese eine Ellipse, die auf eine ger.ide Linie sich rediicirt hat, auf keine 
Weise durch eine Gleichung des zweiten Grades ausdrücken können. 

651. Wenn von den vier gegebenen geraden Linien zwei zusammenfallen, und wir 
also solche Curven zweiter Classc betrachten , welche einem gegebenen Dreiecke clngc- 
schriehen sind, und eine Seile desselben in einem gegebenen Puncte berühren, so kön- 
ocn wir alle diese Curven, gerade wie bisher, noch durch die allgemeine Glelchimg (1) 
darstellen, indem wir die letztgenannte Seite zur erslen Ase, einen anliegeiidcn Win- 
kelpunct zum Anfangspunete nehmen, und die zweite Ase derjenigen geraden Linie pa- 
rallel legenj welche durch die Mitte dieser Seite (die wli- gleich (2a) setzen) und die Mitte 
derjenigen geraden Linie geht, welche den gegebenen Berührungspunct mit dem gegen- 
überliegenden Wlnkclpunct-e des Dreiecks verbindet. Wir erhalten alsdann nach der 
(m. Nummer j 
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F „ E 

indem wir durch y. die Abscissedcs Bcrührungspmictes liezeiclinen, wonacli die Gleichung 
(!i) in {olgende UbergeSit; 

Wenn der gegebene Bcrührungspimct auf der Drciectsseite selbst, liegt, so fallen 
(641) dio beiden Puncte iM" und M' zasammea , und zwei solcher eingeschriebenen Hy- 
perbeln, in welchen von dem Asymptoten- Winkel dnrch eine beliebige Tangente ein 
Dreieck von gegebenem Inhalte abgeschnitten wird, sind offenbar imaginär, und es gibt 
kein maxlmuin. dieses Inhaltes, oder, mit andern Worten, dieses maxitnum wird gleich 
Null, indem die bezügliche Hyperbel in zwei Puncte, oder, was dasselbe hoisst, in die 
zwiefache Verlängerung derjenigen Seite des Dreiecks übergeht, welche in die erste Asc 
fällt. Wenn hingegen der gegebene Berübrungspunct auf der Verlängerung der Dreiecks- 
seite liegt, so fallen die beiden Puncte M' und M zusammen und von den drei Ellipsen 
von gegebenem Inhalte, die. Im Allgemeinen, vier gegebene gerade Linie berühren, wer- 
den zvvei nolhwendig imaginär, so lange der gegebene Inhalt nicht gleich Null Ist; es 
gibt kein maximum dieses Inhaltes, 

Dasselbe folgt aus der letzten Gleichung. Wir können derselben, Indem wir 
k'— aaK _ 

setzen, folgende einfachere Form geben: 

Cy\y—if)sin''Q+xf'- = o. (9) 
^ bedeutet hier offenbar den Abstand der Mitte der in die erste Axe fallenden Dreiecks- 
seltc von der MiLte derjenigen' geraden Linie, welche den Berübrungspunct auf dieser 
Seite mit dem gegenüberliegenden Winkelpuncte verbindet. Wenn ivir die letzte Glei- 
chung, in Beziehung auf r und y, differentllren , und dr = setzen, so ergibt sichj in 
Uebcreinstlmmung mit {7): 

y(y— %'7) = o. 

Dem -Factor y entspricht die in die erste Coordlnaten - Axe fallende Dreiectsscite, oder 
ihre zwiefache Ycrlängerung^ dem andern Factor (y— Vä';) entspricht eine grÖsste Ellipse, 
wenn der gegebene licrührungspunct auf dieser Seite selbst liegt, oder eine Hyperbel, 
in weicher von dem Asymptoten- Winke! durch eine beliebige Tangente ein Dreieck, 
dessen Inhalt ein maximum ist, abgeschnjlten wird, wenn der gegebene Berübrungspimct 
auf der Verlängerung dieser Seite Hegt. 

Wenn das gegebene Dreieck unverändert dasselbe bleibt, der gegebene Berübrungs- 
pimct aber auf der'BasIs'dcsselben oder Ihrer Verlängerung (der ersten Caordinalen-Axe) 
fortrückt, so ändert sich jj offenbar so, dass risin& constant und gleich der halben Höhe 
des gegebenen Dreiecks bleibt. Nennen wir diese Hohe h, so erhalten wir für das In 
Kede stehende maximum: 

ysiri!} — Y/n. 
Der geometrische Ort für den Mitlelpunct der eben bestimmten Ellipse oder Hyperbel, 
für jede verschiedene Lage des Bcrnhrungspanctes auf der Basis des gegebenen Dreiecks, 
isl also eine, dnrch den Schwerpimct des Dreiecks gehende, der Basis pai-allcle, gerade 
Linie 
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Abs ^cr GleicKnng (9) ergibt sich , wenn wir 

»ctECn: 

DcT Inhalt der grössten eingeschriebenen Ellipse hangt also nur von der Hohe dca gege- 
benen Dreiecks und dem ProducLe der, durch den gegebenen Beriihmng^punct auf der 
Uasis desselben bestimmten, beiden Segmenten ab, Wenn man diesen Berübrungspunct 
mit dem gegenüberliegenden Winkclpuncte verbindet, so erhält man zwei Dreiecke, de- 
ren Inhalt y^Jth = A' nnd y2(2a— x)h = A"- Hiernach koraml: 

r* = VjjA'A". 
De*' Ausdruck fiir r* (lo) ist, als Function von 71, wiederum eines maxirmim fähig- Dic= 
sem entspricht 

K ■= a, 
woraus hervorgebt, dass dje grösste Ellipse, welche überhaupt in das gegebene Dreieck 
beschrieben werden kann, die in die erste Axe fallende Seite desselben, nnd folglich auch 
die beiden übrigen Seiten, in ihren Mitten berührt. Der Mittelpunct dieser Ellipse ist 
also der Schwerpunct des gegebenen Dreiecks. Wenn man den Inhalt dieses Drei- 
ecks A" nennt, so ist: 

aK3.r' = 2A'". 
Wir hätten auch, um die grösste Ellipse, welche in das gegebene Dreieck sich be- 
schreiben lasst, zu bestimmen, ysin^ = z (wo alsdann 2 der Abstand des Mittelpunctes 
einer eingeschriebenen Ellipse von der ersten Axe bedeutet) setzen, wonach die Gleichung 

(3), da 

„ Zax—v.'^ 2az— k' . 

C = . 5= 2. — r — .sm9, 

in folgende ifbergeht: 

und dann diese Glelchuog, zuerst In Beziehung auf x, und zuletzt in Beziehung auf a' 
differentiiren können. Auf diese ^'Veise ergibt sich zuvörderst der Satz, dass von allen 
denjenigen eingeschriebenen Ellipsen, deren Mittelpuricte anfeiner der Basis des gegebe- 
nen Dreiecks parallelen geraden Linie liegen, diejenige Ellipse den grossesten Inhalt hat, 
welche die Basis in ihret Mitte berührt. 

652. Wir können ans der Gleichung (3) auch noch andere Constnictionen der gröss- 
ten Ellipse, welche vier gegebene gerade Linien berührt, ableiten. Denn setzen wir in 
(lieser Gleichung -^ = z, und nennen diejenigen drei Werlhe von z, welche sich auf die 
drei Dl-agonalen der von den vier gegebenen geraden Linien gebildeten vierseitigen Figur 
hcKielien, ?, C 111^ r, so kommt: 

■ setzen und die jenen drei Diagonalen entsprechenden Werthe 
Ton T durch v, v und v" unterscheiden, so ist: 

»nd endlich, wenn wir - = w setzen, und diejenigen Werthe von jr, welche »ich auf 
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die drei Diagonalen Leziclicn, m, eo und w" nennen: 

Bei der Bestimmung des maximum fallen aus jeder der drei vorsfoliendcn Gleichon- 
gcR die Cocfiicienten der allgemeinen Gleichung der Oerter zweiter Classe aus, und wir 
sehen, dass, für dieses maximum, w dieselbe Funcllon von w, w und &i" ist, als v TÖn 
T, y' und v", als B Ton ^, C nnd t" nnd als y von j;, ;5' und ij". So können wir znm 
Beispiel, wenn wir die grosste Ellipse Leslimnien wollen, welche einem gegebenen Dreie- 
dcc eingeschrieben ist und eine Seile desscllicn, in einem gegebenen Puncto bcrtihrt, 
«' = w" = o, 5' =3 ä;" =« o and j;' = >;" = o setzen, und erhalten alsdann flir dies« 
grÖsste EUipse: 

y = %r;, z = %L,, w = %w. — 

653. Für solche Curven zweiter Classe, welche die erste Axe im Anfangspancte dei' 
Coordinaten berühren, reducirt sich der Ausdruck: 

(AC-B^)CAF-D^)-(AE-BD)« 
A" 
indem wir F = E = o setzen, auf: 

-^^ (.0) 

A^ uo; 

Wenn die Curven sich auf der ersten Axe dröipnnctig oder vierpunctig osculiren, so Ist 
der Quotient |= constant (58l}. Wenn also der Inhalt einer osculircndcn Ellipse gegebe»» 
und gleich r-;i ist nnd wir jenen constanten Qi^otienten y nennen, so kommt: 

\ A y ysiii'!> 

Diese Gleichung gibt fiir ( -r ), also fitr die Abscissc des Mlttclpunctes der oscullven- 
den Ellipse immer nur einen einzigen reellen Wertb. Dasselbe findet Statt, wenn wir 
im. zweiten Theile dieser Gleichung das Zeichen ändern, und also statt einer Ellipse eine 
Hyperbel erhalten. In beiden Fällen gibt es kein maximum. Dieselben Folgerungen hat- 
ten wir aueh unmiltelljar aus der 648. Nammer ziehen können. 

Wir bemerken beiläufig, dass der Ausdruck (10) constant bleibt, so lange die Quo- 
tienten p und p dieselben Werlhe behalten und somit erhalten wir folgende Sätze (6ÖI): 

Alle Ellipsen, welche dieselben beiden, unter sich parallelen, geraden Linien be- 
rühren und aiif einer derselben sich dreipunctig oscuUren, haben gleichen Flächcnin- 
hall. In allen Hyperbeln , welche unter sich und mit jenen Ellipsen auf der einen ge- 
raden lÄHie einen dreipunctigen Contact haben, und die andere gerade Linie berühren, 
wird von dem Asymptoten -Winkel, durch eine beliebige Tangente, ein Dreieck von 
constaniem Inhalte abgeschnitten und dieser Inhalt ist dem Producle der beiden halben 
Axen einer jener Ellipsen gleich. 

654. Eine Parabel zu beschreiben, ivelche die drei Seiten eines gegebenen Dreiecke 
berührt und deren Parameter ein maximum ist. 

Ocr vierte. Thcll (P) des Parameters einer durch die allgemeine Gleichung: 
2Bvw-f-Cv'-RDuw-f-2Euv4-Fu* = 0, (i) 

dargestellten Parabel ist, bei der Yoranssetiung rechtwinkliger Coordinaten- Äsen, durcl« 
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folgende Gleichung; bestimmt (506); 

(C1)^-2BDE+FB')» _ ,p, , . 

{ü'-i-D'y ~ ^ ' '•-'■ 

Wenn wir einen Winkelpunct des gegebenen Dreiecks zum Anfangspunctc derCöor- 
dihatcn nehmen und die erste Axc der. diesem Winkelpnncle gegenüberliegenden Seite 
parallel legen, so können wir in der allgemeinen Gleichung (i) aller eingeschriebenen 
Parabeln alle CoEfficicnlen, B ausgenommen, als ein für alle Wal gegeben betracli- 
ten, (536). 

Wenn wir in dem Ansdrncke für 4P^ Nenner und Zähler durch C'^ dividiren und 
dann -^ = — setzen, so kommt nach einer einfachen Redaction: 

Es bedeutet hier k dasjenige Segment, welches von einer der zweiten Ase parallelen 
Tangente auf der ersten Axe abgeschnitten wird; denn wenn wir in der Gleichung (1) 

a = o setzen, so kommt " ^ ~ ^' ^^'^ denjenigen Parabeln, welche die Seilen 

des gegebenen Dreiecks berühren, ordnen sich drei Punclcn- Systeme zusammen (6l8>. 
Jedes derselben besteht aus einem Wlnkelponctc des Dreiecks und einem Puncle, der, 
nach, der Richtung der gegenüberliegenden Seite hin, unendlich weit liegt. In Beziehung 
auf diese drei Systeme erhalten wir offenbar für s die Abseissen der drei Wlnkelpuncte 
des gegebenen Dreiecks. Eine dieser Abscissen ist, bei unserer Coordinaten-Annahme, 
gleich Null; die beiden andern wollen wir |' und |" nennen. Hiernach erhalten wir aus 
der letzten Glelchnng folgende: 

Wir haben ferner: _ 

G FC tC , 

sn ** sü" ■ F " 7" ^ ' 

indem wir dureb j;' die Ordinate eines der beiden, nicht in den Anfangspunct fallenden, 
Wiiikelpuncte des gegebenen Dreiecks bezeichnen. Hiernach kommt endlich: 



Diese Gleichung zeigt, dass es im Allgemeinen sechs Terschiedeae Parabeln gibt, wel- 
che die drei Selten eines gegebenen Dreiecks berühren, und deren Parameter eine gega- 
hene Grösse hat. Für diejenigen Parabeln, In welchen dieser Parameter ein maximum 
ist, erhalten wir, auf dem bekannten Wege, folgende Gleichung: 

(^-hr>*-t-(3l^-2rr>*~2^'(|'-f-?")»f-^'i'r' ^ o. (3) 

Diese Gleichung zeigt, dass, es, im Allgemeinen, drei verschiedene solcher maxl- 
ma gibt. 

Der um das gegebene Dreieck, ABC, beschriebene Kreis ist der geometriscbe Ort 
für die Brennpuncte aller Parabeln, welche die drei Seiten des Dreiecks berühren. Wenn 
wir den Brennpunct in einem Winkelpuncte des gegebenen Dreiecks annehmen, so 
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eriialten wiv, statt der Parabel, ein Punctcn - System , und der bezügliche Parameter Ist 
{gleich Null. Wenn der Brennpuiict auf dem umschriebenen Kreise von einem Winkcl- 
poncte des Dreiecks, etwa von B, nach einem andern, C, fortrückt, so wachst anfang- 
lich der Parameter der bezüglichen Parabel, erreicht dann sein maximuttit imd nimmt 
endlich wieder ab, bis er im Puncte C wieder ganz verschwindet. Wir sehen hieraus, 
dass den drei Wurzeln der letzten Gleichung wirklich drei mazima entsprechen, und 
dass diese maxima nothwcndig alle drei reell sind, so lange das gegebene Dreieck reell 
bleibt. Zugleich ist auf diesem W^egc ersichtlich, dass es, im Allgemeinen, sechs ver- 
schiedene Parabeln gihl, welche dem gegebenen Dreiecke eingeschrieben sind und einen Pa- 
rameter von gegebener Lange haben. Jede Seite des Dreiecks und die Verlängerungen der je- 
desmalig beiden übrigen Seilen werden von zwei Parabeln von gegebenem Parameter, 
nnd von einer Parabel, deren Parameter ein maximum ist, berührt. 

Die Wurzeln der Gleichung (3) lassen sich nur in faesondern Fällen durch Construc- 
tionen der Elementar- Geometrie bestimmen. Einem solchen Falle entspricht die Bedin- 
gungs - Gleichung: 

r+s" = o, 

welche anzeigt, dass das gegebene Dreieck zwei gleiche Schenkel ba. Alsdann redncirt 

sich die Gleichung {3j, indem eine ihrer VS'^urzeln unendlich wird, auf folgende; 

Der unendlich werdende Werlh von x zeigt eine Parabel an, deren Axe der zweiten 
Coordlnaten- Axe parallel ist, und man sieht sogleich, dass Im vorliegenden Falle beide 
Axen zusammenfallen. Die beiden andern W^erthe von x, welche die letzte Gleichung 
gibt, sind leicht zu construiren. 

Die Gleichung (3) reducirt sich ferner anch in demjenigen Falle, dass zwei Selten des Fig. - 
gegebenen Dreiecks, AC und BC, zusammenfallen, und demnach alle Paraheln 
iwei gerade Linien AN und A<j und die eine derselben, AC, in einem gegebenen Puncte, 
C, berühren. Der Ort für die Brennpuncte aller solcher Parabeln ist ein Kreis, der die 
gegebene gerade Linie AN in ihrem Durchschnlttspuncte A mit AC berührt, und zugleich 
durch den gegebenen Berührungspnnct C auf AC geht. Wir können hieraus leicht a 
priori entnehmen, dass eines der in Rede stehenden maxima von P Null wird, und 
dass diesem maximum x = o entspricht, wenn wir der obigen Coordlnaten-Bestimmung 
gemäss den Durchschnittspunct der beiden gegebenen geraden Linien, A, zum Anfangs- 
pnncte und diejenige gegebene gerade Linie, auf welcher zugleich der Bertihrnngspunct 
gegeben ist, AC, zur ersten Axe nehmen. Hiernach erhält man: 

§' — O, ?;' = O, \ ~ ^(^^8f^ f ~ AC, X = '%"cQtgfp, 

indem man den Winkel, welche die beiden gegebenen geraden Linien mit einander bil- 
den, durch (f bezeichnet. Alsdann geht die Gleichung (,3) in folgende leicht zu construi- 
fcnde Gleichung des zweiten Grades Üher: 

K^-^a^fcQtg^qi.K—r'f'^COig^fi = o. (s) 

Wenn der Winkel (p, welchen die beiden gegebenen geraden Linien mit einandcr 
bilden, ein rechter Ist, so sind die W^uraeln der letzten Gleichung beido gleich Null) 
^as welter nichts heisst, als dass die zweite Goordinaten- Axe, also die gegebene gerade 
Linie AN, eine Tangente der verlangten Parabel ist. In diesem specieiieri Falle kommer^ 
wir also auf dem oben eingeschlagenen Wege nicht ?ur Bestimmung tlicaer Parabet 

IL 2S 



yGoosle 



218 Zar Theorie der 

Wir gelangen indess leicht hierzu, wenn wir zur Gleichung (3) zurückgehen und in tüe- 
ser Gleichung, unserer Coor<Iinaten- Annahme gemäss, F = o und C = o setzen. Auf 
diese Weise kommt: 

und für das maximum von P, als Function von B betrachtet: 

B^-2B^ = 0, 
wonach wir, wenn wir den Winkel, welche die Durchmesser der verlangten Parabel mit 
der erfiten Axe bilden, a nennen, folgende Gleichung erhalten: 

tanga = ±Vi. 
Wenn alle in Rede stehenden Parabeln sich dreipnnctig osculiren, so ist 
^" = o und (f) = o. Von den beiden W^urzeln der Gleichung (5) ist alsdann die eine 
Null und die andere unendlich; denn das Product derselben, [— —(^'coig':f)% erscheint 
unter der unbestimmten, nicht redncirbaren, Form o.»o, während die Summe derselben 
[= ~3{i"coigif)coig(fi] unendlich wird. Wir finden diese Behauptung bestätigt, wenn wir 
wiederum zur Gleichung (2) zurückgeben, und in dieser Gleichung F = o und E s= o 
setien. Alsdann kommt nemlich: 

(B^TDT = '■P'' 

und man sieht sogleich, dass B =3 o dem masimum von P entspricht. Es stehen also 
die Durchmesser der bezüglichen Parabel auf der ersten Coordinaten- Axo, der Tangente 
im Osculationspuncte, senkrecht.. Von allen Parabeln, welche eine gegebene (beliebige) 
Curve in einem gegebenen Punctc osculiren, hat diejenige den grössten Parameter, deren 
Axe durch den gegebenen Osculatlonspnnct geht. 

Hierbin gehilrt auch der Fall, dass alle Parabeln, statt drei gegebene gerade Linien 
zu berühren, einen gegebenen Punct zum Brennpuncte haben und übcrdiess eine gegebene 
gerade Linie berühren.. Wenn wir den gegebenen Brennpunct zum Anfangspnncte neh- 
men, und die erste Axe parallel mit der gegebenen geraden Linie legen, so verwandelt 
sich die Gleichung (2), indem wir E = und F = C nehmen, in folgende: 

B'+m - "'"■ 
und hiernach kommt, wenn wir, der bisherigen Bezeichnung ents])rechend, den Abstand 
des gegebenen Punctes von der gegebenen geraden Linie ij' nennen ; 

Diese Gleichung zeigt, dass es unter den Parabeln, die wir betrachten, nur zwei von gegebe- 
nem Parameter gibt. Diese sind leicht zu constmircn, denn die letzte Gleichung gibt 



Dem maximum von P enlspricht B = oder x = r«, das heisst, diejenige Parabel iiaf 
den grössten Parameter, deren Durchmesser auf der gegebenen geraden Linie senkrecht 
stehen. 

655. Wenn wir in dem Ausdrucke für i,P^ (2) INenner und Zähler durch B'' divld!- 
rcn, nnd dann S — —^ setzen, so kommt: 
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indem wir die Wurzeln der Gleichung 

Cv=-f-2Ev+F = o 
*/ nnd v" nennen. ( — v) bedeutet die trigonometrische Tangente derjenigen Winkel, wel- 
che die Durchmesser der bezüglichen Parabel mit der ersten Axe bilden; die Seiten des 
gegebenen Dreleclcs bilden mit dieser Axe Winkel, deren trigonometrische Tangenten o, 
(_!)') und {—v") sind. Für v = o, v = v' und v = v" verschwindet P ; es wird P maxi- 
mum, wenn wir v darch folgende Gleichung, die der Gleichung (3) ganz analog gebildet 
ist, bestimmen: 

(y'4.„")i.3_(.(3_2i,'t,'>'— 2(ii'-Hi")v-f-7;V = o. (5) 

656. Da der geooietrische Ort für die Brennpuncte solcher Parabeln,- welche die 

drei Seiten eines gegebenen Dreiecks berühren, der diesem Dreieck umschriebene Kreis 

Ist, so liegt der Gedanke nahe, zur Bestimmung derjenigen Parabel, deren Parameter 

ein mazimuin ist, noch einen zweiten geometrischen Ort für den Brennpunct zn suchen. 

Wenn wir zn diesem Ende zu der 48O. Nummer zurückgehen und ( ~L_ \ = w setzen, 

so kommt: 

2BE_D(C-F) _ 3E-f-CC-F)v 

"" ~ 2DE-f-B(C-F) 2Ev-{C-F}' 
und hiernach : 

_ 2E+CG--F)w 
" ~ 2Ew-(G~F)' 
Wenn wir diesen Werth fiir v in die letzte Gleichung der vorigen Nummer suhstitulren, 
so erhalten wir eine Gleichung des dritten Grades in w, welche drei durch den Anfangs- 
punct der Coordinalen gehende gerade Linien darstellt. Diese drei gerade Linien schnei- 
den den, dem gegebenen Dreiecke umschriebenen, Kreis, ausser in dem Anfangspuncte, 
noch in drei Puncten: den Brcnnpuncten der gesuchten Parabeln. \xi dem oben schon 
betrachteten Falle, dass das gegebene Dreieck ein gleichschenkliges ist, gibt die letzte 
Gleichung, indem wir 

aE = -(v'-l-.;") = o, 
setzen ; 

das, heisst, wenn man durch die Spitze eines glelchschcnkllchen Dreiecks, welches einer 
gegebenen Parabel so umschrieben ist, dass diese einen der beiden gleichen Schenkel 
selbst, den andern Schenkel aber und die Basis in ihren Verlängerungen berührt, zwei 
gerade Linien zieht, von welchen die eine durch den Brennpunct der Parabel geht und 
die andere der Axe derselben parallel ist, so bilden diese beiden geraden Linien mit der 
Basis des gegebenen Dreiecks ein zweites gleichschenkhges Dreieck. Wenn man hier- 
nach durch den Anfangspunct der Goordinaten zwei gerade Linien legt, deren Richtung 
durch die Wurzeln der Gleishung: 

(.3H-2r'^)v=-t.'= = O, (7) 

auf welche im vorliegenden Falle die Gleichung (6) sich reductrt, gegeben ist, so geht 
jede derselben durch den Brennpunct einer der zu construirenden Parabeln ijnd ^je je» 
desmalig öbrigbleibendo ist den Durchmessern derselben Parabel parallel. 

28^ 
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In dem vorliegenden Falle können wir auch die beiden Brennpuncte der verlangten 
Parabeln darch die Durchschnitte des dem gegebenen Dreiecke umschriebenen Kreises 
und einer, der Basis desselben parallelen, geraden Linie construiren. Für die Gleichung 
dieser geraden Linie erhalten wir, wenn wir wieder zur 48O. Nummer zurückgehen: 

D( C-F) 

^ ~ 2(B^+D=)' 
ond wir brauchen alsdann nur noch aus dieser Gleichung, vermittelst der Glcichang (4) 
oder (7), B zu eliminiren. Nach einigen Reductionen erhält man: 

■ = 'M- 

■.+i 

Hiernach ergibt sich eine sehr leichte Construction jener beiden Brennpuncte. Der Brenn- 
pnnct der dritten Parabel liegt auf der zweiten Coordinaten-Axc, — 

657. Jn ein gegebenes Parallelogramm diejenige Ellipse zu beschreiben, welche 
einem Kreise am meisten sich annähert. 

Wenn wir, wie in der ersten Nummer dieses Paragraphen, den Mittelpunct des 
Parallelogramms zum Anfangspuncte der Coordinaten nehmen und die Axen parallel rail 
den gcgenub erhegend eu Seiten desselben legen, so ist 

AwHr.v^+2Euv+Fu' = o (1) 

die allgemeine Gleichung aller dem gegebenen Parallelogramme eingeschriebenen Curven 
zweiter Classe. Alle Coefßcienten dieser Gleichung sind als gegeben zu betrachten, mU 
Ausnahme des Cocfficienten E, der von einer Curve zur andern sieb ändert, und alle 
möglichen Werthe erhalten kann. 

Wenn wir einen derjenigen Winkel, welcbe die beiden gleichen zugeordneten Durch- 
messer einer Ellipse mit einander bilden, § nennen, so ist bekanntlich tang^/i^ gleich 
dem Ycrhältniss der beiden Axen der Ellipse. Dieses Yerhältniss nähert sich um so 
mehr der Einheit, je näher der Winkel % einem rechten kommt, und je grösser also 
sin^% wird. Indem wir die allgemeine Gleichung (l) zu Grunde legen und A = o setzen, ist(5ia): 
(CF— E=}«h'& , , 

^'^ ^ = \c+iZcos&+hy W 

Wir sehen hieraas, dass sich, im Allgemeinen, zwei verschiedene Ellipsen von gegebe- 
nem Axen - Verbältniss in das gegebene Parallelogramm beschreiben lassen. Für die 
verlangte Ellipse, in welcher das Axen -Verbältniss der Einheit so nahe kommt als mög- 
lich, ergibt sich, auf dem bekannten Wege, zur Bestimmung von E folgende Gleichung : 

TF 
E = -2.j^.cw9. (3) 

W^enn wir wie in der 646. Nummer construiren, so erhallen wir ohne Mühe diejenigen 
beiden Durchmesser, deren zugeordnete in die beiden Coordinaten - Axen lallen, und 
dann die beiden Axen der gesuchten Ellipse. 

Die Gleichung .(2) geht, wenn wir in dieselbe für E den eben gefundenen Werth 
sobstituiren , nach einigen leichten Pieductionen in folgende über: 
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. l^CFsm^& 4A' . 

wenn wir, was den letzten Ausdruck betrifft, den Inhalt des gegebenen Parallelogramms 
1|A und die Seiten desselben (2s) und (2t) nennen. Wir sehen hieraus heüäufig, dass 
nur, wenn das Parallelogramm gleiche Seiten bat, ein Kreis in dasselbe sich beschrei- 
ben lasit. Für das Quadrat der Hälfte eines der beiden gleichen zugeordneten Dunh- 
incsscr ergibt sich (5l3) 

irrj-oFz-o^'U-Fl (C-F)H-4CF;?iV9 _ Cs'-t')^4-ifA^ 

und für den Inhalt der Ellipse: 

AV/[(s^-t^)'-t-i4A^> 
s'-Ht^ ' 

Es ist offenbar, dass derjenige 'W'^erlh, welchen die Gleichung (i^) für si/i''i gihl, 
ein maxlmum und kein minimum ist Denn die Gleichung' (3) gibt für E einen einzigen 
Wcrth, und sin''% kann dadurch, dass die eingeschriebene Ellipse sich immer mehr ei- 
ner der beiden Diagonalen des gegebenen Parallelogramms annähert, auf zwiefache 
Weise beliebig klein werden. Diese Diagonalen bilden den Uebergang von eiagcschrie- 
benen Ellipsen zu eingeschriebenen Hyperbeln; sie sind als solche Ellipsen anzusehen, In 
welchen einer der, von den beiden gleichen zugeordneten Durchmessern gebildeten, Winkel 
gleich Null ist, oder als solche Hyperbeln, in welchem der Asymptoten -Winkel ver- 
schwindet. Nennen wir in irgend einer eingeschriebenen Hyperbel den Asymptoten- Win- 
kel t;, so ist (490) 

, ^>- , (CF-E") 

Es ist dieser Ausdruck weder eines niaximum noch eines mininvim fähig, denn einem 
solchen wärde wiederum die Gleichung (3) entsprechen, und diese gibt 

CF-E= = ^.^[(C-F)M-4CFaWi>] > o, 

wonach die bezügliche Curve keine Hyperbel sein kann (489)* Dieselbe Folgerung hätten 
wir auch aus der Gleichung {k) ziehen können, welche für § immer einen reellen Wcrth, 
Dud folglich für ^ immer einen imaginären W^erth gibt. *) Es eKistlrcii also Hyperbeln 
von jedem möglichen AKcn-Verhältnlss und insbesondere gibt es also auch eine gleich- 
seitige Hyperbel. Zur Bestimmung dieser gleichseitigen Hyperbel ergibt sich unmittelbar: 
E ... C+F 

Nur in dem einzigen Falle, dass das gegebene Parallelogramm ein rechtwinkliges ist, 
wird E unendlich, und es gibt, im eigentlichen Verstände, keine gleichseitige Hyperbel, 
(ondern nur solche Hyperbeln, die einer gleichseitigen Hyperbel so nahe kommen kön- 
nen, als man nur will, ohne aber ganz In eine solche überzugehen. 



*) Aus der Nebeneinaniicrjitellung der Leiden Gleichungen (2) und (ö>, oder a^icli aus dec 
allgemeinem Ausdrücken der 490. und 513. Nummer erhalten wir, indem wir den Asjraplo- 
teti-Wioltel irgend einer Curve zweiter Classe ^ und den Windel, weichen die gleichen 
ingeordneten Durchmesser derselben Cnrven mif einander bilden, '^ nenne», die beiner- 
kenstvertbe Gleichung 1 
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658. "VYir wenden ans sogleich za der nachstehenden allgemeinern Äufgahc: 
In irgend ein gegebenes Viereck diejenige Ellipse, fvelcke einem Kreise so nahe als 
möglich kommt und diejenige Hyperbel, deren Asymptoten-Winkel der möglichst gros- 
seste ist, zu beschreiben.^ 
Fig. 23. Wenn wir die Coordinalcn-Axen wiederum wie in der 23. Figur beslimmen und 
OW = aa setzen, so ist 

Aw^+aBvw+Cv^+aDnw+aEuv+Fa' = o (i) 

die allgemeine Gleichang aller, die vier gegebenen {in der Figur stärker gehaltenen) ge- 
raden Linien berührenden, Oerter «weiter Ciasse, wenn wir in dieser Gleichung A Und 
B als heliehig zu bestimmende Coefficienten, zwischen denen bloss die Bedingnngs - Glei- 
chung 

" ß = aÄ 

Statt findet, betrachten. Die vier librlgen Coefficienten, oder vielmehr die Quotienten je 
zweier derselben, sind durch die vier gegebenen geraden Linien vollkommen bestimmt. 
Den Coordlnaten-^Ylnkel bezeichnen wir, wie bisher, üarch &. Wenn wir alsdann ir- 
gend eine durch die Gleichung (i) dargestellte Ellipse betrachten und einen derjenigen 
Winkel, welchen die gleichen zugeordneten Darchmesser derselben mit einander bilden, 

;; nennen, so ist (512): _ 

. [(AC- B')(AF-D^)-(AE-BD ) ']^m^g 

sm , - '^■f(■AC-B-)-l-2(AE-BD)co:t54■CÄF-D')]^• ^*J 
Wenn wir in diesem Ausdrucke für sin^ statt B schreiben aA, dann Nenner und ZUhlcr 
desselben durch A'' dividiren und endlich D = 1, ^ = y setzen, so kommt: 
■ ,a Cy'+(E^-CF-2Ea)y'H-FaV 
-'^^^ - ^;'"'^- ryMcU-^CE-a)I^Jy4-J]- ' f'^ 

und diese Gleichung können wir nochmals in folgende umformen; 

[(y— ^,)(y— '7,,)] 

indefli wir die Wuraeln der Gleichung: 

Cy^+(E^— CF-2Ea)y'+Fa'y = o, (s) 

(von denen eine gleich Null ist) durch j;, ■>{ und rj' , und die Wurzeln der Gleichung: 

y=(C+I'-2(E-a)cosi>)y+a> = o, W 

durch 1]^ und »;^, bezeichnen. Es bedeutet alsdann y die Ordinate des Mittelpunctes der 
bezüglicben Ellipse, ?;, ;;' und 17" bedeuten die Ordinalen der Mitten (M, M' und M") 
der drei Diagonalen der, von den vier gegebenen geraden Linien gebildeten, vollständi- 
gen vierseitigen Figur, ?;_ und j;^_ die (reellen oder imaginären) Ordinalen der Mittelpuncte 
derjenigen beiden gleichseitigen Hyperbeln, welche die vier gegebenen geraden Linien 
berühren. Wir können diese Ordinalen auf der geraden Linie ]NL selbst nehmen, und 
da in der Gleichung (l^ nur Differenzen solcher Ordinalen vorkommen, so können wir 
auch, statt diese Ordinaten vom Puncte IM" an zu bestimmen, dieselben von irgend ei- 
nem beliebigen Puncte dieser geraden Linie an rechnen. 

Die Gleichung (4) zeigt, dass es, im Allgemeinen, vier verschiedene Ellipsen gibt, 
deren gleiche zugeordnete Durchmesser gegebene Winkel mit einander bilden, oder, inil 
andern Worten, vier Ellipsen, die einer gegebenen Ellipse ähnlich sind. Es ist offen- 
bat, dass die Mittelpuncte zweier dieser Ellipsen zwischen M' und M, und die Mittel- 
puncte der beiden übrigen von M" aus nach N hin fallen. Jedem Puncte, nemlich der 
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zwischen M' nnel M, oiücr über den Pnnct M" hinaas nach N hin liegt, entspricht eine 
eingeschri ebene Ellipse und dieser ein endlicher Werth für sin^"^. Dieser Werth ver- 
schwindet einerseits für y = j;' und y = t;, und andrerseits für y ~ ij" und y =■ n (4). 
Er wachst also , indem der IVIIttelpunct der heztiglicheii Curve von M' ans nach M hin 
fortrückt, erreicht sein maximum und nimmt dann wieder ab, bis er für den Pnnct Jl 
verschwindet. Wenn ferner der Mittelpunct von M" aus nach N bin tortriickt, so wachst 
der Werth von sirfi, erreicht wieder ein mozimum und nimmt dann wiederum bis zum 
Verschwinden ab, indem die bezügliche Ellipse sich einer Parabel immer mehr annähert. 
Aus der Form des Ausdruckes für sin% folget (512), dass keines jener beiden jnaxirna je 
die Einheit übersteigt. Wenn ein maximum derselben gleich kommt, so cntsprlclit dem- 
selben ein Kreis. 

Wir erhalten ferner für eine dem gegebenen Viereck eingeschriehene Hyperbel, de- Fig. 3f), 
reo Asymptoten- W^inkcl wir wiederam ? nennen woller 



tang% =a — IfCsin'' 



Jy~v){y-~n){y->i") 



[(y-^,)(y— '/„)]- _ 

Es gibt also, im Allgemeinen, vier Hyperbeln, welche die Selten eines gegebenen Vier- 
ecks berühren, inid deren Asymptoten sich unter gegebenen Winkeln schneiden. Es 
sind hier zwei verschiedene Falle zu unterscheiden; es gibt entweder unter den einge- 
schriebenen Hyperhein zwei gleichseitige und dann liegen die Mltfelpnncie derselben, H 
nnd rr, zvvischen M" und M' oder es gibt deren keine. Wenn in dem ersten Falle 
der JMIltelpunct der eingeschriebenen Hyperbel von M" nach M' fortrückt, so wachst an- 
fänglich der bezügliche Werth von /ang% bis er für den Pnnct H' unendlich wird, nimmt 
dann wieder ab, erreicht ein minirnum, wachst von Neuem, bis er für den Pnnct H 
wieder unendlich wird, und nimmt dann endlich wieder ab, bis er für den Pnnct M' ver- 
schwindet. In dem zweiten Falle wächst der Werth von tang^t, wenn der Mittelpunct 
von M" nach M' hin rückt, erreicht ein maximum, und nimmt dann wieder his zum Ver- 
schwinden ah. In beiden Fällen wachst der Werth von fang't, wenn der Mittelpunct 
von M nach L hin fortrückt, erreicht ein maximum nnd nimmt dann wiederum bis zum 
Verschwinden ab, indem die bezügliche Hyperbel einer Parabel sich immer mehr an- 
nähert. 

In dem ersten- Falle gibt es also ein minirnum von fang^i^, dem ein &!iltclpuncl, 
der zwischen M" und M' liegt, und ein maximum, dem ein über M hinaus, nach L hin, 
liegender Mittelpunct entspricht. Dieses maximum ist nothwondig kleiner als jenes mini- 
rnum. ist der Werth von tang^'C, gegeben und grösser als das minimum., so liegen die 
SSlittelpnnctc der bezüglichen Hyperbeln alle vier zwischen M" und M'. Ist tangX kleiner 
als das maximum,, &q liegen von den Mittelpuncten der bezüglichen vier Hyperbeln zwei 
zwischen M" und M' und zwei über M hinaas nach L hin. Wenn der Werth von iang% 
gegeben ist nnd zwischen dem maximum nnd minimum fällt, so ^glbt es nur zwei einge- 
schriebene Hyperbeln, deren MItlelpuncte zwlscher M" und M' liegen. Im zweiten 
Falle gibt es zwei maxima. Wenn langet, gegeben ist, so liegen die Mittelpunclo zweier 
bezüglicher Hyperbeln zwischen W" nnd M' und die Mittelpuncte der beiden Uhrigen Über 
M hinaus nach L bin, nnd alle vier Hyperbeln können imaginär werden. 

Es bleibt uns jetzt noch die Frage zn beantworten übrig, oh in denjenigen Hyper- 
beln, die einem gegebenen Wertbe von fanget, entsprechen, der Asymptoten- Winkel 
kleiner oder grösser als ein rechter Winkel ist. Wir sehen sogleich, dass, wenn 
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wir eine Diagonale der von den vier gegebenen geraden Linien gebildeten vottständigen 
vierseitigen Figur als eine Hyperbel, in der die imaginäre Axe bis zum "Verscbwinden ab- 
genommen bat, betrachten (521), in Beziehung auf dieselbe, ^ gleich Null und nicht 
gleich ji ist. Ein Gleiches findet Statt in Beziehung auf die eingeschriebene Parabel^ 
wenn wir dieselbe als eine Gräme von Hyperbeln ansehen. Da ferner nnr durch eine 
gleichseitige Hyperbel hindurch der Uebergang von Hyperbeln, deren Asymptoten- Win- 
kel kleiner als ein rechter ist, zu solchen, in welchen der Asymptoten -Winkel giosser 
ist als ein rechter. Stattfinden kann, so ist offenbar, dass in demjenigen Falle, wo es 
keine gleichseitige Hyperbel gibt, welche die vier gegebene gerade Linien berührt, der 
Asymptoten- Winkel jeder eingeschriebenen Hyperbel kleiner ist als ein rechter. Den 
beiden maxima entsprechen also Hyperbeln, deren Asymptoten -Winkel ma.vima sind, 
aber einen rechten Winkel an Grösse nicht erreichen. Wenn aber nnter den einge- 
schriebenen Hyperbeln sich zwei gleichseitige befinden, so liegen von M aus nach L hin, 
und zwischen M' und H, so wie zwischen H' und M" die MUlclpuncte solcher Hyperbeln, 
deren Asymptoten - Winkel kleiner als ein rechter ist und zwischen H und H' die Mittel- 
pnncte solcher Hyperbeln, deren Asymptoten- W'^inkel grösser ist als ein rechter. Dem 
maximum sowol als dem mlnimum von i'ang^!^ entspricht ein maximum des Asymptoten- 
Winkels, der einmal kleiner, das andere Mal grösser als ein rechter ist. 

JNach diesen vorläufigen Erörterungen wenden wir uns zu unserer eigentlichen Auf- 
gabe zurück. Wenn wir ■>{' = o setzen, das heisst alle Abstände auf der geraden Li- 
nie NL vom Pniicte M" an (nach L hin) rechnen, so kommt: 

und hiernach erhalten wir, nach dem bekannten Verfahren, zur Bestimmung des maxi- 
mum oder minlmum der Winkel g und ? folgende Gleichung des vierten Grades : 

y*-[2(J;+J;')—f)J,-^^;„)]y''-^-3('7»;'—I7.v;,>'—[();,-^^?„)J^»?—2C'?+';')';,r?,jy— '!';'';,'?„ = O. (s) 
In dieser Gleichung können jj, and )?,, imaginär werden. Wenn wir alsdann 

setzen, so ist A reell und bedeutet den Abstand M"P der gemeinschaftlichen Chorde der- 
jenigen drei Kreise, welche sich über den drei Diagonalen der, von den vier gegebenen 
geraden Linien gebildeten, vierseitigen Figur, als Durchmesser, beschreiben lassen, von 
der Mitte (M") der dritten Diagonale. (Diese gemeinschaftliche Chorde ist, wenn ij, und 
/;,, imaginär sind, keine ideale.) Ueberdiess ist (6): 

ond a bedeutet die Hälfte dieser dritten Diagonale. Hiernach können wir der letzten 
Gleichung folgende Form geben: 

y'^_2(,+^'-_A)y3-[-3(^iJ'_aV— 2[^'?V— aX'?+'?')]y— a'^l' =" 0- _ W 
Nach den vorangeschicltten allgemeinen Bemerkungen sind die Wurzeln dieser Glei- 
chung nofhwendig alle vier reell und zwei derselben beziehen sich auf Ellipsen, deren 
Annäherung zum Kreise, und die beiden übrigen auf Hyperbeln, deren Asymptoten- 
V^'inkel ein maximum ist. Drei Wurzeln dieser Gleichung sind positiv, und die vierte, 
welche sich auf eine Ellipse bezieht, ist negativ. 

Da die Gleichung (SJ bis zum vierten Grade ansteigt, so folgt, dass die an die Spitze 
dieser Nummer gestelite Aufgabe keiner elementaren Conslruction fähig ist. W^ir sehen 
zugleich, dass der Grad dieser Gleichung sich nur dann aaf den dritten rednciren kanni 
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wenn 17, *(,' ^, o^er ij„ rcrscliwlnden oder unencllich werden. Die bei(!en letzten dieser 
vier Grössen künnen nur zugleich mit a verschwinden. Setzen wir eine der teiden ersten 
gleich Null, so fallen von den vier gefi;ebeiicn geraden Linien zwei in der ersten Axe zu- 
sammen, und wir haben solche Cnrven zweiter Classe zu betrachten, welche die drei 
Seiten eines gegebenen Dreiecks und zwar eine derselben in einem gegebenen Puncle be- 
rühren, ^'enn wir t{ gleich Null setzen und den gemeinschaftlichen Factor y fortlassen, 
so verwandelt sich dig Gleichung ifi) in folgende: 

y»_2(;5_Ä)y'^— aa^y-f-aa'); = o. (>o) 

Je nachdem der gegebene Beriibrungspanct auf der eineii Dreiecksseite selbst oder auf ih- 
rer Verlängerung liegt, beziehen sich die Wurzein dieser Gleichung auf zwei Ellipsen 
nnd eine Hyperbel oder auf zwei Hyperbeln und eiue Ellipse. 

Die letzte Gleichung reducirt sich auf den zweiten Grad, wenn wir ^ = setzeij, 
tind also solche Curven zweiter Classe betrachten, welche mit einer gegebenen auf der 
ersten Ase einen dr eipunctigen Contact und ausserdem noch eine gomeinschaftliehe 
Tangente haben. Auf diese Weise kommt, wenn wir den gemeinschaftlichen Factor y 
fortlassen ; 

y^-f-aiy— 3a» = 0. (n) 

Von den W^nrzeln dieser Gleichung, die beide immer reell sind, bezieht sich die eine 
auf eine Ellipse,, die andere auf eine Hyperbel. Wir erhalten hiernach eine leichte Con- 
struction folgender Au%afae: 

unter denjenigen Curcen zweiter Classe, ivelc/tc eine gegebene Curve derselben Classe 
in einem gegebenen Punete oseußren (oder, was dasselbe heisst, eine gegebene gerade 
Idnie in einem gegebenen Punete berühren und in diesem Punete einen gegebenen Krüm- 
mungshalbmesser haben) und überdiess irgend eine gegebene gerade Linie berühren, 
diejenige Ellipse, deren Annäherung zum Kreise und diejenige Hyperbel, deren Asymp- 
toten-Winkel ein maximum ist, zu bestimmen. 

Wenn wir endücli a = setzen, und also solche Curven zweiter Classe betrach- 
ten, welche eine gegebene in einem gegebenen Puncle vierpnnctig oseuliren, so ver- 
wandelt sich die letzte Gleichung in folg-endc: 

y+2i = 0. 
Der durch diese Gleichung bestimmte Wcrlh fiir y ist demjenigen gleich, der sich atif 
diejenige gleichseitige Hyperbel bezieht, welchis die gegebene Curvc in dem gegebenen 
Punete vierpunctig osculirt (6i|2), hat aber das entgegengesetzte Zeichen^ Aus dieser 
letzten Bemerkung ist ersichtlich, dass dieser Werth von y einer Ellipse entspricht 
(641}- Also: 

Der Mittelpunct derjenigen Ellipse, welche eine gegebene Curpe in einem gegebe- 
fien Puncle pierpunctig osculirt und dem Kreise am meisten sich annähert, ist so weit 
von diesem Punete entfernt, als der Mittelpunct der dieselbe Curfe in demselben Puncle 
^ierpunctig oscuÜrenden gleichseitigen Hyperbel. 

Diese Ellipse \&l hiernach Icfcht zu constrniren (642)- 

Wenn wir 15' = « setzen, so reducirt sich die Glcichunj« (9} dadurch, dass eine ih- 
rer Wurzeln unendlich wird, auf folgende: 

2y'~3*jy»-f2(l?/— a=)y+a'^ = 0. {12) 

Die Cnrven, die wir im vorliegenden Falle betrachten, berühren solche vier gerade 
Linien', von welchen zwei parallel sind, und je nachdem der Durchschnitlspnnct der 

U. 29 
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beiden übrigen geraden Linien zwisclicn diese beiden parallelen ftllt oder nicht, Le'zichfin 
sicli die drei V^'urzeln der Gleichung (12) auf zwei Ellipsen aßd eine Hyperbel oder auf 
zwei Hyperbeln und eine Ellipse. 

Wenn wir in der Gleichung (12) ij = o oder auch, wenn wir in der Gieichnng (lO) 
^ = M setzen, das heisst, wenn wir solche Curven betrachten, welche zwei gegebene 
parallele gerade Linien cnd iiberdless eine dritte gegebene gerade Linie in einem gegebe- 
nen Punctc berühren, so kommt: 

Die beiden Wurzeln dieser Glelchang bestimmen zwei Ellipsen oder zwei Hyperbeln, 
je nachdem der gegebene Beriihrungspuncf auf der dritten geraden Linie zwischen den 
beiden parallelen liegt oder nicht. Wenn man id>er demjenigen Segmehle jener dritten 
geraden Linie, welches von diesen beiden parallelen geraden Linien begranzl wird, als 
Durchmesser, einen Kreis beschreibt, und in diesem Kreise denjenigen Durcbmesser zieht, 
der den letztgenannten geraden Linien parallel Ist, so sind die Scheitel dieses Durchmes- 
sers die MIttelpuncte der beiden zu bestimmenden Curven. Und zwar kommt, bei dieser 
Bestimmung, die Tjage des gegebenen Berührnugspunctes auf dpr dritten gegebenen gC' 
raden Linie auf keine Weise in Betracht. 



Allgeiiieme Schemata. 

650. Es seien 1 

U = ü, U' = 0, U" = o, (■} 

die Gleichungen irgend dreier Oerter zweiter Classe, welche zv^ei gcmelnsehaüliciie Tan 
genten haben, und 

sei die Gleichung des Durchschnlttspunctes dieser beiden Tangenten. Alsdann erhaktü 
wir, hei gehöriger Yerbinclung der drei Glcichnngen (i), Gleichungen von folgender .Fonri ; 

U-/("ü' = w.u" - o, 

U—ii'U" = w.u = o, (i) 

U-/£U" = ^v.a = 0. 
VYenn wir die beiden ersten dieser drei Gleichungen von einander abziehen, so koiiuut- 

,„"U-,.'U- =^w(„'-i,"), 
eine Glelchnngj die, was ihre Form zeigt, mit der drillen der Gleichungen (2) identisch 
sein muss, wonach wir 

erhalten. Es liegen also die drei, durch folgende Gleichungen: 
n" = o, u =0, u — o, 

dargestellten, Puncte In gerader Linie. Hiernach erhalten wir folgenden Satz; 

Wenn irgend drei Oerter zweiter Classe ztpel (reelle oder imaginäre') gemeinscliaß' 
liehe Tangenten haben, so Hegen die Durchschnlitspuncte der noch übrigen dreimal 
zwei (reellen oder imaginären) gemeinschaftlichen Tangenten in gerader Linie. 

W^enn die drei in Rede stehenden Oerter zweiter Classe eine gegebene gerade Linie 
in einem gegebenen Puncte berühren, so haben je zwei derselben eißcrseits zwei zusam- 
menfallende Durchschnlttspnncte und andrerseits zwei znsammenfallende gerne ins cbaff liehe 
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Tangenten. Es gehen also zu gleicher Zeit die drei gemeinschaftlichen Chorden je zweier 
Oetter durch denselben Punct (383), und die drei Durchschnittspuncte der drei Paare 
geuioinschaftlioher Tangenten liegen in gerader Linie, 

Wenn die rfre! Oerter zweiter Classe Parabeln sind, so liegt eine gemcinscharUiche 
Tangente je zweier derselben unendlich weit. Da alle unendlich weit entfernt liegenden 
geraden Linien derselben Kbene als zusammcnfaileiid zu betrachten sind, so geschieht 
den Yoraussetznngeo des vorstehenden Satzes Gcntige, wenn alle drei Parabeln eine ein- 
zige' gegebene gerade Lfnie berühren, oder (wenn diese gerade Linie, indem sie parallel 
mit sich selbst bleibt, immer weiter fortrückt) wenn die Durchmesser derselben parallel 
sind (585). 

Endlich «(innen wir aucb für die drei in Rede stehenden Oerter drei solche nehmen, 
■welche einca gcmeinschaftliclien Brennpunct haben. 

66o. Wenn wir mit zwei Carven zweiter Classe ein System von zwei P u ii c- Fig. H^ö. 
ten zusammenstellen wollen, so können wir diese Puncte auf zwei gemein scbafllicben 
Tangenten jener Curven beliebig annehmen. Hiernach erhält man sogleich aus dem obi- 
gen Satze den nachstehenden. 

Wenn mnn coti irgend zwei Puncten (C, C) ziveier gemehischaflUcher Tangenten 
zweier gegebener Curven zweiter Classe nqch der Tangenten an die beiden Cureen 
legt, so bilden diese Tangenten ein Viereck, dessen eine Diagonale {ßS) durch einen 
festen Punct (P) geht , der unveränderlich derselbe bleibt, tpie 'auch jene beiden Puncte 
(C, C) auf den gemcinschaßUchen Tangenten förtrii-cken mögen. 

Nach dem vorstehenden Satze ergibt sieb, wenn zwei gemeinschaftliche Tangenten 
zweier gegebener Ctirven zweiter Classe gegeben sind, eine leichte Constriiclion des 
Durchsclinittspunctes der beiden übrigen genieinscbaftlicben Tangcnlen und also künnen 
wir auch diese Tangenten seihst, in dem Falle, dass dieselben reell sind, construircn. 

W^enn die beiden gegebenen Curven Parabeln sind, so künnen wir auf eine doppelte 
Weise den letzten Satz auf dieselben iiberlragen. Einmal können wir nemlich die beiden 
Puncte C und C auf zweien der dret gemclnscbaftlithen Tangenten dieser X'arabeln an- 
nehmen; alsd.mn liegen die beiden Constructions- Puncte S und S' auf einer sieb immei' 
parallel bleibenden geraden Linie. Das andere Mal können wir ejnen Punct, C, auf ei- 
ner beliebigen gemeinschafilichen Tangente nnd den andern Punct, C, auf der unend- 
lich weit entfernten vierten gemeifjscbaftlicbcn Tangente a^iiehmen, das heisst, nach be-r 
liebiger Piicbtung zwei parallele Tangenten an die beiden gegebenen Parabeln ziehen. 
Der feste I'unct, P, ist alsdann der Darchschnilt derjenigen beiden gemeinschaftlichen 
Tangenten, auf denen C nicht angenommen worden ist. 

Göi. Der Salz der vorigen Nummer erleidet mancherlei Modificatlonen, wenn zwi- 
schen den beiden gegebenen Curven besondere Beziehungen Statt finden. Wir wollen 
sogleich zwei sich dreipuuctig osculjrende Curven betrachten. Alsdsqn fallen drei 
genielnscbaftllche Tangenten in der Tangente im Osculatjonspuncte zusammen und es 
gibt ausserdem nur noch eine einzige gemeinscbaftljcho Tapgente. Nehmen wir also die Fjg, 27. 
Leiden Puncte C und C auf der Tangente im Osculationspiincte beliebig an , so ist der 
fesie Punctj .P, der Durchschnitt dieser Tangente mit der einzig poch übrigen gemein» 
schaftlichen Tangente. Also ; 
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Wenn man von irgend zivei beliebigen Pimcten der Tangente im Osculatiompunctc 
ziveier oder mehrerer sich dreipunctig osculirender und üherdiess dieselbe gerade Linie 
berührender Curven zweiter Classe an Jede derselben noch zwei Tangenten zieht, so liegt 
der Durchschnillspunct dieser beiden Tangenten auf einer festen geraden Linie, und diese 
feste gerade Linie geht durch den Durchschnitt der gemeinschaftlichen Tangente mit 
der Tangente im Osculationspuncie, 

An diesen Satz Icniipft sich die Construction folgender Anfgabe : 

Eine Curce zweiter Classe zu beschreiben, die eine gegebene in einem gegebeneu 
Puncte osculirt, und üherdiess irgend zwei gegebene gerade Linien berührt. 

Es sei (Fig. 27) O der gegebene Pnnct, in welchem die gegebene Corve OM oscnlirl 
werden soll, die Tangente in diesem Poncle werde von den beiden gegebenen, in S sieb 
schneidenden, geraden Linien in den beiden Puncten C und C geschnitten. Von diesen 
beiden Puncten lege man an die gegebene Curve die beiden Tangenten CS' nnd CS', de- 
ren Durchschnittspunct S' ist. Endlich ziehe man die gerade Linie SS'> welche der Tan- 
gente in O in demjenigen Puncte, P, begegnet, durch welchen zugleich die gemein- 
schaftliche Tangente der gegebenen und der gesuchten Curve geht. Wenn diese gemein- 
schafliiche Tangente gegeben oder durch Construction gefunden worden ist, so gibt eine 
einfache Construction, welche sich sogleich darbietet, Leiiehig viele Tangenten der zu 
conslruiienden Curve. 

Eine Parabel zu beschreiben, welche eine gegebene Curve zweiter Classe in einem, 
gegebenen Puncte osculirt und überdiess eine gegebene gerade Linie berührt. 
F.27,38. Diese Aufgabe ist nur eine Modificatlon der vorigen; wir brauchen nur anKuoehmen, 
dass eine der beiden vorhin gegebenen geraden Linien, etwa CS, und also auch die beiden 
Puncte S und C unendlich weit entfernt liegen, wie In der 28. Figur. 
Fig. S8. Eine Parabel zu beschreiben, die eine gegebene Curi'e zweiter Classe in einem ge- 
gebenen Puncte osculirt und deren Durchmesser einer gegebenen geraden Linie paral- 
lel sind. 

Diese Aufgabe ist wiederum eine Modification der vorigen. Wenn die gerade Linie 
CS die gegebene Ist und, parallel mit sich seihst, immer weiter fortrückt, so nähert 
sich die Tangente CS' immer mehr der Tangente CS', der Punct S' Immer mehr dem 
Berührungspüncte 0' auf der letztgenannten Tangente. Wenn wir daher u'n parallel mit 
der gegebenen geraden Linie ziehen, so erhalten wir denjenigen Punct, n, durch welchen 
die gemeinschaftliche Tangente der gegebenen und der gesuchten Carve geht. 
Fig- 27. Ö62. Wenn wir annehmen, dass der Punct C mit demPuncte C zusaramenßillt, so 
erhalten wir die Bcrährungspuncte a nnd <s statt der Puncte S und S'. Also: 

Wenn man von irgend einem Puncte der Tangente im Osculationspuncte zweier 
Curfen zweiter Classe zwei Tangenten an dieselben legt, so liegen die beiden Serüh- 
Tungspuncte auf diesen Tangenten mit dem Durchschnitte der gemeinsehaftlichen Tan- 
gente beider Curven und jener Tangente im Osculationspuncte in gerader Linie. 

Nach diesem Satze können wir sogleich in den Aufgaben der vorigen Nummer auf 
jeder Tangente den Berührungspunct finden. Wir erhalten zum Beispiel den Berithrungs- 
punct a auf CS, wenn wir durch P und den Berührungspunct a, der auf der gegebenen 
Curve liegt, eine gerade Linie legen. 

W^ir können hiernach ferner auch folgende Anfgabe constrinreni 
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Eine Curce ziveiter Ctasse zu beschreiben, welche eine gegebene in einem, geliehenen 
Punctc osculirt, eine gegebene gerade Linie berührt und durch einen gegebenen 
Punct geht, 

W'it woUen zavÖrüerst voraussetzen, dass die gegebene gerade Linie die gegebene 
Cnrve bcrßlirc. Demnach sei OM die gegebene Curve, O der Oscnlationspunct, a (1er 
gegebene Punct und PT die gegebene gerade Linie, ivciche der Tangente im Oscula- 
tionspancte in P begegne. Man ziehe die gerade Linie «rP, von welcher die gegebene 
Gurve in d und ff geschnitten werde. In diesen beiden Ponclcn constmire man die Tan- 
genten, welche der Tangente in O in zwei Puncten begegnen. Wenn man diese Durch- 
schnittspuncte (von welchen C der eine ist) mit dem Punctc ff verbindet, so erhält man 
zwei Tangenten derjenigen beiden Carven, welche den Forderungen der Aufgabe Genüge 
leisten. 

Wenn die gegebene gerade Linie keine Tangente der gegebenen Curve ist, so künneii 
wir leicht irgend eine andere Curve zweiter Classc constrnircn, welche die gegebene in 
dem gegebenen Puncte osculirt und die gegebene gerade Linie berührt: nnd diese Curve 
alsdann statt der gegebenen betrachten. Es bieten sich in dieser Construction inehrert 
"Vereinfachungen dar. 

Als Modificalion der letzten Aixfgabe Itünncn wir folgende ansehen : 

Eine Parabel zu beschreiben, welche eine gegebene Parabel (beliebige Curve ziveiter 
Classe, beliebige Curve) in einem gegebenen Puncte osculirt und durch einen ziveiten 
gegebenen Punct geht. 

603. Wenn man, statt die Puncte C nnd C beide auf der Tangente im O^cula-l'^' ^9- 
tlonspnnctc zweier Gurven zweiter Classe anzunehmen, einen derselben aaf der gemein- 
schaftlichen Tangente annimmt, so ergibt sich folgender Satz : 

IVenn man van irgend ziaei Puncten der Tangente irn Osculalionspunete und der 
gemeinschaftlichen Tangente ziveicr sich dreipunctig osculircnder Curoen zweiter Classe 
an jede Curve noch zwei Tangenten zieht , so schneiden sich' solche zwei Tangenten.' 
Paare in solchen zwei Pancten,, die mit dem Osculationspuncle in gerader Linie liegen. 

Hiernach ergibt sich eine neue Construction der ersten Aufgabe der 6öl. Nummer, 
die anch dann nnmittelbar ihre Anwendbarkeit behält, wenn der Durchschnitt der Tan- 
Mnle Im Osculationspnncte und der gemeinschaftUchen Tangente der gegebenen nnd der 
zu construirenden Curve sehr weit entfernt liegt. Es sei wiederum OM die gegebene 
Curve, die in O oscuh'rt \vcrden soll, es seien SC und SC die beiden zu berührenden 
geraden Linien. Den Durchschnitt dieser beiden geraden Linien, S, verbinde man mit O, 
lege von C, dem Durchschnitte einer (beliebigen) derselben mit der Tangente In O die 
Tangente GS' an die gegebene Cnrve, von welcher OS in S' geschnitten werde, nnd 
endlich von S' die Tangente S'C an die gegebene Curve, von welcher SC in C geschnit- 
ten werde. C' ist alsdann ein Punct der gemeinschaftlichen Tangente der gegebenen unt! 
der zu construirenden Curve. 

Um (etwa) auf der gegebenen geraden Linie CD den BerUhningspunct.zu bestimmen, 
legen wir vom Puncte D aus, In welchem diese gerade Linie der gemeinschaftlichen Tan- 
gente DC begegnet, die Tangente Do' an die gegebene Curve, und verbinden dann den 
Punct ff', in welchem diese Tangente und die Tangente CS' sich schneiden, mit dem 
Osculalionspunete O durch eine gerade Linie. Diese gerade Linie bestimmt alsdann auf 
CS den gesuchten Berührungspunet a. 
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Man erhiiU ebenfails ans i^em Vorstehenden andere Constriictionen für die übrigen 
Aufgaben der beiden vorigen Nummern. 

664. Wenn wir zwei sich doppelt berührende Cnrven mit einem Systeme von 
zwei Pnnctcn ziisarammcnstellen , 50 erbalten wir folgende beiden Satze: 

Wenn man von irgend za'ei Puncten der beiden gemeinscha/lUcJien Taiigeiäen zneier 
sich doppell berührender Carmen zweiter Classe noch zfi>el Tangenten an jede derselben 
legt, so schneiden sich diese Zfveimal zwei Tangenten in solchen ziPei Puncten, die mit 
dem Durchschnitlspuncle der gemeinschaftlichen Tangenten In gerader Linie liegen. 

Wenn man von irgend zivci Pancten einer der' beiden gemeinschaßlichen Tangenten 
aveier sich doppelt berührender Curven zweiter Classe noch zivei Tangenten an Jede 
derselben legt, so schneiden sich diese zweimal zivci Tangenten in solchen zivei Puncten, 
die mit dem BerÜhrungspuncte auf der andern gemeinschaßlichen Tangente in gerader 
Linie liegen. 

Ich übergehe alle einzelnen Conslructlonen , die sich an diese beiden Sätze anknti- 
i)fen. Wenn die beiden Carvcn nnter einander, ßtatl des doppelten Contactes, einen 
vierpunctigcn haben, so erhalten wir den Sat? der 587. Nummer. luh beschränke mich 
hier ebenfalls darauf, bloss zu erinnern, dass die beiden Carven auch Hyperbeln oder 
Parabeln sein können, die sich in unendlicher Entfernung osculiren. Wir kommen als- 
dann zu Sätzen «nd Constniclioncn, von denen mt einige direct schon in der 5f)5. Nnm- 
mer hergeleitet haben. 
Fig. 30. <^- Wenn wir mit einer Curve zweiter Classe »wci Systeme von zwei 
Puncten zusammenstellen, so müssen, nach den Yoranssetzungcn der 659. Nummer, 
die Puncte dieser beiden Sjslome ü und B', C und C, wie in der 30. Figur, auf zwei 
Tangenten BG und B'C der Curve angenommen werden. Die drei Puncte, welche in 
gerader Linie liegen, sind alsdann S, der Durchschnitt der von B und B' an die Curve 
gelegten Tangenten BS und B'S, ferner S' der Dnrchsclinilt der beiden Tangenten CS' 
und C'S'iind endlich P, der Durchschnitt von BC nnd B'C. Der hiermit bewiesene 
Salz ist also der bekannte BBIANGHONsche. 

Die drei Diagonalen eines um eine Curcg zweiter Classe beschriebenen Sechsecks 
gehen durcJt ein und denselben Panci. 
Fig. 31. 666. Wir können endlich noch (Fig. 31) drei Systeme von zwei Puncten: 
A und A', 13 und B', G und C zusammenstellen, die auf zwei geraden Linien vertheiJE 
liegen. Die drei in gerader Linie liegenden Durchschnitlspuncle sind alsdann folgende: 

(AB' A'B), (AC, A'C), (BC, B'C), 

»der S, S* nnd S". Da wir die beiden Puncte Jedes Systems mit einander verlansehcn 
kijnnen, so erhalten wir sechsmal drei solcher Durchschnittspunctc nud hiernach folgen- 
den Satz. 

Wenn man auf jeder von zipei gegebenen geraden Linie/t drei Puncte beliebig an- 
nimmt and diese Puncte durch neun gerade Linien verbindet, so erhält man sechsmal 
drei Durchschnittspuncte , die in gerader Linie liegen. (427) 

6Ö7. Wir sind in den letzten Nummern zu verschiedenen einzelnen Fallen des Satzes 
der 659. Nummer gekommen, indem wir besondere Voraussetzungen üher die Natur der 
drei zusammengestellten Oerter zweiter Classe, und über die heidon, ihnen allen dreien 
gemeinschaftlichen, Tangenten gemacht haben. Wir gelangen noch zu andern speciellen 
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SütKiiii, wenn wir über tlic übrigen geinemsfihaftlichen TangstUen je zweier der drei 0er- 
ter besondere Bestimmungen machen, und namentlich annehmen, dass dieselben paar- 
weise znsaminenfallen. Anf diese "Weise ergibt sich unter andern Sätzen auch der nach- 
stehende: 

Wenn von solchen Oiiroen, welche alle zwei gegebene gerade Linien berühren, zwei 
von jeder der übrigen berührt werden, so gehen diejenigen geraden Linien, welche die 
jedesmaligen beiden Berührungspimcle auf jenen beiden Cii/ven verbinden, durch einen 
festen Punct. 

Dieser feste Pnnct ist ein homologer Punct jener heitlen Cnrvcn, die wir durch K 
und K' hezeichnen wollen, und zwar derjenige, welcher mit dem gemeinschaftüthen ho- 
mologen Pnncte aller Curven znsammengehört. Wenn man statt der beiden Cnrven K 
und K' zwei Piincten-Systemc B und B', G nnd C, oder, was dasselbe bedeulet, zwei 
(bcgrünzte) gerade Linien liß' und CG' nimmt, so sind alle berührenden Corven dem- 
selben Viereck BCC'B' eingeschrieben und wir erhalten folgenden bekannten Satz: 

Diejenige gerade Linie, welche die Berührungspuncte auf zwei gegenüberliegenden 
Seiten eines einer gegebenen Curve zs-^'ter Classe umschriebenen Vierecks i'erbindcf, 
geht durch den Durchsc/miil der Diagonalen desselben, 

\Tenn einer von solchen vier Oertorn zweiter Classe, welche zwei gegebene gerade 
Linien berühren, dlt drei übrigen Oerter ebenfalls berührt, so bilden die drei Berührungs- 
noncte ein Dreieck, dessen Seiten durch die drei (059) in gerader Linie liegenden homo- 
logen Pancte je zweier der letztgenannten drei Curven geben. Die Bestimmung der drei 
BcrUhrnngspuncLe, wenn wir diese drei Curven als gegeben betrachlen, kommt also 
darauf hinaus, ein Dreieck zu beschreiben, dessen Winkelpnncte auf drei gcgebcncni 
Curven liegen und dessen Seiten durch drei bekannte, in gerader Linie liegende Punctc 
gellen- Diese Aufgabe, von der noch bei einer späteren Gelegenheit die Bede sein wird, 
"cstattet, im Allgemeinen, acht verschiedene Auflösungen, und die Gonstruetion dersel- 
ben lässt sich, im vorliegenden Falle, auf elementarem Wege ausführen. Hier beschriinke Fig- 3'' 
ich mich auf den Fall, dass, statt der drei Cnrven, drei Punclen- Systeme A und A', 
B und B', C und G' gegebei sind, wo wir alsdann folgender Aufgabe begegnen: 

Eine Cun-c zweiter Classe zu beschrdben, die ßmf gegebene gerade Linien herüiiri. 

Zwei dieser fünf geraden Linien Bind MN und M'N'. Die Bestimmung der Berüh- 
vungspiincte auf den drei [ihrigen, auf AA', BB' und CG', kommt darauf hinaus, dem 
von diesen geraden Linien gobihleten Dreieck ein anderes cinzaschreihen, dessen Seiten 
durch die drei Puncto S, S' und S" gehen. Diese Constr;iction erpbt sicli sogleich ans 
dem bekannten Satze, dass der geometrische Ort für die dritten Winkelpuncte solcher 
Dreiecke, deren beide ersten Winkelpuncte auf zwei gegebenen geraden. Linien hegen 
und deren Winkelpuncte durch drei in gerader Linie liegende Piincle gehen, eine neue 
gerade Linie Ist. *) 



*) Wenn füaf Taiigcntcii einer Curve zweiter Classe gegebeu sind, so können wir die ße- 
riibrungspuncte anf deDsclbea aiich nacli dem BfliAHCHON'sehen SaUe (665) bestimmen, 
wenn wir annehmen, dass zwei Seilen des umscbrlcbenea Seehseeks zusammenfallen und 
■wir also statt desselben ein Fünfeck und auf einer Seite desselben den Bcrührungspunct er- 
halten._ Wir brauchen alsdano nur auf j-ann ähnliche Weise, wie in der 319. Nuiaraer, t\h 
consfruiren. 
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66,8- Es sei, indem vnt zu einem zweiten Schema übcrgchoB, 
U = o 
die Glcictnng irgend eines Ortes «weiter Classe, der von zweien andcrnj deren Glelcliun- 
een folgende seien: 

ü' = o, V = 0, 

doppelt berührt wird. Alsdann erhalten wir, hei gchüriger Beslimranng von /■' und /.t", 
folgende identische Gleichungen: 

II+/t' U' = +p', 

V-i-f^'V" « +q^ ^'•' 

indem wir durch 

p = o, q = o, (2) 

die Gleichungen des Darclischnittspnncles der gemeinschaftlichen Tangenten des erstm 
und zweiten und des ersten imd drillen Ortes darslijUen und in den zweiten Theilen 
der Gleichungen (l) das gehörige Zeichen nehmen. Wenn wir die beiden Gleichungen 
(l) von einander abziehen, so kommt: 

f/U-^t-V' « 4(p'±q^)- (3) 

Wenn in der Klammer dieser Gleichung «las untere Zeichen genommen werden 
musfij so stellt die Gleichung 

fiV^fiV" ^ iCp'-q') = ±(p+q)(p— q) "=0 
ein System zweier Puncte dar, die, was der erste Tbeil dieser Gleichung zeigt, zw« 
ausamraengehürige homologe Puncte des zweiten und .dritten gegebenen Ortes sind. Pie 
Gleichungen dieser beiden Puncte sind: 

P+q ^ o, p— q = o; 

die Puncte selbst liegen also mit den Puncten (2) in gerader Linie und bilden mit densel- 
ben ein System von vier harmonischen Theilungspuncten. {i»lO) 

Wenn in der Klammer der Gleichung (3) das obere Zeichen gilt, so stellt die Glei- 
cbnng 

fiV—fi"ü' — ±[p'-f-q*) == o 

Äwei imaginäre Pnncte, oder, mit andern Worten, eine gerade Linie dar, die, was dee 
erste Tbeil dieser Gleichung zeigt, eine homologe gerade Linie der zweiten und dritten 
gegebenen Curve ist. Diese gerade L'nie enthalt die beiden Puncte (2), denn die letzte 
Gieichang wird befriedigt, wenn die Gleichungen diese? PuDCte beide zugleich befriedigt 
werden. Also: 

Wenn ein Ort zweiter Classe zwei andere Oerter derselben Classe beide doppelt 
berührt, so liegen die Seiden DurchschniUspuncte der {reellen oder imaginären) g^^ 
meinschaftlichen Tangenten des ersten i^nd Jedes der beiden ülirigen Oerter, und zmef 
(reelle oder imaginäre) homologe Puncte der letztgenannten Oerter in gerader Linif 
pnd sind vier liarrnonische Theilungspimcte. 

Statt der doppelten Berührung können wir in den vorstehenden Enlwictlungen in^sbc- 
sondere auch eine vierpunctige Osculatiou nehmen; an die ^telle des Durchschnittes de» 
beiden gemeinschaftlichen Tangenten tritt alsdann der Osculationspuuct. 

Wenn wir mit einer Curve ein System von zwei Puncten zusammenstellen woJlea, 
30 müssen wir, wenn von einer doppelten Berührung die Rede ist, diese Puncte guf .dem 
Umfange der Curve aunchmen. Will man zwei Systeme von zwei Puncten zusammenstel< 
ien, so müssen, unter gleicher Voraussetzung, alle vier Puncte in gerader Linie liegcni 
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Hiernach ergeben sich mancherlei einzelne SäUo, von denen wir Leispielswelse nur ei- 
nige hervorheben wollen. 

669. Wenn wir für den ersten Ort irgend eine Ciirve und für die beiden andern 
Oerter zwei Puncten-Sj'Steme nehmen, so dass also eine Cnrve und vier Puncte auf dem 
Umfange derselben gegeben sind, so begegnen wir folgendem Satze: 

Wenn man in eine Curve ztveiter Classe ein Viereck beschreibt, dessen Wirütel- 
puncte die ßerilhrungspuncte auj den Seiten eines derselben umschriebenen Vierecks 
sind, so liegen die Durchschnilispujicle der beiden Paare nicht an einander anstossender 
Seiten jedes der beiden Vierecke alle vier in gerader Linie und bilden vier harmonische 
Th eiiungsp uncte. 

Dieser Salz nmfasst alle verschiedenen Fälle, wenn wir die Definition des Vierecks 
ganz allgemein nehmen. 

670. Wir wollen ferner für den ersten Ort eine Curve nehmen und mit derselben 
eine zweite dieselbe doppelt berührende Curve und' ein System von zwei auf dem Um- 
fange derselben Hegenden Pnncten zasammens teilen , und zuvörderst voraussetzen, dass 

die beiden Curven sich vierpunctig osculircn. Es sei (Fig. 32) OJVIM die erste, Fig. i 
OPQ die zweite Curve und M und N seien die beiden gegebenen Puncte. Wenn wir 
alsdann von M und N vier Tangenten an die gegebene Cnrve legen, so bilden diese vier 
Tangenten eine vollständige vierseitige Fignr, deren eine Diagonale (jn der l'igur SS') 
durch den Oscnlationspunct geht. Hiernach ergibt sich eine Construclioii folgender Auf- 
gabe: 

Eine Curve zweiter Classe zu beschreiben, die eine gegebene vierpunctig osculirt 
und äberdiess durch irgend zwei gegebene Puncte geht. 

Die gegebene Curve sei OPQ, die gegebenen Puncte M und N und zunächst werde 
der OscuUtionspunct gesucht- Man lege zu diesem Ende von jedem der beiden gegebe- 
nen Puncte zwei Tangenten an die gegebene Curve, Diese beiden Tangenten -Paare 
schneiden sich in den vier Poncten S und S', S" i-ind S"', durch welphe sich noch zwei ge- 
rade Linien SS' und S"S"' legen lassen. Diese beiden geraden Linien schneiden die ge- 
gebene Curve, im Allgemeinen, in vier Functen O, O', O" und O'", und diese Puncle 
sind diejenigen, in welchen die gegebene Curve von denjenigen Curven, die den Forde- 
rungen der Aufgabe Genüge leisten, und deren es also, im Allgemeinen, vier gibt, os- 
culirt wird. 

W^ir können hiernach ferner sogleich die Tangenten (etwa) derjenigen Curve, weiche 
die gegebene in O osculirt, in den beiden gegebenen Pnncten M snid N construiren, da 
P, der Dui"chEchnitlspunct derselben, der vierte harmonische Tbeilungspunct zu den 
drei Pnncten O, S und S' ist. (6Ö9) 

Wir wollen ferner folgende Aufgabe construiren: 

Eine Curve zweifer Classe zu beschreiben, die eins, gegebene doppf.lt berührt und 
ilberäiess durch drei gegebene Puncte geht. 

Wenn wir die gegebene Curve nach einander mit irgend zweimal zwei der drei gego^ 
bencn Puncte zusammenstellen, so erhalten wir zweimal zwei Linien-Paare, die dem 
Linien - Paare SS' und S'S'" der 33. Figur entsprechen. Diese beiden Linien -Paare 
Bchneiden sich in vier Puncten nnd diese vier Puncte sind die Durchschnittspuncte dep 
(reellen oder imaginären) gemeinschaftlichen Tangenten der gegebenen Curve und derjo^ 

iL 30 
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nigeii vier, welche den BcJing^ungcti der Aufgabe Gcniige IcistGii, Die Tangenten dieser 
Curvcn in den drei gegebonen PnncLen lassen sich wiederum leicht conslrniren. 

Da drei gegebene Puncte sich atif dreifache Art zu zwei combiniren lassen, so.erlialtea 
wir dreimal zwei gerade Linien, die nothwendlg durch dieselben vier festen Punctc gehen 
müssen. Diese vier Puncte sind diejenigen, in welchen sich die drei Diagonalen von 
solchen der gegebenen Curve umschriebenen Sechsecken schneiden, deren Seiten, paar- 
weise genommen,, durch die drei gegebenen Puncte gehen. Wir sind also anf indirectem 
■Wege zu 'dem BmanCHON 'sehen Satze vom umschriebenen Sechsecke (666) gelangt und 
haben zugleich eine geometrische Bedeiililng des Durcbsclmiltspunctcs der drei Diagona- 
len nachgewiesen. Es ist nemlich dieser Pnnct der Dm-chschnittspunct der (reellen oder 
imaginären) gemeinschaftlichen Tangenten der gegebenen Cnrve nnd einer andern, welche 
dieselbe doppelt berührt nnd ausserdem durch die drei Durchschnitte der gegenüberlie- 
genden Seiten des umschriebenen Sechsecks geht 

671. Wenn wir drei Oerler betrachten,, von welchen Jeder den ersten gegebenen 
Ort doppele berührt und 

für die Gleichung des neu hinzugekommenen Ortes nehmen, so erhallen wir nach dem 
Schema der 663. Nummer, wenn 

r = o 
die Gleichung des Durchschnittes der gemeinschaftlichen Tangenten des ersten OrE« 
und des neu hinzugekommenen ist nnd wir den Coefticientcn /.C" gehörig bestimmen.: 
,t'U'— m"U" == ±(p'~q') = o, 
;:'U'-^rU'" = ±(p'~r=) = o, (4) 

{.i'W—i.HV" = ±{iif—t^) ~ o. - 
Wenn wir die beiden ersten dieser drei Gleichungen von einander abziehen, so kommen 
wir zu der dritten Gleichung. Hierin ist folgender Satz enthalten: 

Wenn ein gegebener Ort zteeiier Classe von dreien andern Oertern derselben 
Classe doppelt berührt wird, so sind diejenigen drei Paare homologer Puncte je ziveier 
der letztgenannten Oerler , welche mit den bezüglichen Durchschnittspuh'jten der {reel- 
len oder imaginären) gemeinschaftlichen Tangenten jedes dieser Oerler und des erstgc- 
nannten in gerader Linie liegen , die gegenüberstehenden Winkelpuncte einer vollstän- 
digen vierseiligen Figur. 

Die vorstehenden Gleichungen (4) beziehen sich ausschliesslich auf denjenigen Fall, 
wo die bezüglichen homologen Puncte je zweier derjenigen drei Curven, welche die erste 
gegebene doppelt berühren, reell sind. Es können auch vier dieser drei Fnncte ima- 
ginär sein, alsdann müssen wir in jenen Gleichungen entweder das Zeichen von p' oder 
von q' oder von r^ ändern. In diesem Falle gestaltet der letzte Sats unmittelbar Leine 
geometrische Construction. 

Ich kann auch hier einige besondere Fälle des letzten Satzes, den voüsiandig zu dis- 
cotireii der Raum verbietet, nicht unerwähnt lassen. 

672. W^enn wir für den ersten gegebenen Ort eine Curve und für die drei übrigen 
drei Systeme von zwei Puncten, die alsdann auf dem Umfange der Curve liegen müssen nnd 
die auch iheilweise zusammenfallen und auch beliebig mit einander verwechselt werden kön- 
nen, nehmen, so erhalten wir den PASGAL'schen Satz vom eingescbriebenen Sechseck. 



y Google 



Oerter zweiter Classe. 235 

der nns eben so oft und angesucht begegnet, als er eine grosse Rolle in dieser Art von 
Untersuchungen spielt. 

678. "NVenn wir für den ersten gegebenen Ort zweiter Uasse ein System von zwei 
(reellen oder imaginÜrcn) Puneten, und für die übrigen drei Oerter Larven nebmen, und 
diese Curven also eine gemeinscbafijiche Cborde haben, so liegen viermal drei Durcb- 
scbnittc der gemeinschaftlichen Tangenten je zweier Curven in gerader Linie. Und dieser 
Satz besteht endlich auch dann, wenn jene gemeinschaftliche Chorde unendlich weit 
liegt, das helsst, wenn die Cnrven irgend drei ahnliche und ähnlich liegende, insbcson' 
dere drei Kreise; sind. Er erhält alsdann folgende Aussage : 

Die DurchschnittspuJicie der äussern und innem {reellen oder imaginären) gemein- 
schaftlichen Tangenten je Ziveier irgend dreier gegehener Kreise, sind solche sechs 
Puncte, von denen viermal drei in gerader Linie Hegen (164)- 

67^^. Wenn wir für den ersten gegebenen Ort ein Puncten -System und für die drei 
übrigen Oerter ein zweites Puncten- System und zwei Curven nehmen, so müssen, den 
Voraussetzungen 'geniÜss, diese beiden Cnrven sich in den beiden Puncten des ersten 
Systems schneiden und mit denselben Puncten müssen die Puncte des zweiten Systems 
in geradee Linie liegen. Hiernach erhalten wir folgenden ^^tz; 

Wenn man i'on irgend zwei Punelgji einer gemeinschaftlichen Chqrdc irgend zweier 
Cameii zweiter Qassc vier Tangenten an jede derselben legt, so erhiilt man zwei voll-, 
ständige vierseitige liguren, ^ie den Curven Seiden zugleich umschrieben sind, und in 
jeder Figur also, ausser den beiden Puncten der gemeinschaftlichen Chorde noch zn'ßi 
Paare gegenüberliegendfir. W inkelpuncte. Zwei homologe Punpte und zwei, auf zwie^ 
Jache Art zu wählende, Paare gegenüberliegender Winkelpunctg der beiden umschricr 
benen Figuren bilden die Winkelpunete einer neuen vollständigen vierseitigen figur. 

^Venn wir annehmen, dass die beiden auf der gemeinschaftlichen Chorde der beiden 
Curven liegenden Puncte zusammenfallen, so erhalten wir, statt des letzte« Satzes, den 
nachstehenden; 

Wenn mah oon irgend einem Puncte einer gemeinschaftlichen Chorde irgend zweier 
CtiTven zweiter Clnsse zwei' Tangenten an Jede derselben legt, so schneiden sich dieje-t 
nigien vier geraden Linien, welphe die beiden Berührungspuncte auf der eilten Curve 
mit den beiden Beruhrungspuncten auf der andern Curce verbinden, in zwei zusam-: 
mengehörigen homologen Puncten der beiden Cnrven (387). 

Wir können die beiden Satze dieser Nummer zur Constrnction der gomeinscbaftUchen ^'g- S"?, 
Tangenten zweier gegebener Cnrven zweiter Classe anwenden, wenn wir zwei Dnrch- 
(chnittspuncte dieser Curven kennen. Hier wollen wir Beispielsweise denjenlgeif J''all nä- 
her betrachten, wo die beiden gegebenen Curven eine Hyperbel und ein Krei§ sind, die 
sich in vier reellen Puncten A, B, C nnd D schneiden und keine gemelnsphaftHchen 
Tangenten haben; und wollen die beiden reellen homologen Buncte derselben construi- 
ren. Wenn wir zu diesem Ende von irgend einem Puncte P der gemcinscbaftlicheii 
Chorde BD aus zwei Tangenten an jede Cnrve legen, so gehen, wenn M ijnd IN, IVJ' 
nnd N' die vier Berührungspuncte sind, die beiden geraden 'Linjen MM' nnd W]>j' ^ujrch 
den einen homologen Punct H nnd di? beiden geraden Linien iVjr^' pnd M'^f durcl^ 4eR 
arnüeni homologen Puoct H'. 

39* 



yGoosle 



a36 Zui' Theorie der 

Wir können hierbei auch n;ich dem ersten Satze dieser NnQiifier; COnsts'niten>unt[. yoH 
zwei Punclen P ttnd P' der Chordc BD ans Tanf;eiiEcn an die beiden .iCu.rwn ilegeni 
Zieben wir zum Beispiel die Tangenten PS und PS', P'S und P'S', so geht die gerade 
Linie,, 'Welche aich durch die bcidcp Puncle S.und S' iegen lässt, zugleich durch dep 
homologen Piinct ,H. Nehmen wir statt dei' beiden Tangenten P'S und PS die beiden 
Tangenten P'S, und PS, so erhalten wir die beiden Puncte S iind S, , welche riiit debi 
PuncEc H' in gerader Linie liegen. 

Wir würden dieselben homologen Puncte H und H' erhalten, wenn wir von Punctcn 
der gemeinschaftlichen Chordc AC Tangenten an die beiden Curven legen. Aber von 
keinem Puncte der vier übrigen Chorden ABund CD, BG and DA lassen sich reelle 
Tangenten an beide Curven zugleich legen, die entsprechenden homologen Puncte sind 
imaginär. Die beiden durch diese vier imaginären homologen Puncte gehenden homologen 
geraden Linien (öio) erhält man an£ der Stelle. Man braucht zu diesem Ende bloss die 
Leiden Cbordalpuncte (363) der beiden gegebenen Curven Q und Q' mit dem dritten 
Chordalpnncte Q" durch zwei gerade Linien zn verbinden. Auf ähnliche Weise liegen 
die heiden reellen homologen Panctc 11 und H' auf der geraden Lirtic, welche, die beiden 
Chordalpuncte Q und Q' mit einander verbindet. 

Die drei Chordalpuncte zweier Kegelschnitte sind die Winkelptincte desj'enigeil 
Dreiecks, dessen Seilen die drei homologen geraden JJnien derselben beiden Kegel' 
schnitte sind. In Beziehung auf jeden derselben sind die drei Chordalpuncte die Pole 
der drei homologen geraden Linien, und, umgekehrt, diese sind die Polaren pon jenen. 

(Vergl. die 310. Nummer und die Schlussbe merkung der 384. Nummer.) — 

675. Es seien, indem wir zu einem neuen Schema übergehen, 

U = 0, U' = o, U" = 0, (,) 

die Gleichungen irgend dreier gegebener Oerter zweiter Classe; alsdann stellen, wenn 
^' nnd li' irgend zwei unbestimmte Coefficienten bedeuten, die Gleichungen: 
U+;i'ü' = o, U+,u"U" = 0, (j) 

die wir, der Kürze halber, durch 

V = o, Y" = 0, 

bezeichnen wollen, irgend zwei solche neue Oerter derselben Classe dar, welche respective 
mit dem ersten und zweiten, und mit dem ersten und dritten gegebenen dicselbenvier 
gemeinschaftlichen Tangenten haben. V\'enn wir die beiden Gleichungen (3) von einan- 
der abziehen , so erhallen wir 

^■Ü'~;^"U" = Y'-V - W = o, 
indem wir zugleich jeden der beiden ersten, vollkommen identischen Ausdrücke (^(XJ'— /i"U"x 
und (V — Y"), der Kürze halber, durch W bezeichnen. Die letzte Gleichung zeigt, das» 
die Curve W = o einerseits mit den beiden gegebenen Oertern Ü' = o imd U" = o 
und andicrseits mit den beiden Oertern V — o und V" = o dieselben vier gemeinschaft- 
lichen Tangenten hat. 

Hie vier gemeinschaftlichen Tangenten irgend ziveier gegebener Oerler zweiter 
Classe und die vier gemeinschaftlichen Tangenten irgend zweier änderet' Oerter der- 
selben Classe, welche mit jenen beiden gegebenen und irgend einem dritten gegebenen 
dieselben gemeinschaftlichen Tangenten haben, berühren alle acht ein und denselben 
neuen Ort zweiter Classe, 
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67Ö. Zu demselben Resultate kommen wir ancli nach folfjenclem Schema, in welchem 
ich die Sczeichnung mit clei- Bezeichnung in der vorigen Muimner übereinstimmend wähle. 
Es stellt nemllcb die Gleicliunff 

^ Y'_U-,rU" = W = 
irgend einen Ott zweiter Classe dar. Um diese Gleichung zu construiren ; selzen wir 
zus'eicb: 

Y'~U == ftU = o lind U" = 0, 
V+//V = "V" = o „ y = o. 
Wir sehen hierans, dass, wie oben, die beiden Gui-vcn U' =s und Ü" = o, so wie 
die. Curvcn "V = o und Y" = mit der Curve W = dieselben vier gern eins cbaftli- 
chen Tangenten haben. Betrachten wir die drei Curven U = o, U" = o und V = o 
als gegeben, so erhält der letzte Satz folgende Aussage: 

Wenn irgend drei Qerter ziveiier Classe gegeben sind, so hat jeder der beiden 
letztem mit einem beliebigen Orte , der mit dem andern derselben and dem ersten ge- 
gebenen dieselben gemeinscliaJtUchen Tangenten hat, vier gemeinschaftliche Tangenten; 
die acht gemeinschaftlichen Tangenten, die man aiif diese Weise erhält, berühren ein 
und denselben neuen Ort ziveiter Classe. 

677. Wir wollen hier nnr einige ganz specielle Fälle der Siltze der beiden letzten Fig- 3i). 
Nummern hervorheben, und zwar zuerst für die drei Oertcr 

U = o, ü" = o, Y' == 0, 

die drei Pnnctcn- Systeme Q und Q', R und Fi', S luid S' und demnächst für die bei- 
den Oertcr: 

U' = 0, V" = o, 

die beiden Puncten- Systeme N und N', M und M' nehmen. Abdann berühren die acht 
geraden Linien SM, SM', STSI, S'M', RN, Yx.K, U'N und ß'N' dieselbe Cnrvc zweiter 
Classe, welche durch die Gleiehungj 

YV = o 
dargestellt wird und die Hyperbel der 34. Figur ist. 

An das Yorstebcndc schliesscn sich zierliche Constructionen einer Cnrve zweiter 
Classe an, wenn fünf Tangenten derselben gegeben sind. Diese fünf gegebenen Tangen- 
ten können wir beliebig unter den letztgenannten acht geraden Linien auswählen und er- 
balten alsdann verschiedene Constructionen der drei übrigen. 

Es seien zum Beispiel SM, SM', S'M, S'M' und R^f die fünf gegebenen zu berüh- 
renden geraden Linien. Die ersten vier dieser geraden Linien bilden ein Viereck, (das 
wir auf doppelte YVcIse nehmen können), dessen gegenüberliegende Winkelpuncle S 
und S', M und M' seien. Auf der fünften gegebenen geraden Linie nehme man zwei 
Puncte Fl und N beliebig an, ziehe RM und SN, die sich in Q, und FvM' nnd S'N, 
die sich in Q' schneiden. Ferner ziehe man Q'M und QM', die sich in I\', nu<l Q'S 
und QS', die sich In-JN' schneiden, RDJ', R'N und R'iN' sind alsdann drei neue Tangen- 
ten der zu construlrenden Curve. 

Um ein zweites Beispiel zu nehmen, seien S'M, S'M', R'N, R'N' und SM die fünf 
gegebenen geraden Linien, wodurch die Durcbschnittspnncle S', Fi' nnd M bestimmt 
sind. Man nehme einen Punct Q beÜcbig an, ziehe QM und nehme anf dieser geraden 
Linie den Punct R wiederum beliebig an. Man ziehe QS', wodurch auf Fi'N' der Punct 
N', QR', wodurch auf S'M' der Punct M' bestimmt wird, ziehe RM' und R'M, die sich 
in Q' schneiden, Q'S', weiche R'N In N begegnet und endlich SM', RlNf und RN'. 
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Fig. 35, 678. Eine Curi'e ziveiler Classe zu beschreiben, ivelchc, mit einer gegebenen zu- 
sammengestellt, zivei gegebene Pancle zu homologen Puncten hat, und äbcrdiess eine 
gegebene gerade Linie berührt. 

Es sei RN die gegebene gerade Linie nnd Sl und IM' seien die heiden gogübenea 
Puncle. Wenn diese Puncto beide ausserhalb der gegebenen Curvc liegen, so feünnea 
wir die vorstebende Äiifgabü unmittelbar auf die Aufgabe der vorigen Nummer zurück^ 
flilireu, indem wir von den beiden gegebenen Pnncten Tangenten an die gegebene Curvo 
legen. Diese Tangenten werden aber paarweise imaginär, wenn M und M' innerltalb 
der gegebenen Curve liegen. In diesem Falle kommt die vorstehende Aufgabe darauf, 
hinaus, eine Curve zweiter Ciasse zu besclireibenj welche fünf gegebene gerade Linien, 
von welchen zwei und zwei imaginär sind, berührt. Diese imaginären geraden Liniea 
lassen sich allgemein als die imaginären gemeinschaftlichen Tangenten zweier gegebener 
Curvea zweiter Classe geometrisch bestimmen, oder auch, wie in dem vorliejjcnden 
Falle, daroh die eine dieser Corvcn und durch zwei innerhalb derselben liegende Puncto 
M und M', die reellen Diirchschnitlspimcte der heideo Paare imaginärer gemeinschaft- 
lichen Tangenten. 

Die Construction dieser Aufgabe, stimmt bochstäbllcb mit der ersten Construction 
(1er vorigen Nummer übercin, wenn wir nur die gegebene Cnrvc an die Stelle des gege- 
benen Puncteij- Systems S pnd S' setzen. Es ist daher hinrcicheud, bloss die 35. Figur 
hiniu anfügen. 

679. Wenn man annimmt, dass die beiden gegebenen I'uncle, M nnd M', zusam* 
mcnfallen, so besteht noch immer die erste Construction der 677. Nummer, gibt aber 
alsdann nur eine einzige neue Tangente, Die verlangte Curve hat alsdann mit der gege- 
benen einen doppelten Contact, der imaginär wird, wenn die zusammen fall enden Puncto 
innerhalb der gegebenen Curve angenommen werden, 

Eine Curce ziveiter Classe zu beschreiben, welche mit^einer gegebenen auf einer 
gegebenen {der Curve begegnenden oder nicht begegnenden) geraden Linie einen {reel- 
len oder imaginären) doppelten Contact hat, und überdiess eine zfpeite gegebene ge^ 
yade Linie berührt. 
Fiff, -lÖ. Es sei PP die erste gegebene gerade Linie, Im Pole derselben, in Beziehung auf 
die gegebene Curve, nehme man die beiden zusammenfallenden Pnncte M und M' an. 
(616) Die zweite gegebene gerade Linie sei PtN, und auf derselben bestimme man wÜl- 
kUbrllch die beiden Puncte R und N. Man lege vom Pnncte N aus zwei Tangenten an 
die gegebene Curve, und verbinde die Puncte M (M') und R durch eine gerade Linie, 
welche jenen Tangenten in Q und Q' begegne. Durch Q und Q' lege man zwei neue 
Tangenten an die gegebene Curve, welche sich in N' schneiden, und ziehe endlich RN'. 
Diese gerade Linie ist eine neue Tangente der verlangten Curve, 

Wenn man die beiden zusammenfallenden Puncte M und M' auf dem TJmfange der 
gegebenen Curve, etwa in O, annimmt, so entlsijlt das Vorstehende eine neue Construc- 
tion folgender Aufgabe; 

Eiiie Curvc zweiter Classe zu beschreiben, die eine gegebene in einem gegebenen 
Puncte, der auch auf einer Asymptote derselben unendlich weit Hegen kann, vierpunc- 
tig QscuUrt und überdiess eine gegebene gerade Linie berührt. 

E» ^rhellet zugleich aus der letzten Construction, dass alle Curven zweiter Classe, 
welche eini; gegebene gerade Linie berühren, und überdiess eine gegebene Curve derselben 
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Ciasse, auf solche Welse doppelt hcrähren, dass die Pole der Iseziiglichen Beiiihrungs- 
Chorden auf einer gegebenen geraden Linie liegen, ausserdem nocli ein uad dieselbe 
zweite gerade Linie Lcriilircn. An diese Bemerkung schliesst sich eine neue Construction 
einer Curve zweiter CJasse an, welche eine gegebene doppelt und iiberdiess drei gegebene 
gerade Linien berührt, und einer Curve zweiter Classe, welche eine gegebene vierpanc- 
tig oscuürt und nbcrdiess zwei gegebene gerade Linien berillirt. 

680. Die allgeraeinc Aufgabe, einen Ort zweiter Classe zu beschreiben,, der mit zwei 
gegebenen dieselben vier, reellen oder imaginären, Tangenten hat und eine gegebene 
gerade Linie berührt, hat immer eine einzige reelle Auriösung. Wenn insbesondere difl 
gegebene gerade Linie eine homologe gerade Linie der beiden gegebenen Oerter ist, so 
ist der verlangte Ort offenbar das System der entsprechenden beiden homologen Pnnctc 
der beiden gegebenen Oerter. Jede nene Tangente' des verlangten Ortes, die wir nacli 
der ersten Constroetionswelse der 677. Nnminer erhalten, fällt alsdann nothwendig mit 
der gegebenen geraden Linie znsanimen. Diess ist offenbar in dem Falle, dass jene bei- 
den homologen Pnncte imaginär sind nnd wenn es für diesen Fall gilt, mnss es offenbar 
anch für den andern Fall gelten, dass jene Pnncte reell sind. Hiernach erbalten wir fol- 
gende charakteristische Eigenschaft einer beliebigen homologen geraden Linie zweier ge- 
gebener Cnrven zweiter Classe. 

Wenn irgend zwei Curceii ziveiter Classe gegeben sind und man legt con einem be- 
liebigen Pitncte einer ihrer homologen geraden Linien zwei Tangenten an eine Curve, 
und von einem zweiten beliebigen Puncte derselben Linie zwei Tangenten an die andere 
Curve, und endlich von ztvei gegenüberliegenden Durchschnittspuncten dieser beiden 
Tangenten ■ Paare noch zwei Tangenten an jede Curv^: so schneiden sich diese zwei- 
mal zivei Tangenten in zwei neuen Puncten der homologen geraden Linie. 

631. Ich darf hier diese ErÖrteningen nicht weiter ausdehnen, nnd scbliesse diese 
Abtheilung mit einigen AndeuUmgen über die geometrische Bedeutung der bisher ge- 
brauchten nnbesflmratcn Coefiicicnten. 

Wenn zwei Oerter zweiter Classe durch folgende beiden Gleichungen gegeben Eind: 
Äw=-l-2Bvw+Cv^-t-;(Duw+2Euy+Fu' = U = O, 
A'w^+2li'vw+C'v«-l-9D'uw-l-2E'nv+F'n^ = U' = o, 
und mit diesen beiden O erlern irgend ein dritter Ort, dessen Gleichung: 

A"w'+2B"vw-l-C"v=+2D"uw+2E"QV+F"n^ = U" = o, 
dieselben vier gemeinschaftlichen Tangenten hat, so ergibt sich, wenn /«' und u tmhe- 
stiinmte Coefficienten bedeuten: 

U+^t'U' = ).i'V'. ' (■} 

Der dritte Ort Ist vollkommen bestimmt, wenn der tinbestJinrate Coefficient ;«' gegeben 
ist, und, umgekehrt, wenn der dritte Ort gegeben ist, Jjlsst sich leicht, auf verschiedene 
Art, der W^erlh jenes unbesLlnimten Coefiicienten construlren. Wir wollen, was erlaubt 
ist, ohne der Allgemeinheit irgend Abbruch zu thun, A = A' = A" = 3 setzen. Wen» 
wir die Gleichung (l), In Beziehung auf \v, dlfferentiirGn, So kommt: 
dU ,dU' „dD" 

und die drei parlieüon Differential -Coefficienten dieser Gleichung, Ausdrücke von der 
Form (w+Bv-i-Du), gleich Null gesetzt, stellen die Mittelpuncte der drei Curvcn dar. 
Wenn wir also die Abstände des Mittelpanclcs der dritten Ciirve von den Mlttelpuncten. 



y Google 



240 Ziir Theorie der 

der ersten nnd zweiten Curve p und p' nennen, so ist nach der itio, Nummer': 

woijci wir das obere oder untere Zeichen nehmen müssen, je nachdem der dritfe Miftcl- 
pnncl zwischen die heiden ersten fällt oder nicht. 

Der Raum verbietet, in Constructionen irgend einer Art hier einzugehen. 

^'Venn wir die Gleichung ()), in Beziehung auf v, diffcrcntiiren, so kommt: 

du ,dU' .,dU" 

Die drei partiellen Differential -Coefficienten dieser Gleichung, Ausdrucke von der Form 
(Bw-1-Cv-l-Eu) , gleich Null gesetzt, stellen die drei Pole der zweiten Axe, in Beziehung 
aui die drei Gurven, dar. Bezeichnen wir die Abstände des dritten Poles von dem ersten 
und Kweiten durch q und q', so kommt: 

, B' q' 

Ans der Zusammenstellung dieser Gleichung mit der Gleichung (2) folgt: 

B und B' sind die Abstände der Miltelpuncte der heiden ersten Curvcn von der zweiten 
Axc. Das Verhältniss dieser Abstände bleibt dasselbe, wenn wir diese Axe um denjeni- 
gen Punct beliebig sich drehen lassen, in welchem dieselbe diejenige gerade Linie, 
welche jenen Mittelpunct enthält, schneidet. Also: 

Das Verhältniss der gegenseitigen Abstände der drei Pole einer beliebigen Trans- 
fersalen, in Beziehung auf drei Curpen zweiter Classe, die demselben Viereck einge- 
schrieben sind, bleibt dasselbe, ivenn die Transversale sich um ihren Durchschnitts- 
punct mit der durch die Mittelpuncte der drei Curven gehenden geraden Linie belie- 
big dreht. 
t'ig' 37. Wenn wir insbesondere für die beiden gegebenen Oerter zwei Puncten - Systeme, 

P und P', Q und Q', nehmen, so ist der dritte Ort irgend eine Curve, die einem gege- 
benen Yiereck, etwa dem Vierecke PQP'Q', eingeschrieben ist. Wenn wir die vier Sei- 
ten dieses Vierecks als vier Transversalen betrachten, so sind die drei Pole derselben, in 
Beziehung auf die drei Oerter, die heiden auf derselben liegenden Winkelpuncte und 
der Berührungspunct, Wenn wir also die Segmente, welche auf den vier Seilen durch 
die vier Berührungspuncte bestimmt werden, a und a', b und V, c und c', d und d' 
nennen, ferner die Abstände der Mitten der beiden Diagonalen von den vier Seiten M, 



N, O, P und M', N', O', P', und endlich 2. = " . ^ » setzen, so gibt die Glei- 



: x.j^^, E" " "n' c "'iT' d ~ "'P' 

Hieraus folgt: 

a'.b.c'.d M'.N-O'.P sind .sinß.sin-/ .sinS _ 
a.b'.c.d' ~ MCN'^F ^ sinc.sinßlin-^sinö' ~ ^' 

(Vergleiche die Note zur 441. Nummer.) Der hierin enthaltene Satz ist folgender ; 

Wenn eine Curve zweiter Classe die vier Seiten eines gegebenen Vierecks berührt, 

so bestimmt auf jeder Seite der bezügliche Berührungspunct zivei Segmente. Dßs 
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Pruäacl POJi der nicht auf einander folgejiden solchen Segmente ist dem Producte der 
vier übrigen gleich. 

Statt der Cnrve kann man in dem letzten Satze ein drittes Puncten- System nehmen 
Hod erhält alsdann den Satz der kk<>- Nummer, Es ist der letzte Satz auch einer Leden- 
icnden Verallgemoinernng fähig *J. Er gilt auch Cur ein nmschrieljenes Dreieck (^36, 
321) und für jedes beliebige umscbriebene Polygon, was leicht zu zeigen ist. 

Ich gehe in kein näheres Detail hier ein; ich wollte dnrcb diese Schlussbemerkungcn 
bloss Tciederbolt darauf anfmcrksam machen, wie die Theorie der Transversalen, 
welcher die rein geometrische Methode in neuerer Zeit ihre schüiiston Entwicklungen ver- 
dankt, mit der Betraehtimg der unbestimmten Coefficientcn in der allgemeinen Verbin- 
dung der Gleichungen aufs innigste zusammenhängt, und die einzelnen Sätze derselben 
aus dieser ohne JMilhe sieb herleiten lassen. (Yergl. die j^SÖ — ^^l. Nummer). 



■'■) PoNcKrET, Prop. pi-oj, i5i. 
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Das P r i n c i [) der R e c i p r o (^ i t ä t. 



ÖÖ'J. TT enii wir die Entwicklungen des ersten Bandes mit den Entwicklungen der 
Torstchenden ersten Abtheiliing des zweiten Bandes., und wenn wir namenilicli die Ent- 
wiclclnngen der beiden letzten Paragraphen jenes ersten Bandes und dieser ersten Ablliei- 
lung mit einander vergleichen, so bemerken wir eine überraschende Analugic in den Re- 
JuUaten. Es stehen dieselben, paarweise genommen, in so genauer Wecbscl bezieh nng, 
dass wir, vermittelst eines allgemeinen Principes, mit welchem wir nns in dieser zweiten 
Abthcihing bescbafllgen wollen, sobald ein Satz bekannt ist, unmittelbar den analogen 
Satz erhalten. Der heschränkfc P»anm verbietet uns, in den folgenden Auseinanderse- 
tzungen mit derjenigen Ansfübrlichkeil, welche der Gegenstand fordert, za Werke zn 
gehen. Bei dieser Beschränkung entscheide ich mich indess lieber dafür, mancherlei 
einzelne FiesaltaLe zu unterdrücken, als bei der Aufstellung und Entwicklung des in Red« 
Steheaden Principes von einem weniger allgemeinen Gesichtspuncte auszugehen. 

§. 1. 
lieber dus CRAMEB'sche Paradox. 

683. Die aligemeine Gleichung irgend eines n. Grades zwischen iwci vci-anderlichcB 
Grossen, welche, je nachdem diese veränderlichen Grossen Punct- oder Ijinieti -Courdi- 
natea bedeuten, die Ocrler n. Ordnung oder n. Classe darstellt, cnibiilt: 

constantc Coefficientcn. Jeden beliebigen dieser Cöeflicientcn können wir alx gf^eiieu be- 
trachten und etwa gleich Eins setzen. Die übrigen 
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(n 4-l)(n+i3) ^ n(n-t-3) 
1. 9 1. 2 
Cocflicicnlcn sind alsdann dnrcli c'mc gleiclic Anzahl linearer G!ei<:litinp;en, im Allj^'emei- 
nen, vollkommen und auf cinzip;c Weise bestimmt. In dem Falle von Punct-Coordina- 
tcn entspricht jedem gegebenen Puncte der hezüglichen Cnrve, in dem Falle von Linlcn- 
Coordtnaten jeder Tangente der bezüglichen Curve, eine solche lineare Bedingnngs- Glei- 
chung. Ein Ort n. Ordnung ist also dnrch — ^ Puncte, ein Ort n. Classc dorch 

!l(^!tl' Tangenten, Im Allgemeinen, vollkommen bestimmt. 

Aber zwei Ciirveu n. Ordnung schneiden sich, im Allgemeinen, in n^ Puncten und 
durch dieselbe n' Puncte gehen ausserdem noch unendlich viele Oertcr derselben Ord- 
nung. Zwei Oerter n. Classc berühren, im Allgemeinen, beide dieselben n' gerade Li- 
nien , lind dieselben n' geraden Linien sind ausserdem aach noch Tangenten von nnenil- 
lich vielen Oertcrn derselben Classe. Sobald n = 3 oder n > 3, nnd also 

-^ I. 2 ' 
begegnet man einer Art von Paradox, dass nemlich eine Curvc durch so viele oder durch 
mehrere Puncte geht, oder so viele oder mehrefe gerade Linien berührt, als, im Allge- 
meinen, zu ihrer Bestimmung nüthig sind, nnd doch noch nn bestimmt bleibt. 

Auf dieses Paradox, riicksichtUch der Bestimmung der Cnrvcn durch Pnncte, seheint 
zuerst CllAMER *) aufmerksam gemacht, und zugleich die analytische Erklärung desselben 
gegeben zu haben. Es müssen nemlich, was aus den vorangeschickten Erfrierungen so- 
gleich a /Jr/on einleuchtet, wenn die n^ Durcbschnittspuncte zweier Cnrven n. Ordnung 
gegeben sind und n = 3 oder n > 3 ist, diesen Burcbschnittspuncten solche n' lineare 
Gleichungen entsprechen, von welchen eine oder mehrere, die man beliebig auswählen 
kann, von den jedesmalig übrigbleibenden bedingt werden. Um aber vollständig hier zu 
Werke zu gehen, müssen wir die vorstehende Erklärungsweise auch noch geometrisch 
deuten. Ich habe dieses bereits beiläufig im ersten Bande der „Entwicklungen" gclban, 
als ich meinerseits, bei einer spcciellen Veranlassung, auf jenes Paradox süess *'). Den- 
selben Gegenstand habe ich spater in den zu Montpellier erscheinenden „Annalen" aus- 
führlicher bebandelt und zugleich die l^etracblungen auf Oberflächen übertragen ***), und 
hier nehme ich diese Untersuchungen von Neuem auf, weil sie mit den folgenden in gt(. 
nauer Bcalebung stehen. 

6Slt. Wenn wir ( ~ —1 ) Puncte willkübrlich annehmen, so können wir 

durch diese Puncto unendlich viele Oerter n. Ordnung legen, deren jeder, im AIIgemciT 
nen, vollkommen bestimmt ist, wenn wir ausserdem noch irgend einen neuen Punct 
kennen, der auf dem Orte liegt. Zwei solche Oerter wollen wir durch die beiden Glei^ 
changen ; 



*) Ctt^MER, Introductlon h Panalyse des Usnes courhea algäbriques. Genst'e , t^So. Nra^ 
48, — LiACROix, 'JS-aüe du'cakul differentiel et du calcul integral. Secortde Eefflioi) 
Tbme I. p. 4i3, IVole. 
»«) Vergl. S. 228, Note. 

*•) hecher ches sur tes courbes tilgSrlquea de fous lea degr^s ; (^erg, f^«». ä^f)?^ -TZ-S^i Pi S^j 
liecherchea sur les surfaces alge'briques de'toua ie^ de^r^s ; ili. p, ta^g, 

' ^1 ^ 
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U = o, V ^ 0, (.) 
darstellen. Alsdann ist 

U'-+-/(U - o, (,) 
wenn fi, einen nnbestinimlen Cocfficlenlcn bedeutet, die allgcincine Gleichung aller derje- 
nigen Oerter n. Ordnung, welche durch die n^ Durchs cliniftsiiunctc der beiden Ocrter (l), 

also durch die ( — I 1 wlllkiihrlith angenommenen Puncte und aosscrdeni noch 

(in der Voraussetzung, dass n ^ 3) dnrch 



-(f^ 



-'H-1 



neue Puncte gehen. %Venn wir noch irgend einen neuen Punct, der auf dem Orte (2) 
liegt und den wir P nennen wollen, kennen, so erhalten wir eine lineare Gleichung zur 
Bestimmung von ft. Erst dann ist dieser Ort vollkommen und auf einzige Art hcsliniQU. 

Derselbe Ort ist aber auch schon bestimmt, wenn wir zu den ( --^ ^— 1 1 willkiibrlich 

\ 1. 2 / 

angenommenen Pancten jenen Punct P noch hinzufugen. Der auf diese letzte Weise be- 
stimmte Ort geht mithin durch die n^ Durchschnittspnncte der beiden Curven (1). Da 
wir für diese beiden Curven irgend zwei beliebige, welche durch die willkiihrüch ange- 
nommenen Puncte gehen, genommen haben, und jede dieser Curven von der Curve (2) 
ebenfalls nur in n' Puncten geschnitten wird, so folgt, dass alle solche Cnrven sich in 
denselben n^ Puncten schneiden, und also ausser durch jene ( —^ — - — ! ) Puncte 
noch durch ( - " -^ ' ^+1 ) andere feste Puncte geben. 

Eine ganz analoge Scblussweise können wir auf Curven n. Classc anwenden und er- 
halten hiernach die nachstehenden beiden Satze. 

Jile Oerter ?i. Ordnung, (velche durch ( f~—^ ^ ) beliebige, gegebene Pimcle 

gehen , gehen überdiess auch noch durch [ — -^i 1 andere feste Puncte, 

Alle Oerler h. Classe, welche { ~ 1 j bdiehige, gegebene gerade Linien 

berühren, berühren überdiess auch noch { ~ — l 1 andere feste geraße Linien. 

So gehen zum Beispiel alle Oerter dritter Ordnung, welche durch acht gegebene 
Puncte gehen, überdiess auch noch durch einen neunten festen Punct. (Wenn insbe- 
sondere die acht gegebenen Puncte acht von den neun Durcbschnirlspuncten zweier Sy- 
steme von drei geraden Linien sind, so ist der neunte feste Punct der neunte Durcb- 
schnittspnnct). Alle Oerter vierter Ordnung, welche durch dreizehn gegebene Puncte 
gehen, gehen überdiess auch noch durch drei neue feste Puncte. Und ferner alle Oer- 
ter dritter Classe, welche acht gegebene gerade Linien berühren, berühren Überdiess 
auch noch eine neunte feste gerade Linie, und alle Oerter vierter Classe, welche 
dreizehn gegebene gerade Linien berühren, berühren ausserdem noch drei andere 
feste gerade Linien. 

Wir bemerken noch beiläufig, dass die gegebenen und resultirenden festen Puncte 
und geraden Linien auch paarweise imaginär worden können. Solche zwei imaginäre 
Poncte besiinimen sich geometrisch am einfachsten durch einen beliebigen Kegelschnitt 
und eine deiiselbcn nicht begegnende gerade Linie, so wie solche zw« imaginäre gerade 
Linien durcii einen Kegelschnitt und einen innerhalb desselben liegenden Panct, 
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635. Die I)eiclen Sätze der vorigen Numiner bestehen offenbar aucli dann nocJi, wenn 
die gegebenen Puncte und geraden Linien alle oder zum Theil oder groppenwcise 
zusamnienfallen und mithin die bezüglichen Oerter in YCrschiedenartigen Contact-Bezie- 
hnngen zu einander stehen. Auf diese Weise ergeben sich zum Beispiel die nachstehen- 
den specicllen Säfzc. 

Alle Curcen driUer Ordnung, ivelche eine gegebene Citrve {derselben oder höherer 
Ordnung) in einem gegebenen Pimcte achtpunctig osculiren, schneiden sich ausserdem 
noch in ein und demselben Punct. Dieser Punct fällt, im, Allgemeinen, nicht mit dem 
Osculationspuncte zusammen, denn sonst könnten zwei Curven dritter Ordnung unter 
einander niemals einen blossen achtpunctigen, sondern statt desselben immer nur ei- 
nen neunpunctigen Contact haben. In besondern Puncten nur wird eine Curve dritter 
Ordnung von andern Curven derselben Ordnung neunpunctig osculirt *}. Wenn irgend 
eine Curve und auf dem Umfange derselben irgend Z(vei Puncte gegeben sind, so gehen 
alle Curven dritter Ordnung, welche die gegebene in jedem der beiden gegebenen Puncte 
vierpunctig, oder in einem derselben fünf punctig und in dem andern dreipunctig 
osculiren, u. s. w. durch einen festen dritten Punct. 

Wenn wir in allen den eben betrachteten Fällen, statt Curfcn dritter Ordnung, 
Curven dritter Classe nehmen, so berühren diese jedesmal eine feste gerade Linie, 
tvQ jene durch einen festen Punet gehen. {Wenn nemlich irgend zwei Curven sich oscu- 
liren, so fallen in den.Osculationspunct eben so viele Durchschnitlspunctc der beiden 



*) Wir töunea leicht ein paar Beweise zam Belege fiir die Rehauptnngen des Testes anfüliicn. 
Eine gegebene Cune iJritter Ordnung, die wir durch die Gleichung 

flarslellcn ivollen, kann,, im Allgemeinen, in einem gegebenen Pnncle von einer Cime 
a weiter Ordnung bloss fünfpuncfig oscuürt iverilen, wird aber in besondeni Puiiclen von 
einer solchen Curve 5 echspunctig oseullrt. (Vergl. die Noie zur 328. Kummer des ersten 
Bandes.) In einem solchen besoudern Puncle hat die gegebeoe Curve dritter Ordnung mit 
dem Systeme der sechspuncllg osculirenden Curve zweiler Ordnung und der Tangente iu 
demselben Puncte einen achtpunctigen Contact. Der einzige Durcbschulflspunct dieses Sj- 
ateras und der gegebenen Curve dritter Ordnung ist derjenige Puncl , in welchem diese 
CuFve , wef«;he mit der Curve «weiter Ordnung , ausser dem Osculationspuncte, keinen 
Punct mehr gemein hat, von jener Tangente un Osculallonspuncte geschnitten wird. In 
demselben Puncte wird die gegebene Curve dritter Ordnung von allen denjenigen Curveti 
derselben Ordnung, von welchen sie achtpunctig osciilirt wird, geschnitten. Wenn W'ir die 
Gleichungen der sechspunctig osculircnden Curve zweiter Ordnung und der Tangente durch 

Y = o, T = o, 

darstellen und durch ft einen oabcslimmten Coefficienlen iieieichnen, so erhallen wir €ia\- 
die allgemeine Gleichung aller jener achtpunctig osculirenden Cunen dritter Ordnang fol- 
gende: 

X+^iYT = o. 
In dem eben betrachteten Falle fJillt der .Dorchsehnittspunct niemals mit dem Oseula- 
lionspancte zusammen, sons.t müsste die gegebene Curve dritter Ordnung von der Tangente 
im Osculationspuncte dreipunctig osculirt werden, es müsste dieser Punct ein Wendnogspunet 
oder ein RÜckkehrpunct sein. (Vergl. die eben angezogene Note.) Alsdann aber geht die 
oscullrende Curve zweiter Ordnung nothwendig in ein System von zwei geraden Linien über. 
Nur in einem der eben bezeichneten singularen Puncte hat die gegebene Curve dritter Ord- 
nung mit andern Curve« derselben Ordnung einen neunpunctigen Confact, Für die allge- 
meine Gleichung aller neunpunctig osculirenden Curven dritter Ordnung cihalten wir ab- 



dann bei der vorstehenden Bezeiehni 



X-l-p(T)ä = 0. 
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Curi'en zusammen, als in die Tangente im Osculationspuncte gemeinschaßUche Tangen- 
ten der Climen zusammenfallen; wonach wir die f er schied i^fien Ordnungen der Oscula- 
Hon auf eine doppelle Weise bestimmen können. Diese Behauptung ergibt sich sogleich 
a priori, lässt sich aber auch, was in dem letzten Paragraphen geschehen wird, auf 
analytischem Wege direct beweisen.) 

■ 686. Wir haben bis Jetzt geometrisclic Oerler betracblcl, wcltlie durcb solcbc voll- 
ständige Gleichungen zwischen Punct- oder Linien- Goordinaten irgend eines hüiieru 
Grades darf;estc!lt werden, deren Coefficienteii beliebig zo bestiaimende Grössen sind. 
Die Anxalil dieser nnbeslimmteii Coefficienten können wir dadurch vermindern, dass wir 
an.acluncn, dass einige dieser Coefficienten ein für alle Mal gegeben sind, oder dass 
zwischen einigen derselben oder zwischen aüen lineare Bedingungs- Gleichungen Statt fin- 
den- Indenj wir anf diese Weise die bezüglichen Curven gewissen Bedingungen unter- 
werfen, ändert sich, im Aiigemeinen, in dem einen Falle weder die Zahl der Diirch- 
schnitLspiincle, »och in dem andern l''alle die Zahl der gemeinschafllichen Tangenten je 
Kweier solcher C«rven. Diese Bemerkungen führen zu folgenden beiden Sätzen, die all- 
eeraciner sind, ab die entsprechenden Sätze der 684. Nummer. 

Wmn ( '-^~ — ™— t J (Joefficimten der allgemeinen Gleichung des n. Grades zwi- 
schen PmehCQ<?r^in»te/^ o(fer auch efm glmhe Jn^akf von Bedingungs . Gleichungen 
awi^ghm eimgm Coefflciefilm jener Gleichung .oder ztfischen ollen gegeben sind, so 

schneiden sich ß^^« 4Urch äiese Gleichmg darsiellbarfn Oerier n. Ordimng in densellien 

Wenn ( ■- ^^ - -~^i ) Cqefßcienten der allgemeinen Gleichung ^es n. Grades zwi- 
schen Linien -Coordinaten oder auch eine gleiche 4ni^»hl von Bedingungs -Gleichungen 
zwischen einigen Coefficienten jener Gleiflmng oder smschm allen gegeben sind, so haben 
alle durch diese Gleichung darstellbaren Qerter ß> Qdsse dieselben ( -^^—/-f-i \ 
gemeinschaftlichen Tangenten. 

Jedem gcgcbene'n Punctc einer ßurvc entspricht eine lineare Bedingungs - Glcichnng 
Ewischen allen Constanten der enlsprechenden G,leich«ng zwischen Pfmct- Coordlnaten. 
Wenn wir also solche besondere Arten von Cnrven (i, Qrdnnng betrachten, welche durch 
die allgemeine Gleichung n. Grades, zwischen deren Coefficienten m Bedingungs -Glei- 
chungen Statt finden, und solche Ciirveß durch f -L~J— (m-M) J gegebene Puncle le- 
gen, so schneiden sich dieselben ausserdem jioch i" f , , +1 ) festen Pnncten. 

Wir nehmen hierbei natürlich m = -^-r-1. Eine analoge Bemerkung können wir 

auch in Beziehang auf den zweiten der beiden vorstehenden Satze machen. 

Ferner erhalten wir für jede neue höhere Ordnung des Contacles irgend einer Cnrv« 
n- Ordnung mit einer gegebenen Curve in einem gegebenen Puncte eine neue lineare B^ 
dingungs - Gleichung *). Hiernach ergeberi sieb die Salze der vorigen Nummer, auch ohn« 



*) Wenn «emllrh 

F(x, j-) =. _ Ca) 

eine gegebene Curve und (/, x) elq gegebener Punet auf Ihrem Umfange ist, In welcher 
dieselbe von einer Curve a, Ordnung, ^^ercn üleichnng wir, der Kürze Laiber, durch 
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■ sind ancli auf geometrische 

und zweiton Classc auwend- 

■ diesen Paragraphen l«- 
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Gränz -Belraclilungen in der Conslruction, unmittelbar ans den Salzen der vorlicgcndcB 
Nnmmcr, 

68". Die beiden allgemeinern Sätze der letzten Nni 
Oerter der ersten und zweiten Ordnung, so wie der er 
Lar. Mit einigen hierher gehörigen Ausführungen wollen ' 
schli essen. 

Die allgemeinste Gleichung der geraden Linie ist: 

aj+bx+c = o. (i) 

Wenn wir, unbeschadet der Allgemeinheit, den Coefiicientcn a als ein für alle Mal ge- 
geben betrachten und überdtess die VoraasselKung machen, dass anch c gegeben ist, so 
gehen nach dem ersten der beiden Sätze der vorigen Nummer alle, alsdann noch durch 
die Gleichung (l) darstellbaren, geraden Linien durch ein nnd denselben Ponct; dieser 
Punct liegt bekanntlich auf der iweUcn Coordinaten-Axc. Wenn wir voraussetzen, dass 
der Cocfiicient b gegeben ist, so gehen alle gerade Linien (1) ebenfalls noch durch ei- 
nen festen Punct, dieser feste Punct aber liegt unendlich weit, weil alsdann alle jene 
geraden Linien parallel sind. 

Wenn wir wiederum einen der drei Cocfficienlen der Gleichung (i) als gegeben be- 
trachten und dann voraussetzen, dass zwischen den beiden übrigbleibenden CoefGcienten 
eine gegebene vollständige Gleichung des ersten Grades besteht, oder wenn, was das- 
(clbc heisst, zwischen den drei unbestimmten Cocfficienten der Gleichung (l) eine ho- 
mogene ßedIngungs-Glelchung des ersten Grades, etwa folgende: 

ma+nb+pc = o, 
in der m, n und p gegebene Grössen bedeuten, Statt findet, so gehen alle geraden Li- 
nien (l) durch ein und denselben Punct. Dieser Punct ist leicht zu conslrulren (40Ö), 

Die allgemeine Gleichung des Punctes ist folgende ; 

a+bv+cw =s o. i'i) 

Nehmen wir v/Iederum in dieser Gleichung . den Cocfficienlcn a ein für alle M.'i! beliebig 
an und setzen alsdann b constant, so liegen alle durch (2) darstellbare Puncte, nach 
dem r.T.Qücn Satze der vorigen Nummer, auf einer festen geraden Linie. Diese feste 
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geraJc Linie gclit tlurcli den Anfangspunct der Coordlnatcn. Wenn wir siait des Coefii- 
cieiiten h den Cocf fielen l.en c constant setzen, so Hegen ebenfalls alle Piincle (2) auf ei- 
ner festen «icrailcn Linie. Diese feste gerade Linie ist alsdann aber der ersten Coordina- 
Icn-Axe parallel. Wenn endlich zwischen den drei nnbestimmten C.ocfficienfen der Glei- 
chung (2) irgend eine gegebene homogene Bedingungs -Gleichung des ersten Grades, etwa 
folgende, besteht: 

ma+nb+pc = o, 
so liegen ebenfalls wieder alle, durch (2) noch d^irsteJlbaren j Pnncfe auf einer festen, 
leicht za construifendea geraden Linie. 

Die Sätze der vorliegenden Nummer haben wir schon direct in der 1^15. Nummer 
bemesen. 

683. Wir ivoUen uns in dieser Nummer zur Betrachtung der durch die allgemeine 
Gleichung: 

ay'-!-2bny+cs'+2dy+2cx+f = o, (,) 

dargestellten Ocrler zweiter Ordnung wenden. Alle solche Curvüil , «-eiche durch diese 
Gleichung dargestellt werden, wenn zwei Coefficientep derselben (von denen wir cinci) 
inimer willkübrHch annehmen können) gegeben sind, oder wenn zwischen beliebigen die- 
ser Coeffiqienten irgendeine lineare und homogene Bedingungs -Qleichuug Statt findet — 
und welche überdiess durch drei gegebene Puncto geben, schneiden sich ausserdem noch 
in einem vierten festen Puncte. Wir wollen einige Beispiele hier hervorheben. 

Wenn 

b+a = o, 
S« sind, hei der Voraussetzung rechtwinkliger Coordinatfia , alle durch (l) dargcstellfa 
Curven gleichseitige Hyperbeln. Also: 

Mle gleichseitige Hyperbeln, welche durch irgend drei gegebene Ihmcte gehen, 
schneiden sieh ausserdem noch in. einem oiertm festen Puncte (295). 

Da mit solchen Hyperbeln auch drei Systeme von zwei auf einander senkrecht stehen- 
den geraden Linien gehören, so sieht man sogleich ein, dass jener vierte Durchscbnitts- 
punet derjenige Punct ist, in welchem, in dem von den drei gegebenen Punctcn gebilde- 
ten Dreiecke, die von den Winkelpuncten auf die gegenüberjiegcndcn Seiten gefällten 
drei Perpendikel sich schneiden. Neben dem letzten ^al%& erhält man insbesondere auch 
folgenden Satz : 

Alle gleichseitigen Hyperbeln, ivelche eine gegebene Curve in einem g€geben£n 
Puncte dreipnnctig osculiren, schneiden sich in eiriem Jesten Puncte der Normalen im 
sculaliunsp iinde- 

Wenn wir a = 1 setzen und alsdann der Coefficiont b gegeben ist, so ist die ilich- 
tutig desjenigen Durchmessers der bezüglichen Curye, d^sseq »«geordneter der zweiten 
Cooi-dinaten - Axe parallel ist, gegeben. Also: 

Alle Oerter ziveiter Ordnung, in tirelchen irgend zivei zugeordnete Durchmesser 
ziveien gegebenen geraden Linien parallel sind und fvelche durch drei gegebene Punct« 
gehen, schneiden sich ausserdem noch in einern vierteil festen Puncte. 

Aus diesem j^alze folgt durch tbeilweise Umkehrung, dass in allen Oertern zweiter 
Ordnung, welche durch vier gegebene Puncte geben, zwei Durchmesser, welche zuge- 
ardactc sind, dieselbe Richtung haben (376). 
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Es atcUt betanatlich die Gleichung 

ay-^bx-)-d = o (i) 

ileujciiigcn Durcbraesser der Ciirve (l) dar, dessen zugeordneter der zweiten Coordinaten- 
Axe_ parallel ist. Wenn der Quotient - gegeben ist, so kennen wir also einen Punct Je- 
nes Diircbmessers. Es liegt dieser Punct auf der zweiten Coordinaten-Axe. 

Wenn wir irgend einen beliebigen Punct (y'j s') des Darcbmessers (2) kennen, so 
erhalten wir foägende Bediiigangs- Gleichung: 

ay'+bx'+d = o, 
ilic, in Beziebung auf die drei Coefficienten a, b und d der Gleichung (1), homogen und 
linear ist. 

Wenn endlich eine teste gerade Linie i 

y = (^x+ß, 
g-egcbeii ist, so hat derjenige Durchmesser, dessen zugeordneter dieser geraden Linie 
parallel ist, folgende Gleichung {2liti)'- 

{ay+bx+J)a+(hy+cx+e) = o, (3) 

und wenn wiederum ein Punct dieses Durchmessers gegeben ist, so erhalten wir eine li- 
neare und homogene Gleichung zwischen den fünf ersten Coefficienten der Gleichung (i). 

Auf dreifache Weise fuhrt uns hiernach die 686. Nummer zu folgendem Satze: 

^ile Oerler ziveiler Ordnung, in (pelchen derjenige Dnrchmesscr , dessen zugeord- 
neter einer gegebenen geraden Linie parallel ist , durch ..einen gegebenen Punct geht, 
und Kelche durch drei gegebene Piincte gehen, schneiden ^Ich ausserdem noch in einem 
vierten festen Puncte (377). 

Wir erhalten noch folgende dre| andere Fälle des ersten allgemeinen Satzes der 6Qb. 
Nummer. 

Wenn zwischen den Coelficienten der allgemeinen Gleichung (l) zwei lineare und 
homogene Bedingangs- Gleichungen Statt finden, so gehen alle durch diese Gleichung 
noch darstellbaren und durch zwei gegebene Puncte gehende Oerter ausserdem noch 
durch zwei andere feste Puncte. W^enn zwischen jenen CoefTicienlen drei lineare und 
homogene Bedingungs- Gleichungen Statt fiiuden, so gehep alle bezüglichen Oerter, wel- 
che durch einen gegebenen Punct gehen, ausserdem noch durch drei andere feste 
Puncte. Wenn endlich zwischen jenen Coefficienten vier solcher Bedingungs - Gleichun- 
gen bestehen, so schneiden sich alle bezüglichen Oerter in denselben vierPuncten. 

Beispiele von der .^i^wendung dieser Sätze liegen nahe. Stellen wir z, 8. mehrere 
Bedingungs -Gleichungen von der Form der Gleichung (3) zusammenj so ergibt sich fol? 
gender Satz; 

Alle Oeiter zfveiter Ordnung, ivelclie darch (Jt~m) gegebene Puncte gehen und 
der Bedingung unterworfen sind, dass solche in Durchmesser Jeder derselben, deren 
zugeordnete m gegebenen geraden Linien parallel sind, durch m gegebene Puncte ga- 
lten, schneiden sich, ausser in den gegebenen^ noch in m festen Puncten. 

Wir können in der Aussage dieses Satzes iii = ],in = 2, mssS und ni = /( so= 

tzen. In dem letzten Falle sind die fünf ersten Coefficienten der Gleichung (l) yollkom? 

nicn besümmt, wenn wir einen derselben ein für alle Mal beliebig annehmen. AUö 0^ 

ter eind alsdann ähnliche , ähnlich liegende und conccnlrische ; ihre (reellen oder iniag|^ 

li. 32 ' ^ 
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nären) DiirtlisciinittsjJiinctc fallen paarweise zusammen nnd Ücgcn auf zwei besllinmten 
fjeratlen Linien, den (reellen oder imaginären) ÄSympLoton derselben unendlich weit. 

Ü/.i nocL ein zweites üeispiel zu geben, wollen wir zwei solche Puncte (j', x) uml 
(y", x") liJ!Lrachtcn, von denen einer aot' der Polaren des andern liegt. Alsdann erhallen 
wir folgende, in Bezichang auf die CoordinatCD der beiden Puncic, symmeinscLe Glei- 
chung (a6?.): 

ay'y"+!;(x')'"+x"y')-i-cs'x"-f-!ify'+y")+e(s'+x")+F — o, 
in welcher die Constanten der ailgenieluen Gleichung nur auf lineare Weise vorkoniincit, 
nnd wenn wir mehrere solcher Gleichnngen zusammenstellen, folgenden Satz: 

Alle Oerltr ziPcUcr Ordnung, welche durch (4— m) gegebene Puncte gehen und 
überdiess der Bedingung unterworfen sind, dass die Polaren con m gegebenen Puncten 
durch m andere, ebenfalls gegebene, Puncte gehen, schneiden sich, ausser in den ((i—ni) 
gegebenen, noch in rn festen Puncten. 

Aus diesciü letzten Satze ergibt sich der vorhergehende, wenn wir annehmen, dass 
die m gegebenen Pole nach gegebenen Richtungen hin nnendüch well nicken. Wenn 
wir im letzten Satze m = i nohi^ien, so gibt eine tlieilweise Uiiiltchrung den 'iwitUcn 
Satz der 38ö. Nninmer. 

6BC>. Die Anwendimg des zweileri allgenieiiidi Satzes der 68ö. Nummer auf Oerler 
zweiter Classe, für deren Gleichung wir folgende nelimen wollen: 

Aw*+2Bvw+Cv'4-2Dw-!-aEv-l-F = o, (,) 

gibt mehrere einzelne Salze, die wir in folgender Aussage zusammenfassen könne» : 

Wenn zwischen beliebigen Coefficienten der allgemeinen Gleichung der Oerier zivei- 
ier Classe m homogene _Bedingungs- Gleichungen des ersten Grades bestehen, oder 
(venn, nachdem einer dieser Coefficienten ein für alle Mal angenommen morden iäi, in 
der übrißcn Coefficienten gegeben sind, so berühren alle Oerter , welche alsdann noch, 
durch die allgemeine Gleichung dargestellt werden Irinnen, und (Li—m) gegebene ge- 
rade Linien berühren, ausserdem noch m feste gerade Linien und haben also dlcHclheu. 
i>ier gemeinschaftlichen Tangenten. 

Es .kann in der Aussage dieses Satzes m — l,m = 2, ra = 3 und m = Z, sein. 
Wir wollen auch hier ein paar Beispiele hervorheheii. 

Wenn in der allgemeinen Gleichung C+F = o , so werden (bei der Voranssetznng 
rechtwinkliger Coordinaten) alle Oerier, vom Anfangspuncle der Coordinalen aus, unter 
rechtem Winkel gesehen (483); wenn E = o, so bilden die beiden durch den Anfangs- 
punct gehenden Tangenten mit den Coordinaten -Äxen ein System von vier Harmonicalcn 
(469); wenn 

lind a und ß gegebene Coefficienten bedeuten, so liegen die Mittclpnnclo aller heziigli.. 
eben Curven auf einer gegebenen geraden Linie (455), und so weiter. Also: 

Alle Oerter zweiter Classe, welche eon einem gegebenen Puncte aus unter rechten 
Winkeln gesehen werden, oder an welche sich von einem gegebenen Puncte aus Tan- 
genten legen lassen, welche mit zwei festen, durch diesen Punct gehenden, Tangenten 
ein System von vier Ilarinn nicalen bilden, oder deren Mütelpuncte auf einer gegebenen 
geraden Linie liegen , und so weiter — und welche überdiess drei gegebene gerade U- 
nien berühren, berühren ausserdem noch eine vierte feste gerade Linie. 
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Wenn zwei {fcra<le Linien (w', v', u') unti (w", v", ii") ^pgeben sint!, von welclien 
eine durch den Pol der andern, riiclis'chtücfi eines darch die allgemeine Gleicliung (l) 
dargcslcHtcn, Ortes zweiter Classe, gelif (eine Reziehung der beiden gegebenen geraden 
Linien zu einander, die immer eine gegenseitige ist), so erhalten wir nach der 548- Num- 
mer folgende lineare Bcdingangs- Gleichung zwischen den unbestimmten Coefficieiiten der 
,. allgemeinen Gleicbnng; 

Aw'w'-|-B(v'w"+v"w"J+Cv'v"+D(a'w"-l;u"w'}+E(n'v"+u"v')+Fu'a" = o, 
iind Liernacli folgenden Satj; 

Alle Oerter zweiter Classe, ivelche (4— m) gegebene gerade Linien berühren und 
übcrdless der Bedingung unterworfen sind, dass, in Beziehung auf jeden derselben, m 
gegebene gerade Linien durch die m Pole von m andern gegebenen geraden Linien ge- 
hen, berühren ausserdem noch m, also im Ganzen S\Jesle gerade Linien. 

Äusfiihrlicbe Entwicklungen für den Fall, dass in der Aussage des an die Spitae die- 
ser Nummer gestellten Satzes m = 4 ist, finden sich schon in der 53;,. — - 541. und fer- 
ner in der 608. Nummer. — 

Die Vorsitzenden Ausführungen sind hinreichend um zn zeigen, wie wir auf einem 
neuen Wege zn den hauptsächlichsten Sätzen über die Zusammenstellung von Kcgelschnlt- 
ten unter sich und mit Systemen von zwei Punctcn und zwei geraden Linien gelangen 
künnen. Hier ist natürlich nicht der Ort, diese verschiedenen Sätze im Detail zu discii- 
tircn, was üLerdiess auch schon zum Theil in dem. Früheren geschehen ist. — 



Eine Grtqipe von einigen allgemeinen analytisch- geomdrischen Sätzen, 

<iOO- Es sei 

F(y, X, b, a) = o (■) 

irgend eine gegebene algebraische oder transscendentc Gleichiing zwischen den beiden 
gewälmllchen Punct-Coordlnaten y und x, und belietilgen constanlen Grössen, von de- 
nen irgend zwei durch b und a bezeichnet wo^'den sind. Es seien ferner y', x' und y", x" 
zwei Paare gegebener, zusammengehöriger Wcrthe von y und s, ^yelche die vorstehende 
Gleichung befriedigen. Alsdann hat man 

F(y', x', b, a) = 0, 
F(y", x", b, a) = o, 
und aus diesen beiden Gleicbnngea kann man die Werthe von b und a ziehen. Betrach- 
ten wir b und a als gewöhnliche Punct-Coordinaten und veranderhch, so stellen die bei- 
den letzten Gleichungen zwei Curvcn d^r, und diese Curvcn gehen beide nothwendig durch 
denjenigen Punct, dessen Coordinaten gleich b und a sind, das heisst, gleich jenen bei- 
den Constanten der gegebenen Gleichung (t). Da wir die beiden Puncte (y, s') und (y", x") 
beliebig auf der durch diese Gleichung dargestellten Curve annehmen können, 50 et'h'itt^n 
wir folgenden Satzi 

IFenn man irgend einen Punct, der durch die Gleichung 

F(y, X, b, a) = o (0 

dargestellten Cureen durch (y', x') bezeichnet^ so gehen alle Curcen^ welche durch fol^ 



genäß Gleichung: 



F(y', x', b, a) = 0, (0 

?3* 
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tveim mr in derselben nach einander /ür y' und %' alle möglichen Werlhe, a-elcJm den 
versehiedenen Lagen des Puncies (j, x) auf der Curee (l) entsprechen, sulisliluircn, 
dargestellt a'erden, durch den festen Piinct (b, ä). 

"Wenn in der Gleiclinng (i) b oder a bloss in der zweiten Potenz vorfcomnil, so 
schneiden sich alle Ciirven (2) in denseJben zwei Punctcnf die STinmctrisch liegen, in 
Beziehung; auf die crsle oder zweite Coordinaten-Axe, za beiden Seiten derselben. Wenn 
J» und a beide zugleich nur in der zweiten Potenz Torkommen, so schneiden sieb alte 
Carven in denselben vier Pan^:ten, welche die vier Winkelpnnctc eines Parallelograni- 
ines sind, dessen Mitlelponct der Anfangspnnct der Coordinaten ist. Wenn h nur in 
irgend einer m. und a mir in irgend einer n. Potenz in der Gleichung (l) vorkommen, so 
schneiden sich alle Carven (2) in denselben mn Piincten. \on diesen Punctcii sind abne 
■aav eificr oder zwei oder vier reell- 

Nichts vL'rhindcrt uns anzunehmen, dass in der Glcichnng (l), von weicher wir aus- 
gehen, h und a gicieb Null seien, oder, mit andern Worten, dass diese Grossen in 
jener Gleichung nicht vorkommen. Alsdann können wir, zum Behuf der Conslruction 
des vorstehenden Satzes, jener Gleichung beliebige Glieder hinzufügen, in denen h und 
a als Coeffitienten vorkommen, und die mithin, wenn wir diese Grössen gleich Null se- 
tzen, wiederum wegfallen, 

691. Wir wollen den vorstehenden Satz durch einige Beispiele erläntcra. Es sei zu- 
vörderst, indem wir rechtwinklige Coordinaten voraussetzen, 

{y-hy = 4px _ (0 

die gegebene Gleichung, aus der man, wenn man auf die angezeigte Weise vcrföhrt, 
folgende erhält: 

(Y-YT = 4x'x. (^) 

Man sieht sogleich, dass die beiden Gleichungen (i) und (2) Parabeln darstellen, welche 
die zweite Coordinaten- Asc berühren und deren Durchmesser der ersten Axe parallel 
sind. Der, auf der ersten Curve (l) beliebig angenommene, Pnnct (j', x') ist der Brenn- 
punct der Curve (2), welche nach dem in Rede stehenden Satze durch den festen Punrt 
(b, p), mitbin durch den Brennpunct der ersten Parabel geht. Also; 

Wenn man eine Parabel mit veränderlichem Parameter , die der Bedingung unlcr- 
worfen ist, dass sie, in ihrem Scheitel, eine gegebene gerade Linie berührt, sich so 
betfegen lässt, dass ihr Brennpunct eine gegebene Parabel, die derselben Bedingung 
unterivorjen ist, durchläuft, so gehl die bewegliche Parabel immer durch den Brenn- 
puncl der gegebenen. , 

Wir wollen feraer folgende Gleichung nehmen; 

y^-b-= = 4p^.. (■) 

aus der wir auf die angezeigte W^elso folgende herleiten; 

Alle dorch die letzte Gleichung dargestellten Parabeln gehen, wenn, der Vorausselzui}" 
gemäss, (y, s) irgend ein Punct der durch die erste Gleichung dargestellten Parabel ist, 
durch die beiden festen Punctc (h, p) und ( — b, p). Wenn man berücksichtigt, dass 
iy' die Ordinalen derjenigen beiden Puncte sind, in welchen die jedesmalige Parabel (3) 
der zweiten Axe begegnet, und dass x deri Abstand des Brcnnpunctes dieser Parabel von 
ihrem Scheitel ist, so erhalt man folgenden Satz: 
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JVcnn irgend eine Parabel gegeben ist und man irgend zwei gerade Linien zieht, 
die senkrecht auf der Richtung ihrer Durchmesser stehen und eon welchen man eine ah 
Jest und die andere ah beweglich betrachtet, dann ferner von den beiden Durchschnitts- 
pxmcten der Curve mit dieser geraden Linie auf jene zwei Perpendikel fällt und endlich 
eine solche neue Parabel durch die Fusspuncte dieser beiden Perpendikel legt, deren 
Rrennpuncts- Entfernung der Länge dieser Perpendikel gleich ist und deren Durchmes- 
ser den Durchmessern der gegebenen Parabel parallel sind , so geht diese neue Para- 
bel durch dieselben beiden festen Pancte, tvelche Lage die bewegliche gerade Linie 
auch haben mag. 

Wenn die gegebene feste gerade Linie die gegebene Parabel schneidet, so üfftten 
sich die dnrcb (2) dargcateilteo Parabeln nach cnfffOgengesetztD»- Ricbtnng, weua der 
Punct (y', x'} von der einen Seite dieser geraden Linie auf die andere riickt. In diesem 
Falle drückt insbesondere die Gleidiung (2) ancb ein System von zwei Paraliellinicn aus. 
Wenn die gegebene Parabel von der gegebenen festen geraden Linie berührt wird, so 
ist b = o and alle durch (2) darstellbare Parabeln berühren sich im Brennpiraclc der ge- 
gebenen Parabel. Wenn die gegebene feste gerade Linie der gegebenen Parabel nicht 
Legegnel, so wird b imaginär: in diesem Falle haben alle Parabeln (2) eine gemeinschaft- 
liche ideale Chorde, deren Glelcbnng immer folgende Meibi: 

^ = P- 
Wir wollen wiedernm von einer Gleichnng aiTsgehen, die derjenigen, von welcher 
wir eben ausgegangen sind, ähnlich ist, nemlich von folgender: 

y« = — 3px4-b^, 
aber dann die Form der einen Gonstanten andern, indem wir jj'+c- für b' schreiben. 
Man bat alsdann 

y2 =-, _2px+p'+c', (l) 

und hieraus geht folgende Gleichung hervor: 

y'* =3 — as'x+x'+y^, ■ 
der wir auch folgende form geben können; 

Es stellt diese Gleichung einen solchen Kreis dar, dessen Mittelpunct der Pmict (o, i) 
und dessen Radius gleich W'C/'+x'^] ist. Dieser Kreis geht durch die beiden festen Puncte 
(c, p) und (~c, p). Hiernach ergibt sich folgender Satz: 

Wenn man con irgend einem Puncte einer Parabel zwei Perpendikel fällt, das eine 
auf die Axe derselben und das andere auf eine gegebene feste gerade Linie, die eben- 
falls auf dieser Axe senkrecht steht, und man alsdann aus dem Fusspuncte des einen 
Perpendikels, als Mittelpuncte , einen Kreis beschreibt, der durch den Fusspunci des 
andern Perpendikels geht, so schneidet dieser Kreis ein und dieselbe gerade Linie, die 
der gegebenen parallel ist und von derselben um die doppelte Brennpuncts - Enifcrnune^ 
absteht, immer in denselben beiden Puncten, wo man auch jenen Punct auf dem Um- 
fange der gegebenen Parabel annehmen mag. 

Wenn die gegebene feste gerade Linie (die zweite Coordlnaten- Aso) durch den 
Brennpnnct der gegebenen Parabel geht, so verschwindet ans der Gleichung (l) die Con- 
(tante c; es haben alsdann alle in Rede stehenden Kreise im Puncte (c, p) eine gemein- 
schaftliche Tangente, die keine andere ist, als die Directris der gegebenen ParabeL Wir 
begegnen in diesem Falle dem allbekannten Satze, ,dass jeder Punct der Parabel gleich 
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wyit von ihrem Brennpnncte imcl ihrer Dircclrix abstellt.' Wenn die gegebene feste ge- 
rade Linie, in Bezichnng; auf eine ihr parallele und durch den I3rnnnpanct gehende gerade 
Jjinic, auf derscibea Seite liegt als der Scheitel der Parabel, so ist die geineinKchaftüchc 
Chorde aller Kreise (2) eine ideale. 

Es liefert der letzte Satz eine einfache Conslrnction folgender beiden Aufgaben : 
Irgend zwei gegebene Puncte durch den Sogen einer Parabel zu verbinden, icenn 
die Axe dieser Parabel gegeben ist und man weder den Brennpunci noch den Scheitel 
derselben erreichen kann. Unter denselben Bedingungen einen parabolischen Bogen zu 
conslruiren, wenn statt eines gegebenen Panctes der Parameter gegeben iM. 
Wenn wir von folgender Gleichung ausgehen : 

... , f-^J == P''- (0 

»o erhallen wir loigcndc: 

y'y+xx = y''} (,) 

die Gleichung einer geraden Linie, welche durch den Punct (y, o) geht und senkrecht 
auf derjenigen geraden Linie steht, die den Änfangspunct der (joordinatcn mit dem 
Puncte (y', s') verbindet. Nach- dem "allgemeinen Satze dreht sich die gerade Linie (2) 
um den Punct {h , p), wenn der Punct (y, x') auf der gegebenen Parabel sich fortbe- 
wegt. Ich verweile nicht bei der Aussage dieses Satzes. Wenn wir b = o setzen, so 
wird die gegebene Parabel von der zweiten Coordinaten-Axe berührt. Sie wird, im Allge- 
meinen, von dieser Axe in awei Puncten geschnitten. Jeden dieser beiden Puncte kön- 
nen wir nach einander zum Anfangspancte der Coordinaten nehmen. Auf diese Weise 
ergibt sich folgender Zusatz ; 

Wenn ein Rechteck ABCD gegeben ist, und man die Schenkel eines rechten Win- 
kels durch die gegenüberstehenden Winkelpuncle A und C, und die eines zweiten rech- 
(ea Winkels durch die Winkelpuncte B und D so legt, dass die durch C und D ge- 
henden Schenkel sich in irgend einem Puncte Q der geraden Linie AB schneiden,' so 
schneiden sich die beiden andern, durch A und B gehenden^ Schenkel in einem Puncte 
M, der, wenn der Punct Q auf der geraden Linie AB sich fortbewegt, eine Parabel 
beschreibt. 

An diesen Satz knüpfen sich neue Construclioncn der beiden oben angeführten Anf- 
gabcn. 

Wir wollen endlich die beiden letzten Gleichungen in umgekehrter Ordnung nehmen, 
indem wir von der zweiten dieser Gleichungen, in welcher wir bloss x" und y" an die 
Stelle von x' und y' schreiben wollen, ausgehen. W^enn wir hiernach die Gleiclinng; 

y"y+s"s = y'=, (i) 

zu Grunde legen, Sü erbalten wir folgende: 

y'_y'y = x'x. ^ ^ (,) 

Wenn der Punct (y', x') auf der geraden Linie (1) beliebig angenommen wird, so geht 
die Parabel (2), nach dem allgemeinen Satze, auch, ausser durch den Änfangspunct, 
noch durch den festen Punct (y", x"). Statt bei der Aussage dieses Satzes zu verweilen, 
wollen wir, mit Hülfe desselben, folgende Aufgabe constrniren: 

Die Parameter derjenigen beiden Parabeln, welche durch Qier gegebene Puncte 
sich legen lassen, zu bestimmen. 

Da wir die Richtungen der Durchmesser dieser beiden Parabeln nach der .370. Num- 
mer leicht fmden können, so ist die vorstehende Aufgabe darauf curjckgcfubrt, den Pa- 
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rametcv nincr Parabel zu hosti'inmeii, welche dui-ch drei gegebene Püiicte geht nnd deren 
Durchmesser eine gegebene Riclilaiig haben. Es seien (Fig. 38) O, jM unil M" diese Fig 
drei gegebenen Piincte und OX die gegebene Richtung der Durchmesser. Die Gleichung 
der hierdurch bestimmten Parabel, bei irgend einem beliebigen Coordinaten- Winkel, sei 
die Gleiciiiiiig (2), indem wir OX und OY zu den beiden Coordinaten- Äsen, M" für 
den Punct {y", x") und OM' = y' nehmen. Alsdann können wir leicht die gerade Linie 
(i) construircn, es sei dieselbe QR. Legen wir alsdann dnrch den Panct M' eine gerade 
Linie MV, parallel mit OX und tis zur geraden Linie QPi, so erhalten wir die Grösse 
des Parameters desjenigen Durchmessers, welcher in der zn bestimmenden Parabel die 
der zweiten Coordlnaten-Ä:^e parallelen Chorden haihirt. Der Ilauptparanieter der Pa- 
rabel ist alsdann, wenn wir den Coordinaten- Winkel & nennen, gleich M'p5iH'9 = pp. 
Es sei, um noch ein. letztes Beispiel zu geben: 

y"x+x"y = xy, (,) 

die grgcbene Gleichung, aus der man nach dem bekannten Verfahren folgende erhält; 

xy+y'x =,xy, (.) 

welche eine gerade FJnie darstcUt, die von den beiden Coordinaten - Äsen die Segmente 
y' nnd %' abschneidet nnd, nach dem allgemeinen Satze, nicht aufhört durch den festen 
Punct (y", x") zii gehen, wie auch der Punct (y, x') auf der Cnrvc (l) fortrücken mag. 
Diese Curve ist eine Hyperbel, welche durch den Anfangspunct der Coordinaten gehl, 
deren Asymptoten den Coordinaten- Axen parallel sind nnd deren Mittelpunct der Punct 
(y", s") ist. 

In allen Parallelogrammen, deren zivci gegenüberliegende Winkelpuncte auf einer 
gegebenen Hyperbel Hegen und deren Seiten den Asymptoten derselben parallel sind, 
geht eine Diagonale durch den Mittelpunct dieser Hyperbel. 

692. Wenn wir in der 690. Nummer, statt zwei Constanten der Gleichtinj (l) als 
Punct-Coordinaten und veränderlich zu betrachten, dieselben als Linien -Coordluafen und 
veränderlich betrachten, so erhalten wir, was sogleich einleuchtet, folgenden Satz: 

Wenn man irgend einen Punct der durch die Gleichung 

r(y, X, b, a) = o (0 

dargestellten Carvc durch (y', j.') bezeichnet, so berühren alle Cun'en, tvelchc durch 
folgende Gleichung: 

F(y, x', w, y) = o, 
wenn wir in derselben für y und x nach einander alle möglichen Werthe nehmen, 
welche den verschiedenen Lagen des Punetes (y, x') auf der Cmve (l) entsprechen, und 
w und p als Linien - Coordinaten und veränderlich betrachten, dargestellt werden, ein 
und dieselbe gerade Linie (w = b, v = a). Statt der Linien- Coordinaten iv und c 
können wir auch die Linien - Coordinaten w und u oder c und u nehmen. 

Ich begnüge mich hier zur Erläuterung des vorsiehenden Satzes mit einem einzigen 
Beispiele*, and will zn diesem Ende vorzugsweise folgende Gleichung zu Grunde legen, 
die einer früher betrachteten ähnlich ist: 

(y+ßx)^-l-2j'y = o. 
Es stellt dieselbe eine solche Parabel dar, welche von der ersten Ase im Anfangspnncte 
der Coordinaten berührt wird, auf der zweiten Axc ein Segment ( — w) = — ly abschnei- 
det, und in welcher die Richtung der Durehmesser durch die Gleichung v = « gegeben 
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ist.. Weim wir auf dieser Parabel irgend einen Punct (y', 7.') beliebig annclimen , und \r 
and V an die Stelle von ly und a schreiben, so kommt: 

(j''+x'v)^4-y'w = o, 
»nd (üese Gleicbimg stellt, wenn wir w und v als verliuderlicb betrachten, eine ncua 
Parabel dar, deren Durchmesser der zweiten Coordlnaten-Ä^e parallel sind, welche eine 
durch den Punct (y, x') gehende, der ersten Coordinatcn - Axe parallele, gerade Linie 
upd übcrdless noch eine zweite, durch denselben Punct imd den Äßfangspnnct der Cüor- 
dinalen gebende, gerade Linie und zwar im Anfangspuncte berührt. Wie ancb d^i 
Pnnct (y', x') auf der gegebenen Parabel (l) fortrücken 'tas^, die durch (2) dargestellt« 
Paraliel hört nicht auf, die gerade Linie (w = Sj', v = 0), dass helsst, dcnjenlg<^ 
|>nrcbmesser der erstgenannten Parabel, welche durcb den zweiten DürcbscbnlLtspnncl 
derselben mit der zweiten Coordlnaten- Äxe geht, zu berühren, ich verweile nicht bei 
der Aussage des hierin enthaltenen Satzes, der sich auch theilweise umkehren lasst. 

69.3. Die folgenden beiden Satze, deren Richtigkeit nach dem Vorhergehenden so- 
gleich in die Augen springt, re^ien sich an die Satze der 69O- und 692. Nummer uiimit-? 
tolbar an. 

Wenn man irgend eine T^i'fgente der durch Jolgende Gleichung zwischen Linien' 
Coordinaten 

FCw, V, b, a) « o 
4ßrgesteUtfin, durchaus beliebigen Curve durch (w', v'} bezeichnet, so gehen alle Cur- 
»en, welche durch folgende Gleichung: 

F(w', v, y, X) = 0, 
dargestellt iverden, wenn wir y und x als Punct -Coordinaten und veränderlich betrach- 
ten und der Tangente {w', v') noch einander alle möglichen Lagen geben, durch ä^n 
festen Punct (y =s b , x = a). 

Wenn wir ferner b und a ah Linien- Coordinaten und eeränderlich betrachten, 
ahw und v oder als v und a, so stellen, boi denselben Fbrausse/zungen als eben, die 
Gleichungen: 

F(w', v', w, v) = o oder F(w, v, t, u) =1 o, 
solche Curven dar, welche alle dieselbe gerade Linie (w = b, v =1 a) oder (v = b, u =: a) 
berühren. 

6%. Um Ann ersten der beiden vorstehenden Sätze durch ein Beispiel zu ertJititern, 
wollen wir von folgender Gleichung ausgehen: 

(T-»")>+(u-»T = k^ ^ ^ (.) 

die bekanntlich, bei iler Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten, eine solche Cm'vc 
«weiter Classe darstellt, deren ein Brennpunct in den Aßfaig^P^ict der Coordinaten fällt, 
lieren, diesem Brennpuncte entsprechende, Directrix die gerade Linie (v", u") und deren 
Parameter gleich dem Doppelten des reciproken Werihes von k ist. Wenn wir alle Glie- 
der dieser Gleichung mit der vierten Potenz einer beliebigen Grösse a, die eine gegeben« 
Linien-Lange bedeutet, muitipljciren und dann x und y an die Stelle von (— y^aV") 
lind (— 'Aa'u") und v' und n' an die Stelle von v und u schreiben, so erhalten wir fol- 
gende Gleichung: 

(i+'/,aV)'+(y+y,a'n-)' = C/.a'k)', ^ (.) 

die, wenn wir y und x als veränderllck betrachten und für (v', n'} nach einander alle 
müglichen Tangenten der gegebenen Curve nehmen, solche Kreise von constantem Ra- , 
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^HS darstellt, die alle durch den festen Punct (y = — '/ja'a", x = — '/js'v") gehen. Die 
Mitte! puRcte aller dieser Kreise liegen also aaf einem nenca Kreise, dessen Gleichung 

fülgeade isu 

Illwjiach erhalten wir den fiilgendea Satz: 

fVenn man an eine Curve ziveüer Classe eine beliebige Tangente legt, die von ztpei 
festen im jßrennpuncte derselben sich unter rechten Winkeln schneidenden geraden Li- 
nien {OK, OX) irgend zwei Segmente {OQ, OF) abschneidet, und dann auf densel- 
ben beiden geraden Linien zu Jedem dieser Segmente und einer gegebenen Linien- Länge 
die dritte Proportional- Linie {OS, OR) sucht, so findet man zwei solche Puncte (S, R), 
dgren Mitte einen Kreis beschreibt, ivenn die an die gegebene Curve gelegte Tangente 
tiaff/i einander alle möglichen Lagen erhält. 

Üin einfaches Beispiel des ^weiten Salzes der vorigen Nummer liefert folgende Glei- 
ctiutig; 

«"v+Vu ^- aV, (.) 

die einen Punct darstellt. Bedeutet (v', n') irgend eine durch diesen Punct gehende ge- 
rade Linie, so stellt die Gleichung: 

v'u+uV = UV, (a) 

diejenige Parabel dar, welche die beiden Coordinaten- Axen in denjenigen beiden Punc- 
ten herührl, in welchen dieselben von dieser geraden Linie geschnitten werden. Also: 

Alle Parabeln, ivelche irgend zivei gegebene gerade Linien in solchen zwei Puncien 
berühren, ivelche mit einem gegebenen festen Puncte in gerader Linie liegen, berühreft 
ausserdem, noch ein und dieselbe dritte gerade Linie. 

Diese dritte gerade Linie (v", n") ist die zweite Diagonale desjenigen Parallelogramms, 
dessen zv/ei Seiten in die beiden gegebenen geraden Linien fallen, und dessen erste Dia- 
gonale den Durchschnitt dieser beiden Linien mit dem gegebenen festen Puncte verbin- 
det. Wenn diese dritte gerade Linie gegeben ist, so können wir, umgekehrt, auch 
leicht den festen Punct construlren, und hiernach erhalten wir, da drei gegebene gerade 
Linien sich auf dreifache Welse zu zwei comblniren lassen, folgenden Satz: 

Die drei Berührungs- Chor den aller Parabeln, ivelche einem gegebenen Dreieckg 
eingeschrieben sind, gehen durch drei jeste Puncte. Diese Puncte sind die Winkelpiuicte 
eiaes neuen Dreieclis, das dem gegebenen umschrieben und demselben ähnlich ist. 

Wenn wir, statt von der Gleichung (l), von der Gleichung (9) ausgeben, so erhal- 
ten wir bei demselben "Verfahren den Satz der §73. und, mit einer leichten INJodification; 
den Satz der 2r4- Nummer. 

695. Es Ist klar , dass die vier in diesem Paragraphen aufgestellten Sätze (690, 692, 
693) nicht nur auf die von uns bisher gebrauchten, sonde^-n auch auf alle mögliche son- 
stige Punct- und Linien- CoordinaLen sich beziehen. So können wir zum Beispiel aiv:h 
z und X oder y (4l6? Note), oder sogenannte Polar- Coordiualen, oder anch die Coor- 
dloaten desienigen Systems, mit welchem ich mich in einem Aufsätze i« CliliLLE'S Jonp- 
nal *) beschäftigt habe, wonach die Lage eines PuncLes durch die Quotienten je zweier 
Abstände desselben von drei gegebenen geraden Linien ausgedrückt wird, zn Grunde .legen. 



*) Veher «'/» neues Caordinaten - S^-slem, Y. S. l — .'iß? 

u. 
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696. Ich schliesse diesen Paragraphen mk einer allgemeinen Andealnn^. ]is finde 
dieselbe bei allen vier Haupt-Theoremen desselben ihre Stelle; nm mich indess eiaEit- 
cher und betjncmer ausdrücken zu künncn, will ich mich zunüchst ausschliesslich aM dcii 
eirsten dieser vier Sätze beschränken. 

"Wenn wir wiederam in der Gleichung Irgend einer gegebenen Gnrve: 

^ F(y, I, h, a) = 0, ^ (,) 

nach einander fiir die veränderlichen Grössen y und s bestimmte Coordinaten-Wertbe, 
y' nnd x', y" und x", u. s. v,'., die sich auf verschiedene Puncle dieser Curve bezieheii, 
nehmen, wonach zwei der alsdann resultirenden Gleichungen folgende sind: 
F(y', X-, b, a) = o, 

F(y", x", b, a) = 0, ^'^ 

so können wir Aafcli diese beiden Gleichungen b und a, die beiden Coastanten der Glti- 
chnng (l), heslimmcn. Schreiben wir in den letzten Gleichungen für b nnd a die Sym- 
bole y(y, x) und ij(y, x), welche wir als zwei unbekannte, durch diese Gleichungen aii 
bestimmende Grössen betrachten, so erhalten wir: 

F[y'. s', i//(y, s), fp{j, x)} « Q, 
, . F[y", x", ^(y, x), rKy, x)1 = o, ^'^ 

und es ist: 

¥j, n) - l, , , 

¥{y. -) = a, ^ "■' 

Nun können wir aber auch die GIcIcbungon (3) und (4} aus einem andern Gesichtspuntte 
ansehen, indem wir y und x als veränderlich und v{yi ^) '^"'i ^'(y' ^) ^'s beliebige ge- 
gebene Functionen dieser Grössen betrachten. Alsdann stellen die beiden Gleichungen 
(3) zwei Curven dar, ebenso die beiden Gleichungen (.'i). Jene beiden Curven gehen 
alsdann offenbar durch alle Durchschnitlspuucte dieser beiden, schneiden einander .'ms- 
serdein aber auch noch in andern Punctcn , weil, im Allgemeinen, b und a nicht die 
einzigen Werthe sind, welche wir für ^:(■^f , x) und r/(y, \) durch Elimination zwischi'ii 
den beiden Gleichungen (3) erhalten. Es können b und a alle möglieben Werthc bah«n 
und insbesondere auch gleich Null sein. Ich begnlige mich hier mit der blossen Aussage 
des auf diese Weise bewiesenen Satzes, indem ich dieselbe sogleich auf alle vier bisher 
behandelten Fälle ausdehne. Einer ganz specieilen Anwendung dieses Satzes werden wie 
in dem folgenden Paragraphen begegnen. 

Wenn irgend eine Curoe durch die Gleichung 

F(X, ::, b, a) = o, (,) 

in welcher l u/id ■/. irgend beliebige Funct- oder Linien- Coordinalen und h and a zicci 
Conslanien bedeuten, dargestellt wird, so erhalten mr die Gleichungen neuer Curcen, 
(venn tvir für "k und x solche JVerike J.' und x nehmen, ecelche der Gleichung (1) Ge- 
nüge thun, und dann 

b = V/(/(, v), 

a « <p(jz, v), _ , 

setzen und fi und v als veränderlich und zwar einmal als heliehige Punci - Coordliiaten^ 
das andere Mal als beliebige Linien - Coordinalen betrachten. Binmal gehen ahdana 
alle solche Curfen, deren Gleichungen mithin Jolgende Form haben: 

F£X', «', v(/», V), ?.{/(, v)-\ = 0, (3) 

durch alle Durckschnittspuncte der beiden Oerter (2) , das andere Mal werden sie i>on 
allen gemeinschafilichen Tangenten dieser beiden Oerter ebenfalla berührt. 
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(iOf. Die allf^fsucinsU! Glelciiuni^ der geraden Linie zwischen gewutinllchcn Ponci- 
Cuordrcateo ist: 

Ay+Bx+C = o. (0 

Staut dieser GSeichni^ icömicn wir folgende neliraen: 

[/;b+?a+?]y+[Kli+;.a+/t]x4-[,l>+{)a+<r] = o, (z) 

indem wir die Form der in derselben vorltommenden drei Constanten ändern. Die Glei- 
(diun^ fa) ist die allgemeinste Gleichung, in welcher einerseits die Leiden yeränderliclien 
Grüssen y und x und andrerseits zwei consfante Grössen h nnd a mir in der ersten Po- 
lenz vorkommen. ^Yenn wir für y und x die Coordinalen-'W'erthc irgend eines Ptmctes 
(y x) der bezüglichen geraden Linie substiiuiren, und dann b und a als veränderlich, 
als. y nnd x, betrachten, wahrend wir durch alle griechische Buchstaben ein für alle Mal 
bestiinmtn Coefficienten bezeichnen, so ergibt sich aus der letzten Gleichung folgende: 

[(;y+dx+5jy'+[j^y4-?.x+/i]x'+[)7+px-+-(T] = O, (3) 

oderj wenn wir anders ordnen t 

[j;/+zx'+r]y+[5y'+Äx'+p]K+R/+^«'-|-o] = o, (4) 

Nach dem letzten Satze des vorigen Paragraphen stellen, wie auch der Punct (y', x') 
auf der geraden Linie (l) angenommen werden mag, die Gleichtiiigen (3) und (U) eine 
solche gerade Linie dar, die immer durch den Pnnct (b, a) geht. Dieser Punct ist der 
Durchs chpittspuuct der durch folgende zwei Gleichungen dargestelilen geraden Linien: 

y.y+}.x+!i = S(.7+(ix+ff), ^"' 

indem wir, der Kürze halber, j=; = © und —,= S setzen. Wir nennen den Punct (b, a) 
d c^n Pol der geraden Linie (1), in Beziehung auf die Gleichung (2), und 
die gerade Linie (k) die Polare des Puncles (y, x'), in Beziehung anf die 
Gleichung (2). Diese Gleichung können wir fit^llch cet/natio äirectrix nenpen; die 
liesfinimong des Poles einer gegebenen geraden Linie und der Polaren eines gegebenen 
Pnnctes richtet sich nach den W^erthen der neun Coefficienten »;, 0, %, r, /., ,«, r, p 
nnd (T, die in dieser Gleichung vorkommen. 

Wir können hiernach dena jo dem Torstehenden bewiesenen Satze folgende Aussage 
gehen : 

Die Polaren aller Puncle einer gegebenen geraden Linie gehen durch den Pol der- 
selben. 

Umgekehrt folgt ferner, Indem wir die Gleichung (4) als tEquatio äirectrix nehmen, 
dass der Po! jeder geraden Linie, welche durch den Punct (b, a) geht, auf der geraden 
Linie (t) liegt. Einer dieser Pole ist der Funct (y, x'}. Also : 

Tiie Pole aller geraden Linien, ivelclie durch einen gegebenen Punct gehen, liege-» 
aitfder Polaren dieses Puncles, 

693. Um den Pol einer gegebenen geraden Linie (1), in Beziehung auf die Gieichimg gfjr. ; 
(5), zu conslrulren, müssen wir die neun, ein für alle Mal gegebenen, Coefi'cienten die- 
ser Gleichung, oder vielmehr bloss die acht QuotieBleo eines beliebigen derselben in alle 

33 ' 
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iÜbrigen, kennen. Wenn wir, zum Behuf dieser Constraction, dio drei Owch f-olgeiKi» 
Gieichnngcn; 

y.y+X\+/i = 0, (6) 

vy+QX-{-a = o, 
dargestellten drei geraden Linien als gegeben betrachten, so sind jenc' GoefficienleR alle 
neun Iiekannl, wenn iibercliess noch, drei derselben, etwa tj, « nnd v, oder aivch drei 
lineare Beziehungen zwischen denselben gegeben sind. 

Die beiden Coortlinalen-Ason seien OY und OX, die drei gegebenen geraden Linrcn (6) 
AG, BC, AB und MN sei die gerade Linie (l), deren Pol wir sncben. Wir wollen 
denselben als den Dui-chsclinift der beiden geraden Linien (5) constrniren. Die erste die- 
ser beiden geraden Linien gebt, was die Form ihrer Gleichung zeigt, darcb den Pnifct 

A, den Durchschnitt von AC and AB; ebenso gebt die zweite derselben durch den PancJ 

B, den üiircbschnitt von BC und AB. Zur vollständigen Bestimmung dieser beiden jje- 
raden Linien brauchen wir also ausserdem nur noch einen zweiten Punct jeder derselben 
zu kenneu- Um solche zwei Puncte zn erhalten, wollen wir beispielsweise, der obigen 
Bemerkung gemäss, voraussetzen, es sei 

& = «._ 5' = r, ^ /i = Q. Cr) 

Alsdann erhalten wir für die Ordinate des Durchscbnittspunctes der ersten der beiden pC' 
raden Linien (5) mit der zweiten Coordinatcn- Axe: 

Den zweiten dieser Ausdrücke für y erhalten wir, indem wir in dem ersten Nenner 
und Zähler durch '§ = v dividircn und alsdann berücksichtigen, dass f — - 1 = ÜT, 
^— ^ ) = OQ und ( — s ) ~ OM. Hiernach erhalten wir ohne Mühe den Punct Y 
und somit die erste der beiden geraden Linien (5), ncmlich AY. Auf ähnliche Weise 
ist der Punct X, in welchem die siv/eite dieser beiden geraden Linien BX in die er^is; 
Axe einschneidetj durch folgende Gleichnng gegeben: 

I » If.OS = OX. (,) 

Endlich ist der gesuchte Pol der gegebenen geraden Linie WN der Pnnct P, drr Din\:[i- 
schnitt von AY und BX. 

Umgekehrt können wir leicht, wenn der Pol von MN, der Punct P gegeben ist, .diese 
gerade Linie construiren. Die Puncte T tind X sind alsdann bekannt und wir ci-balten 
ohne Mühe aus (0) nnd {9)i . 

OM = |5.0T, ON = g'.OS. Co) 

Aus dem Vergleich der Gleichungen (8) und (9) mit den Gleichungen (10) ergibt sieb die 
beiläufige Bemerkung, dass der Pol der geraden Linie XY in den Durchschnitt der bei- 
den geraden Linien AM nnd BN fallen wurde. 

C99. In dem Falle, dass die drei Glelcbungen (7) besteben, können wir auch den 
Pol einer gegebenen geraden Linie und die Polare eines gegebenen Psinctes, in BceIo- 
hung auf die Gleichung (2), constyuiren, indem .wir einen Kegelschniti za Hülfe neh- 
men, denjenigen ncmlich, dessen Gleichung folgende ist : 
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Diejenige gerade Linie, deren Pol, in Beziehung auf diesen Kegels cli iii U, 
der Punct (bj a) isl, hat folgende Gleichung: 

[^h+5a+ny+[5h+;ia+/c]s+[;§b+/!a+(j] = 0, 
lind diese Gleichung Ist, nntcr den gemachten Voraussetzungen, mit der Gleichung ('3) 
identisch. Es ist also der Pol einer gegehenen geraden Linie, in Beziehung aut 
diese Gleichung, identisch dasselbe mit dem Pole derselben geraden Linie, in 
Beziehung auf den Kegelschnitt (ll), der conica dirccirlx. Dasselbe gilt von 
der Polaren eines gegebenen Pimctes. 

700. Durch die Yoraussctznng, dass die Gleichungen (7) Statt finden, werden die 
beiden Gleichungen {"J) nnd {k) iihercinstimmcßd, wenn wir y' und x' mit a und h vertau- 
schen, CS ist (/, k') der Fol der durch (^) dargestellten geraden Linie, auch in Bezie- 
hung auf die Gleichung (2). Diese Gleichung ist in diesem Falle symmetrisch, in 
Bezielinng auf die beiden veränderlichen Grössen y und x nnd die bei- 
den Consianten b und a. Die beiden SiiUe der 697, Nummer treten alsdann in ei- 
nen innigem Znsammenhang unter einander. 

Die Polaren aller Funde einer gegebenen geraden Unie gehen alle durch ein und 
denselben festen Piinct , durch den Pal derselben. Die gegebene gerade Linie ist die 
Polare dieses festen Panctes, es ist dieselbe der geometrische Ort für die Pole aller 
geraden Zinien, welche durch diesen Punct gehen. 

■ In dem Folgenden wollen wir, wenn nicht ansdriicklich das Gegenthcil bemerlit wer- 
den wird, durcbgehends voraussetzen, doss die Gleichung (3j, die cequatio direcirix , in 
Beziehung auf Y> x und b, a, aymraetrisch sei. 

701. Die heiden möglichst einfachen, in Beziehung atlf y, n und bj a, syninietri- 
Ächcn Gleichungen sind folgende: 

yiax+b = 0, 
by+ax+r^ = 0. ^ ' 

Jede derselben können wir an die Stelle der Gleichung (2) setzen. \'Vas die erste dersel- 
ben betrifft, so können wir leicht den Pol der durch dieselbe dargestellten geraden Iji- 
nie, den Punct (b, a), construircn, müssen aber, weil h und a nicht homogen sind, 
zum Behuf dieser Constraction , eine Linien -Länge als Einheit annehmen. Statt dessen 
können wir sogleich an die Stelle der ersten der beiden vorstehenden Gleichungen fol- 
gende setzen; 

pC>"+b5+as = o. (.3) 

Dieser Gleichung entspricht eine Parabel, deren Gleicluing folgende ist; 

x^+3py = o; 
denn in Beziehung auf diese Parabel ist (b, a) der Pol der dtirth (l3) dargestellten ge- 
raden Linie. 

Die Constructlon des Poles (b, a^, wenn wir die zweite der heiden Gleichungen hei 
(12) zu Grunde legen, ergibt sich ebenfalls ohne alle Miihe. Es entspricht dieser Glei- 
chung, hei der Voraussetzung rechtwinkliger Goordlnaten, ein Kreis, dessen Gieicbung 
folgende ist: __ 

y'+x' = +r% 
nnd der mithin, Je nachdem wir das obere oder untere Zeichen nehmen, imaginär 
oder reell ist. Wir sehen zugleich leicht ein, dass wir auch, vermittelst des reellen 
Kreises, den Pol, in Beziehung auf den imaginären Kreis, conslrulren künnen> Wir 
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LäuuIjcü zu diesem Ende bloss den Po!, in Beziehung auf den reellen Kreis, an ton- 
struiieii lind dann die Coordinaten desselben mit entgegengesetztem Zeichen zu nehrjieii. 
Wenn wir statt der in Rede stehenden zweiten Gleichung bei (12) folgende allgemeinere 
nehmen; 

±'?by+iax+ff CS 0, 
so ist die entsprechende Curve ein reeller oder imaginärer Kegelschnitt, dessen ilittcl- 
|>iincl in den Anfangspnnct der Coordinaten fällt- Die Gojistrueiion Ocs Poles {h, a) 
nach der 69Ü. Nomincr ist hier zwar nicht anwendbarj »eun wir indess die drei Caeffi' 
cicnten r^, X und a in der letzten Gleichung kennen, »o k'tnwep wir unmittelbar die bei- 
den übrigen Constanten, b und a, constrairen, wenn (^e JjezligUche jedesmalige gerada 
Linie gegubcn ist. 

702. Nach diesen Vürbereilungcn geben wir eav EnlwMikiiing 4cs Pnncipes der ßc- 
c'iprocitjit über. 

Die Polare des Darchscbiiiltspunetcs zweier gegebener gerader Linien geht dnrcb Jie 
Pole dieser beiden geraden Linien. Der Pol einer geraden Linie, die awei gegebene 
Puncte verbindet, ist der Ddrchschnittspunct der Polaren dieser beiden Pimcio. 
Wenn also drei oder mehrere gerade Linien durch denselben Punct geben, so liegen 
ibre l*ole in gerader Linie; wenn, umgekehrt, drei oder aicbrere Puncte in gerader Lv- 
nie liegen, so gehen ibre polaren durch denselben Punct. Ans diesen Bemerkungen, 
die unmittelbare Folgerungen aus den Sätzen der 700. Nuramev sind, ist ersichtlich, wie 
;edeni Sat^e, der sich lediglich auf den Durchschnitt vor geraden Linie» nnd auf Piinct*', 
die in gerader Linie liegen, ohne irgend eine Art von absoluter Grössen -Bestimmung, 
bezieht, ein zweiter Satz entspricht, den man sogleich erhält, wenn man sich die 
Pole und Polaren der Winkelpuncte nnd Seiten derjenigen Figur, auf welche sieb der 
gegebene Salz bezieht, conslruirt denkt. Das Princip diestfr Uebertragung tritt als solches 
noch nicht in folgendem Satze hervor, den H. BliIAKCHOS in GerGOMME'S Annalen, frü- 
her als dieses Princip seine Entwicklung erhalten halte, mittheilte; 

Wenn ein beliebigem KegelsöhniU und in der Ebene desselben irgend ein Sechseck, 
dessen drei gegenüberliegende Seiten-; Paare sich in sohlten drei Pimclen schneiden, die 
in gerader Linie liegen, gegeben ist, so gehen die drei Diagonalen desjenigen Sechs- 
ecks, dessen Winkelpuncte die Pole der Seiten des gegebenen Sechsecks, iji Beziehung 
avf den gegebenen Kegelschnitt, sind, durch ein und denselben Punct. 

Der Uebergang von diesem Satze zu jenem Principe ist aber nur ein Schrilt. Ein 
einziges Beispiel wird die Anwendung desselben anschaulich machen. Wir wollen zu die- 
sem Er.de von dem Satze der 4?7. Nummer ausgeben; 

Wenn zivei gerade Linien und auf jeder derselben drei Puncte gegeben sind, so können 
»•ir diese Puncie, paarweise genommen, durch neun neue gerade Linien verbinden. 
Xiiese neun geraden Linien schneiden sich in achtzehn neuen Puncten. Von diesen 'acht- 
zehn Puncten liegen sechsmal drei in gerader Linie. Von diesen ^chs geraden Linien 
gellen drei und drei durch denselben Punct. 

Ans diesem Satze ergibt sich sogleich der naehslchendc, fo wie, iimgekcbrt, dieser 
:iui jenem : 

Wenn ztvei Puncie und drei durch jeden derselben gehende gerade Linien gegeben 
:-lud, so schneiden sich diese geraden Linien noch in neun neuen Puncten- Durch diese 
iWJi! Puncte, paariveise genommen, lassen sich achtzehn neue gerade Linien legen. 
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Von diesen ächlzchn geraden Linien gehen sechsmal drei durch denselben Puiict (,7Zi). 
fon diesen sechs Puncten liegen drei und drei in gerader Linie. 

703, Zuweilen liefert die Anwendnng des Princlpcs der Reciprocität auf einen gege- 
benen Sati keinen neuen Satz. Es kann der Satz, den wir nacK demselben aus dem 
gegebenen herleiten, die blosse Umkßhrung dieses Satzes sein. Ein Beispiel hiervon Re- 
bell die folgenden beiden durch jenes Princip mit einander verbundenen Sätze; 

Wenn die drei Seiten eines Dreiecks den drei Seiten eines andern in solchen drei 
Puncfen begegnen, die in gerader LAnie liegen, so schneiden sich diejenigen geraden 
Linien, ivelche die diesen Seiten gegenllbcrliegenden Winkelpuncte verbinden, in dem- 
selben Puncto. 

Wenn diejenigen drei geraden Linien, welche die Winkelpuncte zweier gegebener 
Dreiecke, paarweise genommen, verbinden, in demselben Puncte sich schneiden, so 
schneiden steh die diesen Winkelpuncten gegenüberliegenden Seilen in solchen drei Punc- 
ten , die in gerader Linie liegen. 

~0k- Wenn irgend ein Polygorf gegeben ist, so können wir ein zweites Polygon 
consthiiren, dessen Wlnkelpnnctc die Pole der Seiten des gegebenen sind; zugleich sind 
alsdann die Seiten des zweiten Polygons die Polaren der VVinkelponcte des gegebenen. 
liieso Bcziehongen finden Statt, «nabbängig von der Grösse nnd der Anzahl der Seiten 
der Polygone, sie gelten also auch dann noch, wenn an die Stelle derselben Corven 
Uetcn. Es liegen die Pole der Tangenten einer gegebenen Cnrve auf dem Umfange ei- 
ner zweiten Curvc, welche wir die Polar- Gurve der gegebenen nennen wollen; die 
Polaren der pQnclC von Jener sind Tangenten von dieser. Die Beziehung solcher zw?i 
Ciirvcn za einander ist eine drerchaus gegenseitige, wenn die liiiirs- Gleichung {(et^uaiio 
direcirix), riicksicbtiicli auf y, s und b, a, synitnolrisch ist. Im entgegengesetzten Falle 
UHnnen wir die erste Curve auch noch -als die Polar-Curve der zweiten betrachten; müs- 
sen alsdann aber die. Form der Hülfs- Gleichung andern. 

Wenn die gegebene Curvc von irgend einer m. Ordnung ist, so wird sie, im AHfije- 
.meiiicn, von einer gegeljenen geraden Linie In m Puncten geschnitten; die m Polaren 
dieser Durchschnittspuncle, Tangenten der Polar-Curve, vereinigen sich alle in demsel- 
ben Puncie, dem Pole Jener geraden Linie. Keine neue Tangente Aar Polar-Curve kann 
dnrch diesen Panct gehen, denn sonst mösste die gegebene gerade Linie die gegebene 
Corvo auch noch in einem (m-f-t)-pHncte, dem Pole der nenen Tangente, schneiden. 
Da wir diese gerade Linie immer so wählen können, dass ein beliebiger Pnnct ihr Pol 
ist, so folgt, dass an die Polar-Curve irgend einer gegebenen Cnrve m, Ordnung, von 
einem gegebenen Pancte aus, sieb, im Allgemeinen, m Tangenten legen lassen. Eine 
solche Curve nennt H. GE(\Gü?iNE eine Curve m. Classe, eine Benennung, die ich 
in der ersten Äblbcilung des vorliegenden Bandes aufgenommen habe, wobei ich indes« 
die Definition einer solchen Curve an den Grad ihrer Gleichung zwischen den neuen Li- 
nien - Coordinaten knijpfe. 

Die Polar -Cume einer gegebenen Curve irgend einer m. Ordnung ist von der m. 
Classe und, umgeke/irt, die Polar-Curve einer gegebenen Curoe irgend einer m. Classe 
ist von der m. Ordnung. 

705. Es sei durch die Gleichung: 

irgendeine, algebralache oder transceodente, Car^e gCgebcft; wir wo-llcn die Polar- 



y Google 



264 Das Piiiidp 

Curve dersellieii bestimmen, iodcm wir die allgemeinste, picht sjTjimctvi^he, Hfllfs- 
Gleichung des ersten Grades: 

7.U Grande legen. Und zwar wollen wir erstens die Poiar.-Ciirve diirch ihfo Gleicliong 
zwischen Lini en- Coordinatcn ausdrücken. 

Wenn (y', s') irgend einen Pnnct der gegebenen Gurre bezeichnet, so stellt die letzto 
Gleichung, wenn wir in derselben y' und x' statt y und x ^icbroiben, und dann b und a 
als veränderlich, als y und x, betrachten, die Polare jenes Punttes (y', s'), eine Xsn- 
gcnte der Polar-Curve, dar. Dieser Gleichung können wir alsdann folgende Form geben: 

[);y'+xx'+J']y+[&y'+is'+((Jx+[?y'+/a'+o] >=■ o, 

vBid. indem wir die bezügliche gerade Linie durch (w, v, u) bezeichnen, ergibt ^ieli (i)02): 

^ j+y.x'+v ^ n ^y' +/.x'+ g ^ v 

^y'+iwx'+ff ^ w' ^y'+^'+vff w' 

Hieraus erhält man: 

" ^ (?.,-;<&)w+{KS-/.7)v+{/<ff— Ä|)u ■ 
and wenn wir diese Wcrtbe von y und x' in die Gleicbiing der gegebenen Girvc für j 
und X substituiren, so kommt: 

Diese Gleichung stellt, wenn wir w, v und p aU Tcyänderliti betrachten, die zu bcsithn- 
mendc Polar-Curve dar. 

706. Wir wollen zweitens dieselbe Polar »Curre durcb Puncto- Coordinalcn bc- 
stlmmen. Wenn wir b und a als Coordlnaten und veränderlich betrachten und der Puntt 
(y, x) die gegebene Curve beschreibt, so stellt die Gleichung (2) nach einander alle mfJg- 
lichen Tangenten der Polar-Curve dar. Um den Bcrübrungspunct auf einer solclicn 
Tangente zu erhalten, brauchen wir bloss den Durchschnitt dieser Tangente mit einer 
zweiten, nnmilfclbar auf dieselbe folgenden, zu suchen, und zu diesem Ende die Cfloj- 
dinaten-W'erlhc b nnd a aus der Gleichung (2) und ihrer Differential -Gleifhung-, in Bo- 
ziehuns auf y und x: 

(';b-l-9a+|)dy-l-(>;b+?.a+/0<lx ^ 0. (ä) 

zu ziehen, wohei wir den Wcrtb von -^ aus der Gleichung (l) herleiten njlisseii. Denn 
die Gleichung jener zweiten Tangente ergibt sich aus (2), wenn wir in dieser Gleichung 
(y+dy) und (x^-dx) stall y und x schreiben, und diese Gleichung können wir, zum Be- 
huf der Bestimmung von b und a, vermittelst der Gleichung (2), reduclren und erlialtcn 
alsdann die vorstehende Gleichung (3). Diese Gleichung stellt mithin, wenn wir b und 
a als veränderlich belrachten, eine solche gerade Linie dar, die durch den Berührungs- 
punct auf der in Rede stehenden ersten Tangente (2) geht- Der durch die beiden Glei- 
chungen (2) nnd (3) bestimmte Punct (b, a) ist ein PuncI der Polar-Curve; wenn wir 
diese beiden Gleichungen auf irgend eine Weise zn einer neuen Gleichung mit einander 
verbinden, so stellt diese Gleichung einen neuen Ort, der durch den Punct (b, «) geht, 
dar, und dieser Ort ist jene Polar-Curve, wenn die resultirende Gleichung diejenige ist, 
welche man erhält, wenn man aus den beiden Glelchnngea (2) und (3), vermittelst der 
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Gleichung (i), y nnd s eliminlrcn. Es sei die auf diese Weise sich ergebende Gleichung 
folgende : 

9(b, a) = 0. (4) 

Durch die drei Gleichungen (l), (2) nnd (3) sind die vier Grössen y, s, h und a 
vollkommen bestimmt, wenn eine derselben gegeben ist; wir können jene als Functionen 
von dieser ansehen. jDiffercnlüren wir demnach die Gleichung (2) vollständig in Bezie- 
hung auf y, X, b nnd aj so erhalten wir, wenn wir vermittelst der Gleichung (3) redu- 
circn, folgende Gleichung: 

(i;y4-)(x+]')db+(Sy+ax+ii)da = o, (s) 

wobei wir den Werth des Differential - Quotienten t- aus der Gleichung (h) nehmen 
können. Wir können aber auch die letzte Gleichung, als durch blosse Differentiation 
der Gleichung (9), in Beziehung auf h und a, wobei y und x als constant zu betrachten 
sind, entstanden, ansehen; so dass, wenn wir y und x mit b und a vertauschen, die 
Gleichung (5) in dieselbe Beiiehung zur Gleichung (2) tritt, in der früher die Gleichung 
(3) stand. Wenn wir zwischen den drei Gleichungen (a), (2) und (5) die Grossen b und 
a ellmioiren, so kommen wir nothwendig zur Gleichung (l) zurück. 

Wir fmden hiernach durch eine einfache analytische Betrachtung die frühere Bemer- 
kung bestätigt, dass auch die gegebene Curve (1) gegenseitig die Polar-Curve ihrer eige- 
nen Polar- Curve ist, nur dass hierbei die Hülfs - Gleichung {mquatio äirectrix) jedesmal 
ihre Form ändert, wenn dieselbe, in Beziehung auf y, x und b, a, nicht symmetrisch 
ist, denn bei der Rückkehr der zweiten Curve zur ersten treten b und a an die Stelle 
von y und x. 

707. Wir können die In der vorigen Nummer angezeigten Eliminationen mir dann 
ausführen, wenn die Gleichung der Curve (l) wirklich gegeben nnd nicht durch ein blos- 
ses Funclions-Zeichen dargestellt Ist. Es Ist diess aber nicht nothwendig, wenn wir statt 
der Gleichung (4) bloss die Differential -Gleichung derselben verlangen, und In diesem 
Falle braucht die gegebene Curve ebenfalls nur durch ihre Differential- Gleichung gegeben 
zu sein. Diese Gleichung sei folgende: 

f(g. „ .) = „. ,.) 

Wir erbalten zuvörderst aus der Gleichung (3): 

dy __ xh+J.a+/t 
äx j;b+tfa+5 ' 

und dann ferner aus der Zusammenstellung der beiden Glelcbungeh (2) und (5): 
_ ( tix— yX;(adb— bda)+((ri(— )'^f)db+(ffJ.— t)M)d a 
y ~ [l>j~K9)(adb— bda)+0(?— 5f|)db+(^d— >.|)dä' 
_ (^i;—v&){ail}—h äa)i- (<Ji3—r^)ih+(o9-t}l)äi 
^ ~ (;^;j-K9Xadb— bda)4-C":y-»(^)db+(^(9— X|}da* 
Wenn wir die vorstehenden Werthe von ^^, y und x in die gegebene Differential -Glei- 
chung (6) substiluircn, so gelangen wir unmittelbar, zur gesuchten Differential -Gleichung 
der Polar - Curve. *) 



*) All die letzten Nummern des Teiles knüpfen sich reio analytische Befrarhtungeu an. lüJem 
icli raich hier auf einige blosse Andeutungen beschränke, ist ineine Absicht, denselben Ge- 
genstand an einem andern Orte wieder aufzonehmen. 

H. 34 
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70ß. Wenn eine gegebene Curve einen vielfachen Punct, das heisst, einen söl- 
clien Punct hat, in ivelcbem mehrere Zweige derselben sich schneiden, so entspricht die- 
sem Puncte in der Polar- Curve eine gerade Linie, welche eine gleichcAn- 
zahl von Zweigen dieser Carve berührt. Wenn jene Zweige, die dorch den- 



Wenn irgend eine, auf eine beliebige Curve sieh beziehende, Differenh'al - Gleicfinng 
gegeben ist, so können wir die Differential-Gleicliung der Polar - Curve, indem wir eine 
beliebige lineare cequatio directrisc lu Grunde legen, unmiltelbar hinschreiben (707). Wenn 
wir alsdann das Integral einer dieser beiden Differential- Gleichungen kennen, so erhalten 
wir das Integral der andern durch blosse Elimination (70ß). Wenn zum Beispiel die Glei- 
chnng (1) das bekannte Integral der Gleichung (8) ist, so erhalten wir die Gleichung (4), 

die durch Elimination von i- , y und s zwischen den Gleichungen (1), (2) wnd (3) »ich 

ergibt, als Integral der am Ende der 707. Kommer bezeichneten, der Raum-Ersparnisj 
Tvegen, nicht hingeschriebenen Differential - Gleichung. Ich will hierbei auf einen Fall be- 
sonders anfmerksam machen. Wenn die letztgenannte Gleichung auf folgende sich reducirt • 
.<{tii <-i'^){adb-bda]+{g)(->'^)db-KoA-pA t)d3 (e;;-f9](adl>-hda)+(g';-J'g)db+(g^-eg)da { 

_ 'C5.;;-x9){adb-bda)+Cwiy-x|)db+(/i&-X|)ba' CA^->töJ(adb-bdaJ+{/t;;-jf|)db+(^&-A^Jdal ^ "' 

in der alsdann die neun Coefficlenten (p« — r^), n. s. w. als beliebige von einander unab- 
hängige Coefficienlen anzusehen sind, so erhält man für die Polar- Curve derjenigen Curve, 
auf welche diese Gleichung sich bezieht: 

f(y, x) = O! 
eine Gleichung zwischen endlichen Grössen. Wenn man zwischen dieser Gleichung and den 

Gleichnngen (2) und (3) t- > J ""^^ " ellmlnlrt, so erhält man eine Gleichung, welche 
die singulare Auflösung der vorgelegten Differential - Gleichung ist. — 

Die Verallgemeinerung der vorstehenden Bemerkungen hegt nahe. Wenn wiederam : 
FO-, X) = o (I) 

eine gegebene Gleichung ist, aber an die Stelle der Gleichung (2) Irgend eine beilebige 
Gleichung zwischen y, x, b und a, als cequatio dlrectrix, tritt, die wir durch 

^{y, X, b, a) = o, (II) 

und deren Differential - Gleichung , in Beziehung auf j und x , wir durch 

^(l;. 7. », b, .) = o (III) 

darstellen wollen, so können wir zwischen den vorstehenden drei Gleichungen y und i e!i- 

mtniren , nachdem wir zuvor in die letzte derselben fiir -r- denjenigen Ausdruck suhttituirl 

haben, welchen die Differentiation der Gleichung (I) gibt. Das Resullät der Elimination sei: 

fl-Cb, a) = o. (IV) 

Wenn wir femer die Gleichung (II), in Beziehung auf b und a, differenliren, und die re- 
snltirende Gleichung durch 

0(|, b. a. „ .) = . ^^(V, 

darstellen, so erhalten wir aus (11) und (V) y und x als Function von , b und s: 

und hiernach , wenn wir in |I) substilulren : 



1'a'.';.> ..^(t.'-')) = ' 



(VII) 



Die Gleichung (IV) ist die singulare Auflösung der Gleichung { VII). Der erste Thcil 
dieser Gleichung ist Function zweier andern Functionen, die man erhält, wenn man aus 
irgend einer Gleichung (II) zwischen zweien veränderlichen Grössen b und a und ihrer Dif- 
ferential-Gleichung (V) die Ausdrücke für zwei, in diesen Gleichungen vorkommenden, Con- 
stanten zieht. Die Gleichung (II) ist das gewöhnliche Integral der Gleichung (VlI). y und 
K iind iwei Constante, welche sich, nach der Gleicbuog (I), auf eine einzige redsciren. 
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selben Punct gelicB, theilweisc eine gemeinschaftliche Tangente haben, so fallen auf die- 
ser, mehrere Zweige berührenden, geraden Linie theilweisc die Berührungspuncte zusam- 
men. Die in einem vielfachen Puncte sich schneidenden Zweige können paarweise imagi- 
jiiir werden, ihr Durchschnitt bleibt alsdann reell imd man erhalt, statt der beiden 
Zweige, einen blossen Punct. Dieser Panct slellt sich als conjugirtor isolirtcr Punct dar, 
wenn jener vielfache Punct ein blosser Doppelpunct ist; die Spnr desselben verliert sich, 
wenn noch ein dritter reeller Zweig der Curve durch denselben Panct geht. Auf gans 
analöge Weise erhalt man in der Polar- Figur, wenn mehrere Zweige, welche von der- 
selben geraden Linie berührt werden, paarweise imaginUr sind, statt jedes Paares sol- 
cher imaginären Zweige, bloss jene gerade Linie, ihre gemeinschaftliche Tangente. Diese 
gemeinschaftliche Tangente erscheint als isolirte, der Polar -Cnrvc conjngirte 
gerade Linie, wenn kein anderer Zweig dieselbe aasserdem noch berührt; wenn hingegen 
dieser Fall eintritt, so gehört zu der Polar- Curve eine ihrer Tangenten. 

Aus den vorstehenden Bemerkungen erhellet, wie es ganz natürlich ist, in die allge- 
meine Theorie der Curven neben dem Begriff des singnlaren Punctes auch den Be- 
griff der singulären geraden Linie einzuführen. In denjenigen singularen PunCtcni 
in welchen sich solche Curven-Zwcige vereinigen, welche zum Theil in diesem Puncte 
eine gemeinschaftliche Tangente haben, ist diese Tangente eine singulare gerade Linie. 
In der Gleichung einer Curve zwischen Punct- Coordlnaten ist jede Spur der singulären 
geraden Linien der Curve verschwunden, so wie in der Gleichung derselben Curve zwi- 
schen Linien - Coordlnaten die Spur der singularen Puncte. 

709. Wenn wir die allgemeine, nicht syinmelrlscbe, Hiilfs-GIelchuag; 
{■>]h-i-&a-i-'4)y+(i<h+la.-]-fijx+(vl,+^a+o), 
7.U Grunde legen, so erhalten wir (705) für die Polare desjenigen Punctes, welche der 
Durchschnitt der durch folgende fccide Gleichungen: 

^y+xx+v = o, d-y+Xx-i-Q = 0, (i) 

dargestellten geraden Linie ist, eine solche gerade Linie, die unendlich weit Hegt, und 
deren Richtung eine unbestimmte ist. Wenn dieser Punct auf einer gegebenen Curve 
liegt, so ist der Pol der Tangente der Curve in diesem Puncte der Berübrungspunct auf 
jener unendlich weit entfernt liegenden geraden Linie, die eine Tangente der Polar- 

Da die Gleichung (IV) das Resultat der Kliminatlon der beiden als constant zu betrachtenden 
nnd durch die GleicÜung (I) mit einander verbundenen Grossen, j und %, zwischen den 
beiden Gleichungen (II) und (!Ii) ist, so folgt sogleich, nach der bekannten Theorie, dass 
die Gleichung (IV) (die singulare Auflösung) eine solche Curve darstellt, die alle dieje- 
nigen Curven uinbülit, welche durch die Gleichung (IIj (die gewöhnliche Integral -Glei- 
chung), wenn wir nach einander den Constanten y und x alle möglicheu Werlhe beilegen, 
dargestellt werden. 

Wenn wir aus den beiden Gleichungen (II) und ((il) die Werthe von b und a ziehen 
und dann in die Gleichung (iV) substituiren, so erhalten wir eine Differential - Gleichung 
zwischen y und x; und diese Gleichung hat die Gleichung (H), in welcher alsdann h und a 
zwei durch die Gleichung (IV) mit einander verbundene Constanle bedeuten, zum gewöhn- 
lichen Integral und die Gleichung (l) lur singulareu Auflösung. 

Es hat bekanntlich zuerst L^gsaugs die vollständigste Theorie der besondern AuflÖ- 
aungen gegeben und das Vollständigste hierüber findet sich in seinen Leiions sur le Calcul 
des Fonctions. Die in dem Vorstehenden angedeulete allgemeiue Theorie der singulären 
Auflösungen steht mit dem Princip der Reciprocität in der genauesten Beziehung; diess her- 
vorjubeben Ist der Zweck dieser Anmerkung. 

34« 
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Curve ist. Es ist sogleich ersiclitliclit , dass dieser Beriihrungspunct auf der durch fol- 
gende Gleichung (706 (.3)) : 

lvy+9x+^y~(>cy+kx+fr) = o, _ (.) 

in der v' sich auf die Richtung; der Tangente der gegebenen Curve in dem gegebenen 
Puncfe bezieht, dargestellten geraden Linien nnendüch weit hegt. Es entspricht also der 
gegebenen Curve eine Polar-Curve, die zwei parabolische Zweige hat, deren 
Durchmesser der geraden Linie (3) parallel sind. Wenn die gegebene Curve einen viel- 
fachen Punct hat, der mit dem eben bezeichneten Punct zusammenfallt, so hat die Polar- 
Cnrve mehrere Paare parabolischer Zweige, deren Dnrchmesser leicht zu bestimmende 
Richtungen haben. 

Zu denselben Folgerungen gelangen wir auch dann, wenn wir, indem wir rein geo- 
metrisch zu Werke gehen, insbesondere irgend einen beilegen Kegelschnitt zur Hülfs- 
Cnrve nehmen, und alsdann die gegebene Curve durch den MIttelpunct dieses Kegel- 
schnittes .geht. *) 

710. Eine gerade Linie, die durch den Durchschnitt der beiden geraden Linien (l) 
geht und deren Richtung durch v' bestimmt ist, hat nach der vorigen Nummer zum Pole 
den auf der geraden Linie (2) unendlich weit entfernt liegenden Punct. ■ Wenn jene ge^ 
rade Linie eine singulare gerade Linie einer gegebenen Curve ist, so ist dieser unendlich 
weit entfernt liegende Punct ein singulärer Punct der Polar -Curve, Wir sehen hieraus, 
dass es auch singulare Puntte in unendlicher Entfernung gibt: eine für Aas 
Gesetz der Continultat in der Theorie der Curven wichtige Bemerkung, die zuerst H. 
PONCELET am eben angeführten Orte gemacht hat. Wir werden im folgenden Paragra- 
phen auf diese singulären Puncte noch zurückkommen. 

711. Wenn endlich mehrere Curven sich in dem Durchschniltspuncte der beiden ge- 
raden Linien (l) mpunctig oscullren, so haben die Polar-Curven in unendlicher Ent- 
fernung eine mpunctlge parabolische Osculation. Wenn mehrere Curven 
auf irgend einer durch den Durchschnitt der beiden geraden Linien (l) gehenden dritten 
geraden Linie sich mpunctig osculiren, so haben die Polar-Curven die gerade Linie (2) 
jKur gemeinscbafthchen Asymptote und auf dieser Asymptote in unendlicher 
Entfernung einen mpunctigen Contact. Wir sind schon im 7. Paragraphen der 
ersten Abtheilung dieses Bandes unmittelbar auf die Osculation parabolischer und hyper- 
bolischer Zweige geführt worden. — 

712. Die Polaren von irgend vier gegebenen harmonischen Theilungspuncten bilden 
vier Harrnonicalen und folglich auch, umgekehrt, die Pole von irgend vier gegebenen 
Harmonicalen vier harmonische Theilungspuncte. 

Wir können diesen Satz auf folgende Weise für den allgemeinsten Fall, dass die 
nicht symmetrische Gleichung (2) der 705. Nummer zu Grande gelegt wird, beweisen. 
Nach dieser Nummer erhalten wir 

gy'-f-^'+q _ , % f-<rfni '+a _ „ gy"'4-^x' "-i-iT __ ,„ gy""+^x'"'-f-ff _ „„ 

wenn (y, x'), (y", x"), (/", x") und (/'", x"") die vier gegebenen harmonischen Thei- 
lungspuncte und w', w", w'" und w"" Ordinaten ihrer Polaren hedeafen. (Wir setzen, 



*) FoNCELET, Memoire sur la ihiorie generale des polaires reciproqnes yi in Cr. 
Journal, IV. 1Ö29. 
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der Kürze haiber, die Ordinate ii glolcii Eins.) Die vorsleiienden vier Gleichungen siel- 
ten, wenn wir die verschieden accciitniricn y und x als verUndcrlicli bctracliten, vier ge- 
rade Linien dar, die durch die vier gegebenen Pimcte gehen. Da diese geraden Linien 
überdiess in ein nnd demselben Piincte, dem Durchschnitlc der beiden geraden Linien: 

gy-h/fx+o- = Y = o, 7jy-i-xK-t-v = X = o, 

sich schneiden, so bilden sie ein System von vier Harraonicalen. Hiernach erhalten wir, 
wenn wir zuvor ihren Gleichungen folgende Form geben: 

X-w'Y = o, X-w"Y = o, X-w"'Y ^ o, X-w""Y = o, 
und durch w nnd v zwei imbeslimmte Coefficlenten bezeichnen; 

e.(X-w'Y)-M;(X-w-'Y) = X-w'Y, «(X-wT)-v(X_w"Y) = X-w""Y, *} 
nnd hieraus folgt : 

ww'-{-i'w"' = w", !o\v' — üw'" = w"". 

Es sind also auch (41O) diejenigen Puncle, in welchen die vier eben hezelchneten Polaren 
in die zweite Coordinaten- Ase einschneiden, vier haiTiionische Theilungspuncte, und mit- 
hin die Polaren selbst, da sie überdiess durch denselben Punct (697) geben, vier Harmo- 
nicaien. 

Als Beispiel von der Anwendung des Principes der Reclprocitat, rücksichtlich des 
eben Bewiesenen, stelle ich folgende beide Sätze neben einander: 

Eine beliebige Diagonale irgend einer gegebenen vierseitigen Figur m'rd in den bei- 
den Wijikelpuncten, die sie verbindet, und in ihren DurchsckniUen mit den beiden 
übrigen Diagonalen harmonisch getheilt (I. , 50). 

Die beiden Diagonalen irgend eines gegebenen Vierecks bilden mit denjenigen bei- 
den geraden Linien, welche den Durchschnittspunct derselben m,it den Diirchschniits- 
puncten der beiden Paare gegenüberliegender Seiten verbinden, vier Ifarmonicalen. 

713. Aus. der vorigen Nummer und den Entwicklungen der ^iote zur 623. Numnicr 
ergibt sich folgender Satz: 

Die Pole einer Involution von sechs geraden Linien bilden eine Involution von sechs 
Pimcten und, umgekehrt, die Polaren einer Involution von sechs Puncten bilden eine 
Involution von sechs geraden Linien, 

Hiemach folgt zum Beispiel Jeder der beiden nachstehenden Sätze aus dem andern. 

Solche sechs Tangenten , die man von irgend einem Puncte aus an irgend drei Ke- 
gelschnilic legen kann, welche dieselben vier (reellen oder imaginären) geraden Linien 
berühren, bilden eine Involution (Ö33). 

Die sechs Durchschnittspuncte emer beliebigen Transversalen mit solchen drei Ke- 
gelschnitten, welche durch dieselben vier (reellen oder imaginären) Puncte gehen, l}il- 
den eine Involution, *') 



•) Wenn nemHch die LelJen Gleichungen 

Z = o, Z' ^ o 

irgend zivei gegebene gerade l-inien darstellen und /i eionn itetiebi^^cn Coefficienteu hmh-.a- 
let, so stellen folgende GleicI^iDgen; 

Z+^tZ' = 0, Z~;1(Z' = o, 

solche zwei neue gerade Linien dar, wefdie reit den Leiden gegehenen elfi System lon 
vier narmonicaien bilden. Diese Beziehungen sind denen der iXo. Kummer ganz analog. 
'*') Ich habe In dem Friibern gelegentlich mehrfache Eigenscbaften einer Involulion von sechs 
Puncten so wie einer Involulion von sechs geraden Linien entivickell. Beiläiifig ia^e ii'L 
aucb noch die folgenden Sätze hinzu: 
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Wenn wir insbesondere in dem letzten Satze an die Stelle Iwcier der drei Kegel- 
sclinitte zwei Linien -Systeme setzen, so erhalten wir einen Satz, den zuerst DesaRGUES 
^ab *). Der allgemeine Satz gchürt 11, Sturm *•}. — 

"14. Wir haben in allen bisherigen Entwicklungen auf die Werthe der ein für aÜK 
Mal gegebenen Constanten der HUlfs-Gleicbung {aquatio directrix') keine weitere Rück- 
sicht genommen. Wir können dieselben zum Thei! gleich Null setzen und jene Gleichung, 
wie in den Beispielen der ~fi\, Nummer, mügüchst vereinfachen. An jede solche Glei- 
chung können wir das Princip der Reciprociläl, so weit wir dasselbe bisher entwickelt 
haben, anknüpfen. Es gewinnt dasselbe aber eine grosse Mannigfaltigkeit an neuen An- 
Wendungen, wenn wir jenen neun Coefficienten der Hülfs - Gleichung bestimmte Werthe 
beilegen und gewisse zwischen denselben Statt findende Beziehungen annehmen, oder 
wenn wir, von der geometrischen Seite, irgend einen bestimmten Kegelschnitt zur Hiilfs- 
(;«rve nehmen. Wir bcbnden nns hier auf einem ergiebigen Felde der Untersuchung; 
ein Blick aut die wenigen Andeutungen, welche die folgend;en Nummern enthalten, wird 
uns hiervon überzeugen. 

Wenn wir derjenigen Curve, deren Polare wir suchen, eine, in Beziehung auf die 
Goordinaten- Axe, beliebige Lage geben, so können wir, unbeschadet der Allgemeinheit, 
in den Untersuchungen über die Natur der Polar- Curve die Form der gegebenen Hiilfs- 
Gleichuug dadurch vereinfachen, dass wir die Lage und die Richtung der Coordinaten- 
Axen gcbürig bestimmen. Wenn die gegebene Hülfs - Gleichung bei beliebiger Ascn-An- 



Die drei Seiten eines Dreiecks und irgend drei durch die Winkelpuncte desselben und 
ein und denselben Fund gehende gerade Linie, oder, was dasselbe heisat , die Seilen ir- 
gend eines Vierecks uitd die beiden Diagonalen desselben haben die Richtung der sechs ge- 
raden Linien einer Inpolution. 

Und, umgekehrt: 

ffenn man aus dreien geradeu Linien der drei Linien- Paare einer Involution, in- 
dem man dieselben parallel mit sich selbst verrückt, ein Dreieck bildet, so gehen die drei 
übrigen geraden Linien der Involution durch ein und denselben Punct, wenn man sie, 
parallel mit sich selbst, so perschiebt, dass jede derselben durch denjenigen fP'inke^UTiot 
Jenes Dreiecks geht, welchen solche swei gerade Linien bilden, mit welchem sie nicht su 
demse/fisn Linien - Paare der Involution gehört. 

Der Beweis des vorstehenden Satzes bietet sich sogleich dar. Wir können ilie drei Sei* 
Sea des Dreiecks durch folgende Gleichungen darstellen: 

(x'-x")(y-/)-(r'-y"Xx-x') = o, 

(x"-K-)C)'-y;)-(/;--/")cs-x;') = », 

(^"■_^'){j,_y'")_(/"_y')(x_s"')_ ^ O, 

Hud erhallen alsdann (vergl. die Mote zur 623. Nummer), indem wir die Goordinaten- Axes 
gehörig bestimme», für die drei durch die drei ^YiQltelI)u^cte des Dreiecks gehende gerade 
l-inien folgende Gleichungen: 

(s'-x")(?-n-f-(j'' -/')(='-=''■') = o. 

(x'-x"}(y-y' )4.0"_y"')(x~.x' ) = O, 

(s"'_x')(j-y")-4-(y — r')(x-x") = o._ 

i)!c Summe der ersten Theile dieser drei Gleichungen reducirl sich auf Null und fglglieh 

gehen die drei bei;ii gliche 11 geraden Linien durch ein und denselben Punct. 

Nach den vorstehenden Sätzen können wir auf die bequemste Weise, wenn fünf ge- 
rade Linieo einer Involution gegeben sind, die sechste gerade Linie der Involution bestim. 
men, so wie der sechste Punct einer Involution sieh am leicbteste« durch Hülfe des vor- 
letzten Sattes in der Note ?ur 44t. Nummer coiistruiren Idsst. 
*) PoNCSL£T, Prop. proj. tpS. 
'■) Gsnaonifs, 4nn. T. :^VII. f, (Se, 
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nähme wiederum folgende isl: 

(,b+9a+yy-f.(>fb-t-Aa-f-.M)s-H(»'l)-f-pa+i7) = o, (.) _ 

so bietet sich eine natürliche "Vereinfachung dieser Gleichung dar, indem wir irgend iwni 
der drei durch die nachstehenden Gleichungen dargestellten geraden Linien: 

,y-|.9K4-? = 0, «y-f-ix-+-/i = o, jy+px+ff = 0, (2) 

EQ den neuen Co ordinalen - Axcn wählen (698). Nehmen wir insbesondere die erste die- 
ser drei geraden Linien zur ersten nnd die zweite derselben zur zweiten Coordinaten-Axc, 
fio erhalten wir statt der Gleichung (l) eine Gleichung von folgender Form ; 
)7hy+Aax+(i'b-+-pa+w) = o, (3) 

nnd in dem hesondern Fall, dass die Glcichnng (i) synimc irisch ist und demnach die Ee- 
dingungs - Gleichungen (7) der 698. Nummer bestehen, eine Gleichung von folgender 
Form: 

9;hy+Xax4-ff = o. (*) 

Geometrisch genommen entspricht dieser letzten Gleichung irgend eine (reelle oder ima- 
ginäre) Curvc zweiter Ordnung, deren MIttelpunct in den Anfangspunct der Coordina- 
tcn fällt. 

Die eben angezeigte Coordinaten-Vcrwandlung kann nicht Statt finden, wenn die 
beiden ersten der drei geraden Linien (2) parallel sind. Nehmen wir, um diese Ausnahme 
Ea heseiligen, statt der ersten dieser drei geraden Linien, die dritte derselhen zur ersten 
Coordinatcn- Axe, so erhalten wir als Iliilfs- Gleichung eine Gleichung von folgender 
Form: 

(^b+Sa+yy-f-J-as-f-i-h = o, (5) 

und für jenen Ausnahms-Fall eine Gleichung von folgender Form; 

(9a-f-§)y-(-J.ax-f-)'b = o. (t) 

Wenn die Hülfs- Gleichung eine symmetrische ist, so ist in der letzten Gleichung 't = o 
und I = K Die entsprechende Hülfs -Curve ist alsdann eine Parabel, welche von der 
ersten Axe im Anfangspnncte berührt wird und welche die zweite Asc zu einem ihrer 
Durchmesser hat. 

Da in der Gleichung (D) der Cocfficient 'i offenbar nicht fehlen darf, so sehen wir, 
dass die neun Coefficienten der Hiilfis- Gleichung (l) nicht solche Werthe haben dürfen, 
wonach die drei geraden Linien (3) durch denselben Punct gehen würden. Auch dürfen, 
was hieraus folgt, nicht irgend zwei dieser drei geraden Linien zusammenfallen. Diesen 
beiden Fällen entspricht, wo wir eine Curve zweiter Ordnung als Hülfs- Cnrvc nehmen 
können, dass diese Curve nicht in ein System von zwei geraden Linien übergehen kann. 

7t5. \Tir wollen die Polar -Curvc irgend eines beliebigen durch die allgemeine Glei- 
chung: 

ay'-f-2hx3'4-cx'-f-3dy.f-2cs-ff = o, (1) 

dargestellten Kegelschnittes bestimmen, indem wir 

cur Hülfs -Gleichung nehmen. Alsdann ergibt sich nach der 705, INummer: 

?' - V 7 " l' <»> 

wenn wir durch (w, v, u) die Coovdinaten der Polaren irgend eines Functes (y, x) bi'' 
Ecichnen. Für die gesuchte Polar -Curve erhalten wir hiernach, indem wir aus den Lei- 
den letztea Gleichungen die TVerthe von y and s nehmen und statt dieser Grössen in dit 
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Gieichung (l) substitnircn, folgende Gleichung; 

tlic wir, der Kürze halber, auf folgende Weise schreiben wollen: 

Fa^+2Eiiv-f-0^-f-2Diiw+2Bvw-}-Aw^ = o. (5) 

Man erhäU: 

(CF— E^) =! j;^/.V(ac~L^J; 
CS sind also die beiden Ausdrücke (CF — E^) und (ac — b^) enlweder beicie posiüv, odec 
beide negativ oder beide gleich Null. Je nachdem also der Änfangspunct der Coordlna- 
ten ausserhalb einer der beiden Polar-Curven (courbes polaires reciproques) (l) nnd (5), 
oder innerhalb derselben oder auf dem Umfange derselben liegt (4Ö8), ist die andere "eine 
Hyperbel, Ellipse oder Parabel. 

Wir wollen ferner noch die besondern Bestimmungen machen , dass 
7; = X = 1, o = — R^ 

wonach sich die Gleichungen (2) und (4) In folgende verwandeln: 

Äy-I-nx = Vi?, (fi) 

aR''Qä4-2bR''uv+cU'^v''-(-2dR.=uw'+2cR^vw-t-fw^ = 0. {7) 
\Yenn a = c nnd b = O', so ist, hei der Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten, 
tUe gegebene Cnrve ein Kreis nnd die Polar- Cnrve dieses Kreises ein Kegelschnitt, wel- 
cher den Anfangspunct der Coordinaten zu einem seiner Brennpnncte hat; denn die 
Gleichung (7) geht alsdann in folgende über, wenn wir zugleich, der Kürze halber, 
a = c = 1 und w = 1 setzen : 

R''(u=^+v')-f-2R'(du4-ev}+f == o. 
Die Coordinaten des ^liltelpuncLes des gegebenen Kreises sind y = — d, x = — e und 
also die Coordinaten der Polaren dieses Mittelpunctes (3): 
d e 

« = _j^, V = -^,. 

Diese Polare Ist also (56o) die Dlreclrlx der Polar -Curve nnd zwar diejenige, welche zu 
jenem ihrer Brennpuncte gehört, der in den Anfangspunct der Coordinaten fallt. Oh 
diese Cuvve eine Hyperbel, Ellipse oder Parabel Ist, bestimmt sich wie in dem allgemei- 
nem Falle. 

Die vorstehenden Resnllate hat zuerst H. PONCELET in der oben angeführten Ab- 
handlung mitgetheilt. Yicle einzelne Folgerungen daraus, die sich ohne Mühe noch sehr 
vervielfältigen Hessen, finden sich in zweien Abhandlungen des 18. Bandes der zu Mont- 
pellier erscheinenden Annalen. *) 

Das Quadrat des Radius des gegebenen Kreises ist (d^-f-e'-f), das Quadrat der halben 
Brcnnpuncts - Ordinate , das heisst des halben Parameters (56l), ist gleich \^r~~T^h 
Hiernach ergibt sich : 

rp = R^ (e) 

wenn wir den Radius des gegebenen Kreises r und den halben Parameter der Polar-Curve 
p nennen. R bedeutet den Radius desjenigen Kreises, der, wenn wir die Pole geome- 
trisch construiren, an die Stelle der Hülfs- Gleichung (6) tritt (701). Kreisen von gleichen 
Radien entsprechen also Polar -Cnrven mit gleichen Parametern. 



•} PoTiCELET, Memoire etc. Nro. ii5. — Bosizzier , Demonstration de dluera thian 
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ierg. Ann. XVIII. Janpier, 1828. — Cbasles, Theorimea sur &* < 
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71Ö, Das Princip der RcciprodlUt führt za ciaer neuen Conslruction der aligememcn Fig. kO, 
Aufgabe der Tactionen, die ich hier als ein Beispiel von der Anwendung dieses Princl- 
pes , in Bcziehnng auf die Entwicklungen der vorigen Nummer, gehe. 
Einen Kreis zu beschreiben, ivelcher drei gegebene Kreise berührt. 
Der Mlttelpunct eines Kreises von gegebenem Radius y., der von zwei gegebenen 
Kreisen, deren Radien R nnd R' sind, ansserlialb oder von beiden Innerliall) berührt 
wird, ist, wenn wir seine Abstände von den Mittelpnncten der beiden gegebenen Kreise 
r nnd r' nennen, dadnrch bestimmt, dass 

r+R = r'+R' = X, 
und hieraus folgt: 

r_r = ±(R'_R). _ W . . 

Der- Ort fäc die Mlllelpuncte aller Kreise, welche von zwei gegebenen Kreisen gleichartig 
beriihrl werden, ist also eine Hyperbel, welche die Miltelpuncte der beiden gegebenen 
Kreise zu Ihren Brennpuncten hat. Der eine Zweig dieser Hyperbel, welchcni das obere 
Zeichen in der letzten Gleichung entspricht, bezieht sich auf solche Kreise, welche die 
Leiden gegebenen Kreise nicht nmschllessen, der andere Zweig auf solche Kreise, wel- 
che die beiden gegebenen umsehllcssen. 

Die Mitlelpuncte, K nnd K', derjenigen beiden Kreise, wolchc die drei gegebenen 
Kreise, C, C und C", gleichartig berühren, sind also zwei gemeinschaftliche Durch- 
Echnittspuncte dreier Hyperbeln, welche die Mlttelpuncte der drei gegebenen Kreise, 
paarweise genommen, zn ihren Brennpuncten haben. Wir können also die Slittelpnncle 
jener beiden BerUhrungs- Kreise als die Durchs ehnittspunete zweier Hyperbeln construiren, 
deren gemeinschaftlicher Brennpanct der Mlttelpunct eines der drei gegebenen Kreise, 
etwa der Mlttelpunct des Kreises C ist. Wenn wir irgend einen Kreis, der nilt dem 
Kreise C concentrisch ist, zur niilfs-Curve {curca diredrix) nehmen, 50 sind die Po- 
lar -Curven dieser beiden Hyperbeln zwei Kreise und die Pole zweier gemeiuscbaflllchen 
Tangenten dieser Kreise sind die gesuchten Mlttelpuncte. Wir wollen den Kreis C 
selbst zur Hiilfs - Cnrve nehmen. Die Mlttelpuncte der beiden Polar- Kreise liefen guF 
den beiden Central-Linien CC und CG". Ferner geht der erste dieser Leiden Kreise, 
j'', durch diejenigen beiden Puncte der geraden Linie CC, welche die zugeordneten Pole 
der Witten zwischen den beiden Innern und den beiden äussern Rändern der beiden er- 
sten Kreise C und C sind. Denn die in diesen Mitten auf der Central -Linie CC errich- 
teten Perpendikel berühren offenbar in diesen Mitten jene Hyperbel, deren Polar-Cutvo 
der Kreis y ist. Gerade auf dieselbe Welse, indem wir bloss den dritten gegebenen 
Kreis C" an die Stelle des zweiten setzen, bestimmt sich der andere Polar-Krels j". 
Aber welche zwei der vier gemeinschaftlichen Tangenten der beiden Polar -Kreise sind 
die Polaren der gesuchten Mlllelppncte? Offenbar die belderj äussern, wennj wie in 
dem Falle der kO. Figur, der Kreis C der grosseste, oder auch, wenn er der kleiusle 
der drei gegebenen Kreise ist. Denn jeder jener beiden Mlttelpuncte ist in diesem Falle 
nothwendig der Durchschnitt solcher zwei Zweige der beiden Hyperbeln, welch;; beide 
den gemeinschaftlichen Brennpunct enthalten oder beide denselben nicht enthalten. Ein 
solcher Durchschnittspunct liegt. In Beziehung auf den Mlttelpiinct des Kreises C, auf 
denselben Seiten der zu diesem gemeinschaftlichen ßrennpuncte der beiden Hyperbeln ge- 
hörigen Directrlcen, es liegt also auch die Polare desselben auf derselben Seite der bei- 
den Pole dieser Directriceq, das helsst der Mlttelpuncte der beiden Polar-Krclse y und -/', 
H. S5 
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Aaf ganz analoge Weise küimen wir aacli cUc MiUclpiiticle der Übrigen sechs Beriih- 
rungs -Kreise bestimmen und gelangen zu folgender allgemeinen Coiistrnction der an die 
Spitze dieser Nummer gestellten Aufgabe; 

„Es seien C, C und C" die drei gegebenen Kreise und C der grosseste derselben. 
„Man suche zu den Mitten, einerseits zwischen den beiden inncrn und den beiden äussern 
„Rändern, und andrerseits zwischen jedem innem und äussern Rande der beiden Kreise 
„(j nnd C, den zugeordneten Pol, in Beziehung auf den Kreis C und beschreibe über 
„den Absländen dieser beiden Paare von Polen als Durchmesser zwei neue Kreise y und 
„j',. Man construire, indem man bloss den dritten gegebenen Kreis C'.an die Stelle des 
„zweiten, C, setzt, die beiden analogen Kreise y' und y_^. Die Pole der acht äussern 
„gemeinschaf (liehen Tangenten der vier Kreis -Paare y und y\ y und y_^, y_ und /', •/ 
„und y,,, in Beziehung auf den Kreis C, sind die Miltelpuncte derjenigen acht Kreise, 
„welche, im Aligemeinen, die drei gegebenen, C, C und C", berühren." 

Die acht eben bezeichneten gemeinschaftlichen Tangenten schneiden sich, paarweise 
genommen, in solchen vier Punctcn, die in gerader Linie liegen, der Polaren des Chor- 
dal-Punctes der dre^^ gegebenen Kreise, in Beziehung auf den Kreis C, weil die Mittel- 
puncle der Berührungs-Kreisey paarweise genommen, auf solchen vier geraden Linien 
liegen, die sieh in jenem Chordal -Puncto schneiden (l53). 

Einer der beiden durch (9) dargestellten Hyperbel - Zweige gebt durch die beiden 
Durchschnitte der Kreise C und C; der Kreis y bendirt also die beiden Tangenten des 
Kreises C in diesen Durchscbnitlspuncten. Ein Gleiches thut der Kreis j',. Es haben 
also die drei Kreise C, / und /, und ebenso die drei Kreise C, j^"'ünd ?•„ zwei gemein- 
schaftliche Tangenten, Diese Tangenten sind reell oder Imaginär, je nachdem die Kreise 
C und C, und die Kreise C und C" sich schneiden oder nicht. 

Als hesondcrn Fall der allgemeinen Aufgabe wül Ich beispielsweise bloss den folgen- 
den bervorheiicn! 

Einen Kreis zu beschreiben, der ztvel gegebene gerade Linien berührt und über- 
diess durch einen gegebenen Punct geht. 

Die Mittelponcte derjenigen vier Kreise, welche den Bedingungen dieser Aufgabe 
Genüge leisten, kiinnen wir als die Durch scbnittspunctc einer Parabel und derjenigen 
beiden geraden Linien, welche die von den gegebenen geraden Linien gebildeten Scheitelwin- 
kel halbiren, ansehen. Diese Parabel bat den gegebenen Punct zu ihrem Brennpuncte und 
eine (hellebige) der beiden gegebenen geraden Linien zu ihrer Directrix; ihr halber Para- 
meter ist gleich dem Ahslatide jenes Punctcs von dieser geraden Linie. Wenn wir den 
mit diesem halben Parameter aus dem gegebenen Puncte aJs'Mittelpuncte beschriebenen 
Kreis zur Hüli's-Curve nehmen, so ist der Radios des Polar-Krelses der eben bezeich- 
neten Parabel ebenfalls dem halben Parameter gleich (S) und geht überdiess durch den 
gegebenen riiutt. liiernach ergihtsjch folgende Construction der vorstehenden Aufgabe: 

„Man fille von dem gegebenen Puncte aus ein Perpendikel auf eine beliebige dci- 
„beiden gcgi'lieuen geraden Linien und beschreibe aus dem gegebenen Puncte und dem 
„Fusspunctc dieses Perpendikels, als Mittelpuncten, und mit dem Perpendikel, als Ra- 
»dius, zwei Kreise. Man halbire ferner die von den beiden gegebenen geraden Linien 
„gebildeten Sciiellelwiukcl durch zwei gerade Linien und lege dann von den Polen dieser 
„beiden HoÜ.'irLings-LTniön, in Beziehung auf den ersten jener beiden Kreise, zwei Tan- 
„genten -Paare an den zweiten derselben. Die Pole dieser Tangenten, in Beziehung auf 
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„den cpslcrn Kreis, sind die Mittelpuncte derjenigen vier Krelscj welche, im Allgemeinen, 
„dcQ Bedingungen der Aufgabe Genüge leisten." — 

yiy. Wenn wir wieder, wie am Ende der 715, Kummer, einen Kreis zur Hülfs- 
Ciirve nehmen, so ergibt sich (3): 

1 = 5. 

Die Polare (v, u) irgend eines beliebigen Pniiclcs (y, x) sieht also auf derjenigen j^eraiJen 
Linie scntreclil, weiche diesen Punct mit dem Anfangspunctc der Coordinaten verbindet. 
Es folgt hieraus, dass derjenige Winkel, unter welchem zwei gegebene Puncte vom Äri- 
fangspuncte aus gesehen werden, denjenigen Winkel, welchen die Polaren dieser Leiden 
Puncte mit einander bilden, zu zwei l:\ecbten ergänzt. Hiernach können wir, mit Hülfe 
des Principes der ReciprocIt;It, aus jedem Satze, der sich auf den Vergleich von Win- 
kel bezieht, einen zweiten Satz herleiten. ("Vergl. die oben angeführte Abhandlung des 
H. PoNCELET Nro. lOö,) Ein Beispiel hierzu liefert die Nebeneinanderstellung folgender 
beiden Sätze: 

Wenn man die Winkel eines gegebenen Dreiecks und ihre Nchentvinkel durch sechs 
gerade Linien halbirl, so gehen fon diesen geraden Linien (viermal drei durch densel- 
ben Punct. 

Wenn man oon irgend einem gegebenen Puncte nach den drei Winhelpuncten eines 
gegebenen Dreiecks drei gerade Linien zieht, und die Scheit elmnkel , welclie von je 
zwei dieser Linien gebildet werden ^ durch zivei neue gerade Linien lialbirt, so schnei- 
den solche drei Linien- Paare die bezüglichen Seiten des Dreiecks in solchen dreimal 
zteei Pancten, vo?i welchen dermal drei in gerader Linie liegen. 

Die vier Durcbscbnlttspuncte , die man nach dem ersten dieser beiden Slitze erhält, 
«ind die Mlttelpunclc solcher Kreise, welche die drei Seiten des gegebenen Dreiecks be- 
rühren. Die vier geraden Linien, die man nach dem awcilen dieser Siitzc erhiilt, sind 
mithin die Directricen solcher Kegelschnitte, welche durch die drei W^inkelpuncte des 
gegebenen Dreiecks gehen und den gegebenen Punct zum Brennpnncte haben. (Es ist 
diess mit der Conslruction der 577. Nummer in Uebereinstimmang). Ucbcrbaupt ent- 
spricht jedem Satze über Winkel- Beziehungen beim Kreise ein zweiter Satz, der sich 
auf Winkel am Brennpnncte irgend eines beliebigen Kegelschnittes bezieht. Die folgen- 
den Satze enthalten ein einfaches Beispiel: 

Peripherie - Winkel, welche in demselben Kreise auf demselben Bogen stehen, sind 
einander gleich, und halb so gross, als ein Winkel am Centrum, der auf gleichem 
Bogen steht. 

Das con zweien festen Tangenten eines beliebigen Kegelschnittes inlerceplirte Stück 
irgend einer dritten beweglichen Tangente wird, vom Brennpnncte aus, unter consta/> 
iem Winkel gesehen *), und dieser Winkel ist halb so gross, als derjenige , unter wel- 
chem das von denselben Tangenten interccptirte Stück der Dlrecirix, vom Brennpnncte 
aus, gesehen wird. 

718. In der Polar- Curve treten an die Stelle der beiden Brennpnncte eines gegebe- 
nen Kegelschnittes zwei gerade Linien. Vermittelst der Hülfs-Cm-ve können wir alle 



*) PoNCELET, 'Trailt; des prop. proj. p. 4S4. 
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Eigenschaften von jenen sa£ diese übertragen. Ist die Hiilfs-CmTe ein Krols, so Über« 
tragen sich alle Winkel -Beziehungen unmitteibar. 

Wenn der gegebene Kegelschnitt eine Hyperbel oder eine Ellipse ist, so wird be- 
kanntlich derjenige Winkel, welcher von zwei, die beiden Brennpunete mit irgend ei- 
nem Pnncte des Umfanges verbindenden geraden Linien gebildet wird, oder der Neben- 
winkel desselben, von der Tangente in diesem Puncte halbirt. Die Polaren der beiden 
Brennpuncte, in Beziehung auf einen beliebigen Hiilfs-KVeis, werden also von einer be- 
liebigen Tangente der Polar -Curvo in solchen zwei Puncten geschnitten, welche die Ei- 
genschaft haben, dass zwei gerade Linien, die vom Mittelpuncte des Hiilfs- Kreises nach 
denselben gezogen werden, einen W^inkel bilden, der entweder selbst oder dessen Ne- 
benwinkel von derjenigen geraden Linie, welche jenen Mittelpnnct mit dem Berübruogs- 
puncte aaf der beliebigen Tangente vcrbindel, halbirt wird. Wenn eine gegebene Ellipse 
in einen Kreis übergebt, so vereinigen sich die beiden Brennpuncte in dem Mittelpuncte, 
die Polaren derselben fallen also in die Directrix der Polar- Curve, deren ein Brennpunct 
der Mitlelpunct des Hiilfs -Kreises ist, zusammen. Es bilde« also diejenigen beiden ge- 
raden Linien, die den letztgenannten Brennpunct mit dem Berührungspimcte auf einer 
beliebigen Tangente der Polar-Curve nnd dem Durchschnitte derselben mit der Dircclris 
verbindenj am Brennpuncte einen rechten Winkel. In dem allgemeinen Falle, dass die 
beiden in Rede stehenden Polaren der Brennpuncte der gegebenen Cnrve nicht zusam- 
menfallen, ist ihr Durchschnittspiinct der Pol der Haupt-Axe dieser Curve, und es ste- 
hen diejenigen beiden geraden Linien, welche den Mittelpunct des Hiilfs - Kreises mit je- 
nem Durchschnittspunctc und dem Berübrungspuncte auf jeder der beiden durch densel- 
ben gehenden Tangenten der Polar-Curve verbinden, auf einander senkrecht. Der ftül- 
telpunct des Hidfs -Kreises liegt also auf der Polaren des obigen Durcbsehniltspunctes, 
in Beziehung auf die Polar-Curve. Wenn der Mittelpunct des gegebenen Kegelschnittes 
mit dem Mittelpuncte des Hidfs - Kreises zusammenfällt, so sind die beiden in Rede ste- 
henden Brennpuncts -Polaren parallel. Sic stehen auf der kleinem Axe öder der Qncr- 
Axe der Polar-Curve senkrecht, je nachdem diese Cnrve eine Ellipse oder eine Hyper- 
bel ist, und zwar, was sich ohne Mühe ergibt. In einer Entfernung vom Milfelpunete, 
die gleich ist aßif, wenn man durch « und ß die beiden halben Axen und durch t (Hg 
ExcentrlcitUt der Polar-Curve bezeichnet. Für den Fall, dass diese Curve eine Ellipse 
ist, erhält man. also die Durchschnitte der beiden in Rede stehenden geraden Linien, 
wenn man durch einen Scheitel der gi-cissorn Axe zwei gerade Linien legt, die denjenigen 
parallel sind, welche einen Brennpunct mit den beiden Scheiteln der kleinern Axe verbin- 
den. Je nachdem der gegebene Kegelschnitt eine Ellipse,, Hyperbel oder Parabel ist, 
liegt der Mittelpunct des Hiilfs -Kreises innerhalb der Polar-Curve, ausserhalb derselben 
oder aaf Ihrem Umfange. In dem letzten Falle liegt ein Brennpunct nach der Richtung 
der Durchmesser der gegebenen Parabel unendlich weit; die Polare desselben ist die 
Tangente der Polar-Curve im Anfangspuncte, Nur In diesem einzigen Falle ist eine der 
beiden in Rede stehenden geraden Linien eine Tangente der Polar- Curve 5 in allen übri- 
gen Fällen liegt jede derselben ganz ausserhalb dieser Curve. Wenn also der Mittelpunct 
des Hülfs-Krelses auf dem Umfange der Polar-Curve Hegt, so können wir, auch ohne 
nns des Hiilfs -Kreises zu bedienen, da wir eine der beiden Brennpuncts - Polaren ken- 
nen, nach der oben erörterten allgemeinen Eigenschaft dieser Linien, nnmlttelbar die 
zweite derselben construlren. Wir können hierbei auch nach folgenden Bemerkungen 
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verfaliren. Die Wliikclpuiicte aller rcclilen Winkel, deren Sclienkcl die gegcncm^ Para- 
bel beriilircn, liegen auf der Diieclrix derselben. Nach dem Princip der Kcciprocilat 
(7'T) gehen also die Hypotenusen aller derjenigen" rechtwinkligen Dreiecke, welche der 
Polar- Curve clngescliriehen sind, und deren rechte Winkel in dem gegebenen Piinct ih- 
res ümfanges liegen, durch einen festen Pimct (SSJ). Die Polare dieses festen Ponctes, 
in Beziehung auf die Polar-Cnrve, ist die gesuchte gerade Linie, denn der Pol der Dirce- 
trix, in Beziehung auf die gegebene Parabel, ist der Brcunpunct dieser Parabeh Wenn der 
gegebene Kegelschnitt den Mittclpunct des Hülfs - Kreises zit einem seiner Brennpuiicte 
hat, so ist die Polar - Curve ein Kreis und die eine der beiden in llede stehenden Brcnn- 
pnncls - Polaren liegt nncndiich weit. Die zweite dieser Polaren, deren geometrische Be- 
dcntung in den folgenden Erörterungen noch deutlicher hervortritt, erhalten wir hiernach 
ohne Muhe; sie ist die Cbordale (102) des Polar - Kreises und des Mittelpimctes des 
Hülfs -Kreises. 

Wenn mehrere gegebene Kegelschnitte dieselben beiden reellen (nnd also auch (^,77) 
dieselben beiden imaginären) Brennpimcte haben, so sind diese Brcnnpuncte zwei zu- 
saramengchürige homologe Puncto derselben. Ein zweites System homologer Pnncte 
bilden die beiden imaginären Brcnnpuncte, welche auf der, allen gegebenen Kegelschnit- 
ten gemcinschafilicheu, zweiten Ase , einer homologen geraden Linie derselben. Hegen. 
Das dritte System homologer Puncte liegt unendlich weit, und mithin auch die entspre- 
chende homologe gerade Linie (617). In der Polar -Figur erhalten wir, statt jedes Sy- 
stems boiaologcr Puncte, ein CUoriJal- System der Polar-Curven, statt Jeder homologen 
■»eraden Linie einen Chordal-Pnntt. Die beiden reellen Brennpuncts- Polaren bilden 
das Chordal-Syslera der Polar- Cnrven, die beiden imaginären Brennpuncls- Polaren 
schneiden sich in einem reellen Pnncte, der Polaren der allen gegebenen Kegelschnitten 
»enieinschaftlicben zweiten Ase, in einem Chordal- Pnncte der Polar-Curven. Der zweite 
Chordal-Punct ist der Miftelpanct des Hülfs -Kreises. 

Wir wollen nun von irgend einer Pol.'tr- Cnrve, als ursprünglich gegeben, ausgeben 
und den Mittclpunct des Hölfs-Kreises beliebig annehmen. Alsdann erhalten wir für jene 
Leiden geraden Linien, die der Gegenstand der Untersuchung in dieser Nummer sind, 
immer dieselben, welchen Radios der Hülfs -Kreis auch haben mag. Der Beweis hiervon 
ist in dem Vorstehenden schon einscbliessHch enthalten; er ergibt sich indess auch leicht 
anf dirccte Weise. Es stelle die Gleichung (l) der 7l5. Nummer die gegebene Polar- 
Curve dar, der Mittelpunct des Hülfs -Kreises sei der Anfangspnnct der Coordinalen 
der Podius desselben gleich T\. Alsdann sind die in Rede stehenden geraden Linien die 
Polaren der Brcnnpuncte der Curve (7).. Für die Coordinatcn jedes dieser Brennpuncti? 
crbaUen ivir (477) Ausdrücke von folgender Form: 

wobei <p und ^ solche Ausdrucke bedeuten, die von R onabhängig sind. Ans den Coor- 
dinalen- Werthen der Polaren eines solchen Punctes (3): 

TCrschwindct R. 

Wenn wir also aus den bisherigen Entwicklungen die Haupt - Momente hervorheben, 
80 ergibt sich folgender Satz: 

Wenn irgend ein KegelschnUt und ein Punct gegeben sind, so gibt es immer zipei 
reelle und zivei imaginäre gerade Lin'en, n'elche die Eigenschaft besitzen, dass /ede 
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hellcbige Tangente des gegebenen Kegelschnittes , dieselben in solchen zwei Pimcten 
schneidet, welche, wenn man sie mit dem gegebenen Puncte durch zwei gerade Linien 
\>€rbindety einen Winkel im letztgenannten Puncte bilden, der entweder selbst oder 
dessen Nebenwinkel ^on derjenigen geraden Linie, welche durch den Jßerührungspunct 
auf der beliebigen Tangente und den gegebenen Punct geht, halbirt wird. Es gibt Jiri' 
endlich fiele Kegelschnitle , welche zu demselben gegebenen Puncte und denselben bei- 
den Linien-Paaren in derselben Beziehung stehen. Es schneiden sich alle diese Kegel- 
schnitte in denselben vier imaginären Pimcten; das reelle Einien-Paar ist das Chor- 
dal- System derselben, ihre beiden Chordal- Puncte sind der Durchschnitt spunct der 
beiden imaginären geraden Linien des andern Paares und der gegebene Punct. 

719. Wir wollen in dieser Niiminer untersnclicri, ob ein gegebener Kegclschiiiu, 
wenn wir die Hiilfs-Cnrve gehörig bestimmen, seine eigne Polar-Curve sein kann, worin- 
kein Widerspruch liegt, weil ein Kegelschnlu zugleich eine Corve zweiter Ordnung und 

in und 
Bedin- 



(,.) 



iweiter Ciasse ist. Wenn die Leiden Gleichungen (3) und (4) der 715, Nummer 1 
dieselbe Ciirvc darstellen sollen, so erhalten wir nach der 552. ^iummer folgende 1 
gungs-Gleichungen, wenn wir zugleich, der-Kürac halber, <t und f gleich -Eins i 
ae— bd e cd— be _ d h — de _ b d' — a e c'— 

b' — ac ~ k' b^ — ac tj' b' — ac ^X' b'— ac ~ Ä^' b^— a.c 
Wir können, wenn wir den Coordinatcn- Winkel unbestimmt lassen, unbeschadet der 
Allgemeinheit, die erste Coordinaten- Axe durch den Mittelpunct des gegebenen Kegel- 
schnittes legen. Alsdann gibt die erste der vorstehenden Gleichungen e = o (und ent- 
weder b = oder d = 0, oder beides zugleich), hiernach die dritte Gleichung; 

b=-ac = fi\, („) 

hiernach ferner die fünfte: 

^ y . . ... 

und endlich die vierte d = o, wonach auch die zweite Gleichung befriedigt w'rd. Wir 
sehen hieraus, dasa es, wenn irgend ein der liülfs - Gleichung (3) entsprechender Ke- 
gelschnitt : 

jjy'^+i'.x'-f-l = o, (.3) 

als Hülfs-Curvß gegeben ist, unendlich viele Kegelschnitte gibt, welche ihre eigenen 
Volar- Curvcn sind. Alle diese Curvcn haben denselben Mittelpunct als die gegebene, 
Sie sind alle Ellipsen oder Hyperbeln, je nachdem, umgekehrt, die Hülfs - Curve einß 
Hyperbel oder Ellipse ist (11), Sie haben alle denselben Inhalt (aSi) und dieser Inhalt 
ist gleich dem Inhalte der Hülfs- Curve, multiplicirt mit W— 1 (ll). Der Quotient der- 
jenigen beiden Durchmesser jeder der in Rede stehenden Curven, welche in die beiden 
Coordlnaten-Axen, das helsst, in zwei beliebige zugeordnete Durchmesser der Hülfs- 
Gnrve, fallen, ist constant nnd gleich dem Qnotientcn dieser beiden zugeordneten Durch- 
messer (12) (eigentlich mnlüpllcirt mit V — 1 , wenn wir uns nicht der hergebrachten De- 
finition der zweiten Durchmesser einer Hyperbel anschmiegen). 

Es ist sogleich ersichtlich , dass, wenn von zwei Kegelschnitten einer, in Beziehung 
auf den andeni, seine eigene Polar-Curve ist, die beiden Curven in einem durchaus ge- 
genseitigen Verhältnisse zu einander stehen. 

Aus dem Yorstehenden folgt, dass jede Eigenschaft eines gegebenen Kegelschnittes 
durch Hülfe eines zweiten, gehörig zu hestinimendenj unmittelbar sich verdoppeln lässs. 
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Wenn wir insbesondere in der Gleichnng (ll) b = o setzen, eü erbaUen wir, wenn 
die Hiilfs-Curve gegeben ist, für diejenige Carvc, welche ihre eigene Polar-Curve ist, 
eine solche, welche über den beiden Axen der Hlilfs - Ciirve besctirieben ist, aber, je 
naclidcm diese eine Ellipse oder H3^pcrbel, nmgekchrt, eine Hyperbel oder Ellipse 
ist. Diesen besondern Fall hat schon H. BoßlLLIEIi hervorgehoben *). Wenn also zam 
Beispiel die Hülfs- Cuftc' ein Kreis ist, so ist eine gleichseitige Hyperbel, welche mit 
diesem Kreise denselben Mi^tclpnnct hat nnJ ihn doppelt berührt, ihre eigene Polar- 
Curve. Jeder Eigenschaft einer gleichseitigen Hyperbel, welche sich auf den Vergleich 
von Winkel bezieht, entspricht also eine zweite solche Eigenschaft, wobei der Mittel- 
punct derselben in Betracht kommt. Der über der Qner-Axc einer gleichseitigen Hyper- 
bel, als Darchmcsser, beschriebene Kreis ist, in Beziehung auf diese Hyperbel, seine 
eigene Polar-Curve. Auch beim ICrelse ordnen sich alle Winkel-Beziehungen paarweise 
zusammen. Denn wenn die Hülfs-Curve eine gleichseitige Hyperbel ist, so kommt (3): 



woraus lolgt, was ll. BOBILLIER am angeführten Orte znerst bemerkt hat, dass der 

Winkel, den Irgend zwei gegebene gerade Linien mit einander bilden, demjenigen gleich 

ist, unter welchem die Pole dieser geraden Linien, vom Miltelpuncte der Hüjfs-Hypcr- 

bcl aus , gesehen werden. — 

720, Slatt der Gieichnng (2), in der 715. Nutomer, wollen wir nun folgende Glei- 

ehang: 

py+as+ph = 0, (0 _ 

Eur riiilfs - Gleichung nehmen. Es entspricht derselben, als Iliiifs-Curve, eine Parabel, 

deren Gleichung folgende ist (701) : 

x^+2py =-. o. (0 

"Wenn wir hiernach die Polare eines Punctes (y, s) durch (w, v) bcEcicbncn, so erhalten 

wir, -nach der 705. Nummer: 

y =. ^, .X = pv. _ (3) 

Alis diesen Leiden Gleichnngen ergeben sich sogleich mehrere einfache Grundregeln, 
um Eigenschaften einer gegebenen Figur auf ihre Polar"- Figur zu übertragen. Dieselben 
absohitsn Grössen -Beziehungen der Ordinalen beliebiger Puncte in jeder der beiden Fi- 
guren gelten unmittelbar auch von den, mit entgegengesetzten Zeichen genommenen, Or- 
dlnaten der Durcbschnittspanctc der entsprechenden geraden Linien in der Polar -Figur 
mit der zweiten Coordlnälen- Axe. Bcalehungen der von den geraden Linien in der ei- 
nen Figur gebildeten Winkel zu einander entsprechen Beziehungen zwischen den Abscls- 
sen der entsprechenden Puncte in der andern Figur, Die Pole von geraden Linien, die 
parallel sind, liegen auf einer der zweiten Coordlnaten- Axe parallelen geraden Linien. 
Das Product der Abscissen zweier Pnnctc ist constant, wenn ihre Polaren auf einander 
senkrecht stellen, nnd umgehehrt. Ans der Gleichung: 

vV+l = 0, 
ergibt sich ncmllch (3): 

xV'+p^ = 0- 
Beziehungen endlich zwischen Winkeln, die von solchen geraden Linien, welche Pnnctc 
einer von zwei Polar -Figuren mit dem Anfangspuncte der Coordinaten verbinden, an 



*) Memoire sur Ihypcrhule liquUalere: Gsnc. Ann. XIX. Juln tSa^ p. . 
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diesem Anfangspuncte, gebildet werden, enlspreclien Beziehungen zwischen den Ahscissca. 
der Durchschnitte der ersten Ase mit den entsprechenden geraden Linien in der andern 
Polar-Fignr. Aus den Gleichungen (3) ergilit sich netniich folgende: 

l = l.Z 

X p V 
Die Polaren irgend zweier Puncte, die vom Anfangsp nnctc aus unter rechtem Wintel 
wesehen werden, bestimmen auf der ersten Äse zwei Segmente, deren Product consiaiit 
imd gleich (— p^) ist. 

720. Wenn irgend ein Kegelschnilt durch folgende Gleichung: 
ay^+abxy+cx^+ady+ges+f = o, 
gegeben istj so erhalten wir, nach den Gleichungen (3), für die Polar-Curvc desselben 
folgende Gleichung: 

aw*+2bpvw+cp'v'+2dw+2epv+f = o. 
Wir wollen auf einige einfache Beziehungen eines solchen Kegelschnittes und seiner Polar- 
Corvc, Beziehnngen, die immer vollkommen gegenseitig sind, aufmerksam machen. 
1) "Wenn a = o, so ist die erste Ctirve eine Hyperbel, deren eine Asymptote der 

zv/eiten Coordinaten- Axe parallel ist: die zweite Curve ist eine Parabel. 
aVWenn h = 0, so sind zwei zugeordnete Dsrchmesser der ersten Curve den Coor- 
dinaten -Axen parallel: der MIttelpunct der zweiten Curve Hegt auf der zweiten Coor- 
naten-Axe. 
3) Wenn c = o, so ist die erste Curvc eine Hyperbel, deren eine Asymptote der er- 
sten Coordinaten - Axe parallel ist: die zweite Curve berührt die zweite Axe. 
l,) Wenn d = o, so geht derjenige üurchniesser der ersten Curve, dessen conjugirter 
der zweiten Coordinaten -Axe parallel ist, durch den Anfangspimct: der MIttelpunct 
der zweiten Curve liegt auf der ersten Axe. 

5) Wenn e = o, so geht derjenige Durchmesser der ersten Curve, dessen zugeord- 
neter der ersten Axe parallel ist, durch den Anfaugspunct : die an die zweite Curve, 
vom Anfangspuncte aus, gelegten Tangenten bilden mit den beiden Coordinaten- 
Asen ein System von vier Harmonicalen. 

6) Wenn f = o, so geht die erste Curve dnrch den .4nfangspnnct : die zweite Curve 
wird von der ersten Axe berührt. 

7) Je nachdem die erste Curve eine Hyperbel oder Ellipse ist, hat die zweite Curve 
reelle Tangenten, die er zweiten Coordinaten- Axe parallel sind oder nicht. Die Po- 
lar-Curvcn von ähnlichen und ähnlich liegenden Curven, sind solche, welche zwei 
feste, der zweiten Ase parallele, gerade Linien berühren. 

721. Ich will schliesslich noch ein paar Beispiele von der Anwendung der Resultate 
der beiden letzten Nnmmern geben. 

Das Ferhältniss der Abstände der beiden Durchschnütspuncte einer beweglichen 
Tangente mit zwei festen Tangenten einer Parabel fon einer dritten festen Tangente 
ist constant (623). 

Nach dem ersten der in der vorigen Nummer hetrachtelen Falle schliessl sich an 
diesen Salz der folgende an; 

}Venn man zwei feste Puncte auf dem Umfange einer gegebenen Hyperbel mit ei- 
nem dritten auf demselben beiveglichen Puncte durch zwei geradv Linien verbindet, so 
m'rd jede, eitler Asymptote der Hyperbel parallele > gerade Linie von diesen beiden 
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geraden Linien in solchen zivei Puncten geschnitten, deren Abstände von dem Durch- 
schniitspnncte derselben geraden Linie mit der Curve in einem consianten Verhältnisse 
stehen. 

Mit diesem letzten Satze gehört wicdemm, nach dem dritten Falle der vorigen Num- 
mei*^ der folgende zusammen ! 

TVenn ein beliebiges Dreieck um einen gegebenen Kegelschnitt beschrieben ist und 
man zieht von irgend einem festen Punete (P) der Basis dieses Dreiecks zivei gerade 
TJnien nach den Durchschniltspuncten der beiden Schenkel desselben mit einer beweg- 
lichen Tangente des Kegelschnittes, so gibt es eine gerade Linie von gegebener Rich- 
tung {AH), tvelche jenen beiden geraden Linien in solchen zivei Puncten begegnet, de- 
ren Abstände von der Basis des Dreiecks in constantem Verhältnisse stehen. 

Die Richtung der geraden Linie AB Weiht dieselhe, wo auch der feste Pitnct (P) 
auf der Basis des umschrichencn Drc|ecks angenommen werden mag. 

Wenn wir in dem zweiten Satze der vorliegenden NnmmCr statt jener geraden Li- 
nie, die einer der beiden Asymptoten der gegebenen Hyperbel parallel ist, eine dieser 
Asymptoten selbst nehmen, so ergibt sich folgender Salz: 

Wenn man zwei feste Punete auf dem Umfange einer gegebenen Ilyperhel mit ei- 
nem dritten auf demselben liegenden Punete durch zwei gerade Linien verbindet, so 
wird auf jeder Asymptote von diesen beiden geraden Linien ein Stück von constanter 
Länge intereeptirt (305). 

Einer Hyperbel, welche die zweite Coordinaten- Axe zu einer ihrer Asymptoten hat, 
entspricht eine Parabel, deren ein Durchmesser die erste Axe ist, (In diesem Falle ist 
a = 0, d = o). Hiernach erhalten wir ans dem vorstehenden Satze den folgenden; 

Wenn man das von ZiV ei festen Tangenten einer gegebenen Parabel iiiterccptirte 
Stück einer betpcglichen dritten Tangente derselben nach der Richtung ihrer Durchmes- 
ser auf eine beliebige gerade Linie projicirt, so ist die Protection von constanter Länge. 

Ans dem vorletzten Satze folgt noch ein zweiter Satz, der dem dritten dieser Num- 
mer entspricht. In dem letztgenannten Satze ist alsdann der Beriihrungspunct auf der 
Basis des dem gegebenen Kegelschnitte umschriebenen Dreieches, also Irgend ein fester 
Punct auf dem Umfange der Carve, der Ponct P, Es sind alsdann diejenigen Segmente 
von constanter Lange, welche auf der geraden Linie AB von denjenigen beiden geraden 
Lmlen, welche den Beriihrungspunct auf der Basis mit den Durchschnittspnnrtcn der 
heideii Schenkel des Dreiecks und einer beweglichen Tangente verbinden. Der Scheitel 
des Dreiecks «nd der Beriihrungspunct auf jedem Schenkel desselben sind als solche zivei 
Dorchschnittspuncte zu betrachten. Hiemach ist ersichthch, dass die gerade Linie AB 
als vierte Harmonieale zu denjenigen drei geraden Linien gehört, welche den Pnnct P 
mit dem Scheitel nnd den beiden B er ührnngs puncten auf den Schenkeln des umschriebe- 
nen Dreiecks verbinden. Hiernach kann man dem in Rede stehenden Satze folgende 
Aussage geben (623, Note): 

Wenn man irgend einen Punct auf dem Umfange eines gegebenen Kegelschnittes, 
mit den drei Paaren von Durchschnittspuncten zweier festen Tangenten mit irgend 
dreien beliebigen Tangenten durch gerade Linien verbindet, so erhält man eine Involu- 
tion von sechs geraden Linien. 

Aus diesem Satze ergibt sich nach der 715. Nummer folgender neue Satz: 

n. 36 
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Wenn man zweijeste Pancte auf dem Umfange eines gegebenen Kegelschniilcs mit 
irgend dreien andern Puncten desselben durch sechs gerade Linien verbindet, so schnei- 
den diese geraden Linien eine beliebige Tangente des Kegelschnittes in den sechs Pune- 
ten einer Ini'olution. 

722. Um noch ein zweites Beispiel zu geben , wollen wir von folgendem allbekann- 
ten Satze ausgehen: 

Die Winkelpancie aller rechten Winkel,- deren Scheitel eine gegebene Parabel be- 
rühren, liegen in gerader Linien 

Nach dem ersten Falle der 720. Nummer gehurt mit diesem Satze der folgende zc- 
tammen : 

Alle diejenigen geraden TJnien, welche solche ztvei Puncte einer gegebenen Hy- 
perbel mit einander verbinden, für welche das Product der Abslände con einer gege- 
benen, einer der beiden Asymptoten parallelen, geraden Linien constant ist, gehen 
durch einen festen Punct. 

Dieser feste Punct liegt auf einer, der andern Asymptote der gegebenen Hyperbel 
parallelen, geraden Linie, deren Durchschnitt mit der gegebenen geraden Linie auf der 
Curve liegt. Nach dem dritten Falle der 720. Nummer stellt sich neben den letzten Sai» 
der folgende: 

Wenn man von solchen zwei auf einer gegebenen Tangente eines gegebenen Kegel- 
schnittes irgend beliebig angenommenen Funden , für welche das Product der Abstände 
von irgend einem Jesten Puncte derselben Tangente constant ist, noch zwei Tangenten 
an den Kegelschnitt legt, so schneiden sich solche Tangenten in einem Pancte, der auj 
einer festen geraden Linie liegt. 

Nach dem sechsten in der jao. Nummer betrachteten Falle erhalten wir aus diesem 
Satze wiederum den folgenden: 

ffenn ein rechter Winkel, dessen Scheitel auf dem Umfange eines gegebenen Ke- 
gelschnittes liegt, um diesen Scheitel sich beliebig dreht, so gehen die Chorden, welche 
durch die Schenkel desselben in ihren verschiedenen Lagen bestimmt werden , durch ei- 
nen festen Punct (357). 

Aus diesem letzten Satze erbalten wir endlich wieder den an die Spitze dieser Num- 
mer gestellten, wenn wir einen Kreis zur Hülfs-Ctirve nehmen; eine Bemerkung, die 
wir bereits schon beiläufig gemacht haben (7l8)- 

723. Wenn wir in der 720. Nummer p = l setzen, so erhalten wir 

y = w, X = V, 

und folglich durch blosse Coordinaten-Vertanschung aus der Gleichung irgend einer Cnry« 
die Gleichung der Polar- Curve derselben. Es stellen die beiden Gleichungen: 

F(y, Jt) = 0, F(w, v) = o, 

Kwci solche Polar - Curven dar. 

Auf ähnliche Weise erhalten wir, wenn wir zur yiS. Nummer lurückgchcn und zu- 
nächst wieder -ij = X = \ und dann ferner auch ff = 1 setzen: 

a V 

Y = -, X = -, 

' w ' w 

oder auch, indem wir nach der Note zur 41Ö. Nummer die dritte Ordinate z e)ni\ibr«n 

und dann x = l und t = 1 setzen: 
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y = U, z = VF. 

Wir erhalten also ancL hier wicdcrnm die GIcIchnng der Polar -Carve einer gegebenen 
Carve durch Wosse Coordinaten- Vertauscliung. *) 



') Die vorstehenJen Bemerkungen «les Tevies führen zu einem Principe, das mit tlera bisher 
crörterlcn Principe der Keeiprocitat enge verwandt ist. Ich will dasselhe sogleich :in einem 
winfachcn Beispiele erläutern, indem ich folgende Gleichungen zu Grunde lege: 

7^+z* = s% dO v'+«' = 1'. (V) 

i//^-(.y.> = fi\ (III) y^+l^ = r'. (VI) 

«Mio diese Gleichungen haben dieselbe Form. Die Gleichung (1) slellt einen Kreis dar, der 
Puncl [y = o, X = oj ist der Mittelpunct desselben. Die Gleichung (11) stellt (416, Nole) 
eine Hyperbel dar, deren Ascn mit den Coordiualen- Axen lusamraeufaiten und deren halbe 
reelle, in die uweife Coordinalen - Axe fallende, Axe gleich Ist der Einheit. Der Punct 
[y = o, z = o] liegt nach der Klchtung der Imaginären Aic der Hyperbel unendlich weit, 
in der Gleichung (lll) bedeuten i// und (f die Quotienten der Abstände irgend eines Ponci 
tes von einer beliebigen festen geraden IJnie In die Abstände desselben Punctes von der er- 
sten und zweiten Coordinaren - Aie. Kehmen wir rechtwinklige Cdordinaten- Axen an, so 
stellt die Gleichung (III) Irgend einen Kegelschnitt dar, dessen ein Brennpunct In den An- 
fangspunct der Coordinateii füllt. Der Punct [ifi s= o, q> = o] Ist dieser Brennpunct. Die 
Gleichung (IV) stellt einen Kreis dar, die gerade Linie [v = o, ii = ö] liegt unendlich 
weit. Die Glelchnug (V) slellt eine Hyperbef dar, deren Axen mit den Coordlnafen - Axen 
Kusamraenfalien. Die in die erste Coordlnafen- Axe fallende Axe ist imaginär und gleich 
y — 1, Die gerade Linie [w = o, v = o] Ist die erste Coordinalen- Ase. In der Glei- 
chung (VI) iiedeuten y und 7, die Quotienten der Abslände der beiden Durchs eh iilltspunotc 
einer beliebigen geraden Linie mit den beiden Coordlnaten- Axen von dem Anfangspuncle 
respcctive in die Abstände derselben Durcbschniitspunc'e von zweien fesfen auf den beiden 
Coordlnafen -Axen beliebig angenommenen Puncfen. Die Gleichung (VI) stellt alsdann ir- 
gend einen gegebenen Kegelschnitt dar, bezogen auf leicht zu hcsllmmonde Coordlaaten- 
Axen, Die gerade Linie [y — o, }. = o] ist die Polare des Aiifangspunctes , in Bezie- 
hung auf den gegebenen Kegelsthnltt, und geht durch die beiden feste», auf den beiden 
Coordinalen - Axen angenommenen , Ptinctß. 

Um auszudrücken, dass drei gegebene Puncie in gerader Linie liegen, erhalten wir In 
den drei Coordlnaten-Systemen, auf weiche sich die drei ersten Gleichnngen hezielien, 
Gleichungen, welche genau dteselhc Form haben, und eben solche Gleichungen In den drei 
letzten Coordlnaten- Systemen drücken aus, dass drei gegebene gerade Linien in demselben 
Puncte sich schneiden. Auf ähnliche Welse zeigen Gleichungen von derselben J'orm in den 
drei ersten Systemen an, dass drei gegebene gerade Linien durch denselben Punct gehen, 
und in den drei leisten, dass drei gegebene Puncte in gerader Linie liegen. Ferner hat die. 
Tangente in einem gegebenen Puncie einer gegebenen Cucve In den drei ersten Systeme« 
dieselbe Form, und dieselbe -Torrn hat auch die Gleichnng des öerübruDgspnncfes auf einer 
gegebenen Tangente In den drei letzten Systemen. Aus diese« allgemelneii. Bemertungea 
ergeben sich, indem wir von einem jener ersten Systeme zu einem von diesen letztem Sbcr- 
gehen, alle jene ü eh ertragungen vermittelst des Principes der ileciprQcIfäl, Fobel die bc^ 
sondere Form der (linearen) fiülfs - Gleichung nicht weiter in Betracht kommt. 

Aber auch jede einzelne Gietchnng zwischen Coordinateji in eineifi Systeme erhält eine 
»udere, analoge, geometrische Deutung, wenn wir statt dieser Coordinalen die Coordinalen 
eines andern Systcmes nehmen. Beispielsweise wollen wir die folgendes Gleiebaogen lUDani- 
aieiislelkn: 

yV-l-xx" = o, (VII) v'v"+u'o" = 0, (X) 

y'y"-[-z-z" - o. (VU!) v\-"-i-w"w" ^ o, (Xlj 

%p\lj"+q:(p" = o, (IX) ^ yY+x}:\^= o, ß.iy) 

Djo Gleichung (VII) bedeutet, dass die beiden Punete Cy", x") und (y, 's'), *om Änfangs- 
punc.tc aus, unter rechtem Winkel gegeben worden; die Gleichung (V!U), dqss das Pro- 
duct der Abstände der beiden Punele (y", z") und (/, i') von der ersten ,4xo gleich Eins 
iit; die Gleichung (IX) wiederum, dass die beiden Puncte (i//", (p') «nd (yj, tp) vom 
Anfangspuncle aas, imtcr rechtem Winkel gesehen iverden, Die GleichuH^ (X) zeigt ,in, 

36 ' ■ 
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72A- Ich muss mich hier mit den vorstehenden wenigen Ausführungen des besondern 
Falles begnirgen, wo die Hülfs - Gleichung eine lineare ist. Wenn wir helicbige Glei- 
chungen zu Grunde legen, so ist die Art der Behandlung dieselbe, es kommt bloss dar- 
auf an, aus solchen Entwicklungen einfache geometrische Resultate herzuleiten. So liegt 
zum Beispiel die Bemerkung nahe, dass die Theorie von der Abwicklung' der Curvcn, 
wcichcj wie das oben entwickelte Princip der Reciprocitatj auf die Variation der constan- 
ten Grössen berubt, ebenfalls hierher gehört. 



.dass. die beiden geraden Linien (v", u") und (v',' u') auf einander senkrecht sieben; die 
Gleichung (XI), dass die dciden geraden Linien (w", v") und (w', v') auf der ersten Axe 
iwei Se^menle bestimmen, deren Produet .gleich Eins ist; und endlich die Gleichung (XII), 
wenu wir die Abstände der Durchschniltspuncte der beiden eeraden Linien (y", X") nnd (y\ 
X) mit den beidea Coordinaten- Axen vom Anfangspuncte Y , X" und Y", X', und die Ab- 
stände der beiden festen Puncte auf den beiden Axen vom Anfangspuncte b und a nennen, dass 
r'-b Y'— b X"— a X'— a _ 

Y" ' y X" X' ~" "' 

Wenn vir hiernach in deu drei ersten Coordinaten- Systemen durch den Punct(o, o) 
eine gerade Linie und in den Darchschnittspuncteu dieser geraden Linie mit den bezüglichen 
Curven Q), (II) und (lU) an jede dieser Curven zwei Tangenten legen, ferner noch irgend 
eine belffibige dritte Tangeute au Jede derselben ziehen und die Durch schnittspuncte der 
letatgenannten Tangente mit den beiden erstgenaimten respeclive durch (/', s.") und (y, s'), 
(j", z") und (j, z ) und durch iip", y") und (i//', <p') bezeichnen ; wenn wir ferner in den 
drei letzten Coordinaten -Systemen von irgend einem, Puncte der geraden Linie (o, o) zwei 
Tangenten an jede der bezüglichen Curven (IV), (V) und (VI) legen, die JBerührungspuncte 
auf einem solchen Tangenten - Paare durch zwei gerade Linien nüt irgend einem dritten he- 
liebigen Puncte der bezüglichen Curve durch zwei gerade Linien verbinden und diese gera- 
den Linien rcspectlve durch (v", u") und (v, u'), (v", w") und (v', w') und durch (/', 
;,") und (/, X') bezeichnen; — so ist offenbar, dass, wenn eine der Gleichungen (VII) — - 
(XII) besteht, diese Gleichungen alle sechs befriedigt werden Hiernach sind also auch die 
nachstehenden Sitze alie sechs bewiesen, wenn einer derselben als bewieseu augesehen 
werden kann 

') If^f^'^ etne hehehige Tangente eines gegebenen Krenes schneidef iigend su-ei parallele 

Tangenten desselben Rteises in solchen iwei Punclen, die, poTii Mutelpunate ilesielhen 

aus, vntei einem techtem JVintel gesehen u erden 
3) Irgend eine behebige Tangente einer gegebenen Hyperbel begegnet irgend zu-eien 2an 

genfen, welcJie sich m irgend emein Puncte einer Axe der gegebenen Hyperbel {der 

reellen jlxe) achneiden, in solckui zwei Funden, fui weldie das PiodiiU der Ah 

Stande ton der andern Axe {der imaginären) constant und dem Quadrate der h ilOen 

erstgenannten A'y.e gleich ist 

3) jäuf iigend einer beliebigen Tangente eines gegebenen, Kegelschnitles tfiid lon irgend 
eweien andern, auf einer ßirectrh sich schneidenden, Tangenlei^ ein solches Segment 
intercepttrt , das, vom besugUchen Srennpuncle aus, unter rechtem Tf^mkel gesehen 

4) Alle Peripherie ~ P^inkel im HaMihreise und rechte IViniel 

5) Wenn man von tigend zwei Puncten einer gegebenen Hyperbel, die von einer der 
heiden Axen derselben (der Quer • Asrc') gleich weit abstehen, awei gerade Linien liach 
irgend einem dritten Puni.te der Carve - eht, so bestimmen diese beiden geraden Li- 
nien auf der andern Axe {der imagmuien) xu-i-i Segmente, deten J-'roduct dem Qua- 
drate dieser halben Axe gleich ist 

e) Der sechste Satz bezieht sich auf Segmente, die auf zveien im Pol einer gegebenen 
geraden Linie, in Beziehung auf einen f,egebenen Kegelschnitt sich schneidenden Äsen 
TOn der gegebenen geraden I inie und olchen I inien Paaren bestimmt werden, welche 
irgend zwei Puncte des Kegdichmltes , die mit jenem Pole in gerader Linie Hegen, 
mit irgend einem dritten Puncte des Kegelschnittes verbinden. Die unraiUelbare Aus- 
sage des Satzes ist weniger einfach. — ■ 
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§ k. 
Neuö allgemeine Theorie der €urveu. 

725. Es sei 

FCy, X) =.0 (.) 

die Gleichung irgend einer gegebenen Curye zwischen gewülinlichen Panct-Coordinalen. 
Es besteht also diese Gleichung, wenn y und x diejenigen Werthe erhalten, welche sich 
auf irgend einen beliebigen Punct dieser Corvc beziehen. Die Tangente in diesem Pnncte 
hat tolgendc Gleichung: 

Y-r = |(x-.). (.) 

indem wir, zur Unterscheidung, Y und X als djc veränderlichen Grössen nehmen und 
den Differential- Coefiicienten auf den Punct (y, x) beziehen. (Es wird nemlich die vor- 
stehende GlcichHng einmal befriedigt, wenn wir zugleich ¥ = y und X = x setzen, und 
dann ferner auch, wenn wir zugleich Y = y+dy nnd X = x4-dx setzen). Die Coordina- 
tcn der dnrch die Gleichung (2) dargestellten geraden Linien sind, wenn Vir u = 1 se- 
tzen (400); 

dx' '' 1, dT^J- ^^' 

Um also die Gleichnng der gegebenen Curve zwischen Linien -Coordinaten -zn erhahcii; 
brauchen wir bloss y und x zwischen den drei Gleichungen (i) und (3) zu cllmlnircn. 

726. Aus den beiden Gleichungen (3) ergibt sich folgende: 

y4-vx-{-w i= 0, (4) 

W"ena wir diese Gleichung vollständig differentüren , so kommt: 

dy-f-vdx-l-dwH-sdv = 0, 
und da dy-t-vds = o , so folgt ; 

dw 

lind wenn wir diesen Werth von x in die Gleichung (4) substituiren , ergibt sich: 

,._(-^). 

Dieselben Werthc von y und s erhalten wir unmittelbar, wenn wir bcriicksicbtigen, 
dass (y, x) der Bcrübrungspunct auf der Tangente (w, v) ist, und jener Berührnngspunct 
folgende Gleichung hat: 

indem wir, zur Unterscheidung, die veränderlichen Grossen W und V nennen. Umgc 
kehrt erhalten wir die vorstehende Gleichung des Bcrührungspunctes unmittelbar aus den 
beiden Gleichungen (5) und (6) (400). 

727. Wir haben (3): 

vds-fdy = 0; (7) 

wenn wir diese Gleichung von Neuem differentllren, Indem wir dx als constant betracliten, 
und dann -p, = q setzen, so kommt: 
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Wir habca ferner (5) : 

sdv-f-dw « o, (5) 

tind wenn wir diese Gleichung von Neuem dilTercntiireo , iadeni wir (3r als conslant be- 
traciitcn, und dann -j—j = Q setzen, so kommt; 

^: = ^Q. ^ ^ , ''"' 

Aus den beiden Gleichungen (3) und (10) ergiljt sich folgende elofaclie Beziehung 
awischen den heiden zweiten Differential - Qiiotlcnlen : 

Qq,= I. _ (,0 
Aus der Zusammcnslellnng der ersten der heiden Glelchting^n (3) uml der (iieichiia. 
gen (5), (ö) und (10) ergehen sich noch folgende: 

dw dy ,. dw qx 

-j-=xq, aV-vQ. dy---v- 

728. Wenn wir die Gleichung (11) dlffereiitürcn, so kommt; 
pdQ = -Qdq, 



und mithin auch (8) : 

•der: 
indem wii' 



dv qdx ' 

q'R = r, QH- = R, (,,) 

(Iv dv' dx an' 



jdzea. 

Wenn wir weiter gehen nnd eine der heiden Gleichungen (19), etwa die erste der- 
selben, differentiircn , so kommt: 

dr— sRq^dq— q'dIV = o, 
und wenn wir die heiden ersten Glieder dieser Gleichung durch qdi, das dritte Glied 
durch ( — dv) dividiren, und dann rcduclren, indem wir zugleich 
dR _ d*w _ „ dr _ &y 

dv " dv* ~ ' dx ~ 3i* "" *' 

actxen, so ergibt sich: 

qs— 3r'4-q*S = o, (i3) 

Ans dieser Gleichung können wir durch Hülfe der Gleichungen (ll) und (t2) oder, einfa- 
cher, durch die blosse gegenseitige Vertttuschung der grossen Buchstaben mit den eat- 
(prechenden kleinen, folgende ableiten: 

QS-3R'4-Q's = 0. („) 

Auf diese Weise können wir fortfahren und den Differential-Quotienten einer belie- 
bigen Ordnung in einem Coordinaten-Systeme durch die Differential - Quotienten dersel- 
ben Ordnung und der niederem Ordnungen in dem andern Coordinatfin- Systeme aus- 
drücken. 

799. Nach den beiden vorigen Nummern erhalten wir, wenn eine Curve durch ihre 
Differential- Gleichung von einer beliebigen Ordnung zwischen gcwohnlichoM Punct-Coor- 
dinaten y und x gegeben ist, unmittelbar die Differential -Gleichung derselben Ordnung 
dieser Curve zwischen den Linien- Coordinaten w und v, und, umgekehrt, jene Diffe- 
rential-Gleichung aus dieser. So ergibt sich allgemein aus der Gleichung: 
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F[. . . s, r, q» p) y. x] = 0, 
die fol^rcndc: _ 

t^. . . — ^^ , ^,^, (-vj, ~(«_vi;,-i j - 0, 

indem wir, der Symmetrie halber, die Leiden ersten Differential -Qaotienten p und P 
nennen. Wir erhallen zwei neac Gleichnngen, welche sich wiederum auf ein iind die- 
selbe Curve beziehen, wenn wir in den beiden vorstehenden Gleichungen die grossen und 
kleinen sich entsprechenden Bnchstaben gegenseitig mit einander vertauschen. 

730. \Yir können die Gleichnngen zwischen den Linien -Coordinatcn w und v auf 
eine doppelte Weise allgemein discutiren. Wir können nemlich einerseits, mit Hülfe 
der TAYLOR'schcn Reihe, die Bedeutung der verschiedenen Differential- Quotienten geo- 
metrisch nachweisen, wie diess zum Beispiel, in Beziehung auf die gewöhnlichen Coor- 
dinaten, in LaCROIX, Traue eUmentaire de calcul äifferentiel et de calcul integral 
6o, geschehen ist, oder wir können auch, von der andern Seite, die einmal schon vor- 
liegenden Entwickinngen, in Beziehung auf die gewöhnlichen Coordinaten, y und x auf 
die Coordinaten w und v übertragen. Ich will hier vorzugsweise den letztern Weg ein- 
schlagen und habe zu diesem Ende die bisherigen Entwicklungen dieses Paragraphen vor- 
angeschickt. 

Der Symmetrie halber wollen wir endlich noch in die zu discutirende Gleichung eine 

dritte Grösse n einführen, indem wir - und - an die Stelle von V und w schreiben, und 

u _ u 
demnach dieselbe auf folgende Weise bezeichnen: 

f(;i,i)=u = „. (,, 

Wenn diese Gleichung eirie algebraische ist, so ist sie, in Beziehung auf w, v und w. 
homogen. Wenn in dem Folgenden von Differential -Quotienten von w, in Bezicliung 
auf V, die Rede sein wird, so müssen wir, um den frühern Entwicklungen uns anzu- 
schllesscn, u = l setzen. Ferner wollen wir, wenn von Differential- Quotienten von w, 
in Beziehung auf u, die Rede sein wird, stillschweigend dabei verstehen, dass v = I ge- 
setzt werde. Auf diese W^eise gewinnen wir den Vortbeil, dass wir auf eine symmctri- 
(che W^eise die Bczichnngen der hezüglichen Curve zu jeder der beiden Coordinaten- 
Asen erhalten. 

731. Je nachdem -( == —-^ \ negativ oder positiv ist, wachsen die Punct-Ordi- 
naten der Curve oder nehmen ab, wenn wir uns, nach der Richtung der ersten Axe hin, 
weiter vom Anfangspuncle entfernen. Je nachdem die beiden Ausdrücke: 

dV vdw-wdv 

dv'' dv ■"■' 

belogen auf irgend einen Punct Irgend einer durch ihre Gleichung gogcbenen Curve, ent- 
gegengesetzte oder übereinstimmende Zeichen erhalten, kehrt die Curve ihre concave oder 
ihre convese Seite der ersten Coordinaten -Ase zu. (LA.CHOIX a. a, O. 63), 

Da ferner -p == — x, so ist für die Tangenten in den Durchschnlttspuncten der 

Curve mit der zweiten Coordinaten- Axe 

dw 

and man erhalt diese Tangenten, wenn man die letzte Gleichung entwickelt imd dann mit 
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det Gleichung üet Carve zusammenstelle. Für die Tangenten, in den Dnrchschnittspunc. 
un der Cnrve mit der ersten Axe ist 

dw 

und endlich ergibt sicK für die Tangenten der gegebenen Cnrve in ihren Durchschnitts- 
rinnctrn mit irgend einer zweiten Curve: 

f(y, K) = o, (,) 

folgende GleiciinDe : 

,/ dw ilw\ „ 



*) Man sieht sogleich ein, dass, wenn die gegebene Gleiciiung (1) eine algebraische und von 
irgend einem n. Grade, in Beziehung auf w, v uQfl u, Ist, die partiellen Differential- 

Coefficlentcn -j— und — dieselben Grössen in der (n — 1). Potenz enthalten, und Heon 

also die Gleichung (2) ebenfalls eine algebraische und von irgend einem in. Grade, in Be- 
ziehung auf j und X, ist, so, steigt die Gleichung (3), in Ileziehuna aaf n, v und u, bis 
zum m(n— IJ. Grade. 'Wir erhalfen also nin(n~l) Tangenten tlei- Curve fl) in ihren 
Burchschoitlspuncten mit der Curve (2) und also aaeh , worauf es uns hier anliommt, eine 
fileiche Anzahl solcher Durchschnllt^puncte. Da die Curve (2) von der m. Ordnung ist, so 
ist die gegebene Curve von der n(n— 1). Ordnung.- Also eine Curve von dern. Cfasse ist, 
im Allgemeinen, von der n(n— 1). Ordnung, eine Curve von der n. Ordnung Ist, im All- 
gemelaen, von der n(n — 1). Classe. Uuinilfelhar bieraas folgt, dass die Polar- Curve ei- 
ner gegebenen Cune n. Ordnung, in Beziehung auf irgend eine gegebene lineare Hiilfs- 
Gleichnng', Im ÄUgenieinen, eine Curve n(n— 1). Ordnung, nnd die Polar- Curve einer 
gegebenen Curve n Classe von der n(n — I). Classe ist. Ks ergibt sich ferner, dass zwei 
'Cui-ven n unJ m Ordnung, im Allgemeinen und böclislens, mnCm— l)(n— 1) gemelnscbaft- 
lidie Tanaenlen und zwei Cunen von denselben Glasscu eine glelcbe Anzahl. von Durch- 
schnitten nabei 

Die voisfehenden Resultate hat zcerst H. Püncelet in GeRgokne's Annalen und dann 
ausführlicher in seiner oben angeführten Abhandlung im 4. Bande des CEELiE'schen Jour- 
nals Nro es nnd T3 aufgestellt. Es scheinen mir dieselhen fest zu stehen, ungeacblef al- 
äer dagegen eibobenen Zwelfet und Einwürfe. Es bleiht hierbei nur ein Paradox zu erkla'- 
ren. Da nemlich die Polar -Curve einer gegebenen Curve n. Ordnung von der nfn — I) 
Ordnung ist und dip gegebene Curve gegenseitig (und zwar in Beziehung auf dieselbe Ilülfs- 
Gleichung, nenn diese eine symmetrische Ist, in welchem Falle- wir auch rein geometrisch, 
vermittelst eines Kegelschnittes, construlren können) die Polar -Curve jener zweiten Curve 
ist, so reduclrt sich In dem vorliegenden Falle die Polar- Curve einer Curve n(n—-l). Ord- 
nung, die, im Aligemeinen, von der [n(n—l)][nCn—l)—lj Ordnung ist, auf die n. Ord- 
nung. Setzen wir zum Beispiel n = .3, so reduclrt sieb der 30. Grad auf den drilten. 
Wir wollen bei diesem Beispiele stehen bleiben. Fiir die Polar- Curven derjenigen Curven, 
(welche durch die allgemeine Gleichung des 6. Grades dargestellt werden, erhalten wir 
wirklich eine Gleichung des 30. Grades, die aber nicht die allgemeine Gleichung dieses 
Grades sein kann, weil sie nur so viele heÜehige Constanfe enthalt, als die allgemeine 
Gleichung des e. Grades, nemlich nur 27. iliernach hebt sich, wie auch schon sowol H. 
GeRGOMNE als II. PoKCELET bemerkt, jeder scheinbare Widerspruch. Aber es bleibt >m 
Einzelnen noch nachzuweisen, wodurth jene Gleichung des 30. Grades sich reduclrt. Of- 
fenbar kann diess nnr dann geschehen, wenn die Goefficlenten dieser Gleichung durch be- 
sondere Werthe der Goefficlenten der allgemetnen Gleichung des ß. Grades Kult oder un- 
endlich, werden, oder dadurch, dass diese Gleichung reelle Factoren hat, die wir, als der 
Änfgabe fremd', fortlassen. F.g bedarf diess noch einer nähern Erörterung. Die entspre- 
ehenden geometrischen Beziehungen bieten sich ebenfalls nicht sogleich dar. 11, PoNCiOET 
gibt eine Erklarung5weise'(a. a. 'O. Nro. 67), die wenigstens nicht ausreichend ist. Nach 
ihm reduclrt sich die Zahl dermCm — 1) Tangenten, welche sich, von einem gegebenen' 
Puncte aus, an eine gegebene Curve m. Ordnung legen lassen (und also auch der Grad 
ihrer Polar-Curve) nm 2p Einheiten, wenn diese Curve p Doppelpuncte hat,- an deren 
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Wenn dit gegebene Curve eine Asymptote tat, so ist für den Berührnngspanct 
auf derselben x. im Ali^'^emeinen, unendlich. Mithin bekommt man tür jene Asymptote 

dw ~ "■ 
lilne Ausnahme hiervon lindet Statt, wenn die Asymptote mit der zweiten Coordinaten- 
Axe zusanimonrällt; alsdann aber ist j unendlich nnd man iiat; 

du 

Man eihäll also die Asymptoten der in Rede stehenden Curve, wenn man ihre Gleichung 
nili einer der beiden letzten Gleichungen zusammenstellt. Wenn indess diese Zusam- 
menstellung zu Werthon von - und - iührt, die beide nnendiich werden, so erhalt man 
keine Asymplolen, sondern durch - ist alsdann die Richtung der Durehmesser eines 
parabolischen Zweiges der Curve gegeben. 

732, Tür das Differential des Bogens der bezüglichen Curve hat man (!0); 

Für das Differential der Flache, welche von der Curve, der ersten Coordinaten - Axe 
und zwei Ptmct- Ordinalen begränzt wird, hat man 

vdw-^wdv d^v t/'''w\' dVj 

yj. d-j— -ä?'!' = -"/""'■(37; +"'a,-^'''- 

Auf ähnliche Weise hat man für das von der Curve, der zweiten Coordinaten- Ase und 
zwei aufeinander folgende Abscissen begrünzte Flächen - Differential : 

undendliüh, wenn das Flächen - Differential durch die Curve und zwei durch den An- 
fangspunct der CoordinaLen gehende gerade Linien hegranzt Ist; 
ydx— xdy , d^v, 

-T— =■ •/■"dv-''''- 

Bei dem Gebrauche von Linien- Coordinaten bietet sich der Gedanke ganz natUrlich 
dar, Flächenräume durch die gegebene Curve, durch zwei Tangenten derselben und 
durch die zweite Coordinaten- Ase zu begränzen. Das Differential eines so bestimmter) 
Flächenraumes ist alsdann, was sogleich einleuchtet: 

_.,*-y.(-)V.™ 

733. Wenn zwei gegebene Curvcn sich in irgend einem Puncte berühren, so ist für 
diesen Punct, indem wir zur Unterscheidung die accentuirtcn Buchstaben auf die zweite 

Stelle auch conjugirte l'unelc u. s. w. treten und die auch unendlich weit liegen können. 
Aber eine Curve G. Orduung hat höchstens 10 Doppelpuncle. (Es folgt diess auf dem 
Wege, den Gramer in seiner Analyse des Ugnes courbes einschlägl, namentlich daraus, 
dass eine solche Curve von eiuer Ciirve 4. Ordnung; höchstens in 24 Punclen geschnitten 
wird, wonach unter den 14 Punclen, durch welche sich immer eine Curve i. Ordnung le- 
gen lässt, höchstens lo Doppclpuncte der Ciirre S. Ordijung sind.) Hiernach kann also 
jene Curve, die, im Allgemeinen, vqii der 30. Qtima% ist, sich höchstens auf die 10. 
Ordnung rcdueiren. 
II. S7 
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CnrvC bezichen: 

l = »• '' = >■• ' = •■■ 

Die erste und dritte dieser drei Gielcliungen geben: 

^ . dw dw' 

^ - ^' d7 ~ d?' 

und die zweite Gleichang gibt, wenn wir die vorstehenden beiden berücksiditigen; 

Es stimmen also zwei sich berührende Curven ebenfalls in den Coordinaten vi und v und 
dem Differential- Quotienten, in Beziehung auf diese Coordinaten, überein. 

Die Gleichung (11) der 737. Nummer zeigt, dass zwei sich drelpunctig oscuÜrende 
Curven, da sie, was y und x nnd die beiden ersten Differential- Quotienten von y, in 
Beziehung auf x, betrifft, übereinstimmen, ebenfalls übereinstimmen in den Werihen 
von w, V und den beiden ersten Differential- Quotienten von vr, in Beziehung auf v. 
Femer folgt ans der Gleichung (12), dass bei einer vierpunctigen Osculation die beiden 
Curven, auch in Betreff der dritten Differential -Quotienten, von w, in Beziehung auf 
V, übereinstimmen und aus der Gleichung (13) ist ersichtlich, dass bei einer fiinfpuncli- 
gen Osculation aueh die vierten Differential -Quotienten gleiche Werthe erhalten. Wir 
überzeugen uns auf diesem Wege, dass die Theorie der Osculation In dem neuen 
Systeme derselben Theorie, in dern Systeme der gewöbnlichen Punct- Coordinaten, ganz 
nnd gar analog ist, und dass bei jedem beliebigen Grade des Contactcs so viele Tangen- 
ten als Puncte zusammenfallen. 

734. Der allgemeine Ausdruck für den Krümmungshalbmesser ist folgender: 

Die Mittelpuncle der Kriimmungs-Kreise für alle verschiedenen Puncte einer gegebe- 
nen Curve liegen bekanntlich auf einer zweiten Curve, deren Tangenten die Normalen 
der gegebenen Curve sind, und durch deren Abwicklung man diese Curve erhalt. Wir 
können leicht die Gleichung jener zweiten, der abgewickelten, Curve erhalten. Es sei 

r(», V) = o ^ (,) 

die Gleichung der gegebenen Curve. Für denBerührungspunct auf irgend einer beliebigen 
Tangente (w, v) dieser Curve ergibt sich, indem wir W und Y als die eigentlichen ver- 
änderlichen Grössen {coordoniie'es courantes) betrachten, folgende Gleichung: 

W-w = |^(V-,). 

Für die Normale in diesem Berührungspuncte, die wir durch (w', v') bezeichnen wollen, 
hftt man zunächst: 

_ 1 

und hiernach erhalt man aus der letzten Gleichung: 

Subslltuiren wir endlich die eben gefundenen Werthe von w und v in die Gleicbung (i), 
so. komui' 
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uiici dicss ist die gesuchte Gleichung der abgewickelten Ciirve, wenn wir iJen Werth des 
Üifferential-Quotienfcn -p- als Function von v ans der Glciclinng (i) ziehen, für v sei- 
nen Werlli ( — -, j set/,cn und dann überall in der letzten Gleichung w' und v' als ver- 
änderliche Grossen betrachten. 
Es sei ferner 

f(y, x) =.0 (,) 

die Gleichung der gegebenen. Gurve zwischen Punct-Coordlnaten. Die Gleichung der 
Normalen in irgend einem Pancle (y, x) dieser Curve ist bekanntlich, wenn wir Y und 
X als die eigentlichen veränderlichen Grossen betrachten: 

und also sind die Coordiuaten derselben : 

_ dx __ ydy-f-xdx 

dy' ~~ dy ' 

Wenn wir zwischen den beiden letzten Gleichungen und der Gleichung (2) y nnd x eli- 
miniren, so crhaltcH wir wiederum die Gleichnng der abgewickelten Curve, Umgekehrt 
erhält man, wenn die Gleichung der abgewickelten Curve zwischen Linien -Coordinaten 
gegeben ist, vermittelst der letzten beiden Gleichungen, nnmittelbar die Differential - Glei- 
chung der abwickelnden Ciirve. 

Ich enthalte mich, des beschränkten Raumes wegen, aller detailllrten Entwicklungen. 
faS. Ich gehe zu einigen Ändeulnngen über die Theorie der singnlarcn Puncto 
und siiigulären geraden Linien über. Wenn 

l-(y, x) = Z = (,) 

die Gleichung irgenü einer gegeteneii Curve isl, die einen Doppelfpunct hat, so wird 
dcrselhe dadurch angezeigt, dass zugleich 

dZ dZ 



dy ~ "' E 



(0 



wonach ^ unter der Form " erscheint, und sein wahrer Worth ein zwiefacher ist. Wenn 
die Gleichung 

f(w, V) = U = O _ (3) 

eine Gnrve darstellt, deren zwei Zweige von derselben geraden Linie berührt werden, so 
wird diese gerade Linie dadurch angezeigt, dass 

dÜ all 

,— = o, -— = o, (4) 

dw dv ^ ■' 

wonach ir— unter der Form - erscheint, und sein wahrer W^erth ein zwiefacher ist. Da 

dv _ o 

wir hiernach zur Bestimmung jenes Doppcitpnnctes und dieser gemeinschaftlichen Tan- 
gente zweier Zweige jedesmal zugleich drei Gleichungen orbalten, so ist ersichtlich, dass, 
im Allgemeinen, eine algebraische Curve einerseits keine zwei sich schneidende Zweige 
und andrerseits keine solche zwei Zweige hat,, welche beide von derselben geraden Li- 
nie berührt werden, ond dass dieselbe überhaupt kein« singulare Puucte und singulare ge- 
rade Linien hat. Wenn wir ein System von zwei Curven als eine einzige Curve- betrachten, 
so erhalten wir, in Uebereinstimmung mit den vorstehenden Bemerkungen, so viele Dop- 
pcltponcte und so viele, zwei Zweige berührende, gerade Linien, als die beiden Carvcn 
Darchschnittspuncte nnd gemeinschaftliche Tangenten haben. 

37* 
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Ein conjogirter, isolirter Punct einer gegebenen Curve (l) wird dadurch angezeigt, 
dass -i^ oder einer der folgenden Differential -Coefficienten von y, in Beziehung auf x, 
imaginär wird: eine conjngirte isolirle gerade Linie einer gegebenen Curve (l) wird da- 
durch angezeigt, dass der erste oder einer der spätem Differential -Coefficienten von iv, 
in Beziehung auf v, imaginär wird. 

Für Rückkchrpuncte und Wendungspuncte ist bekanntlich der zweite Differenlial- 
Coefficicnt -r^ gleich Null oder unendlich; die Tangente in solchen Puocten ist eine 
singulare gerade Linie und für dieselbe mithin (727) der zweite Differential - Coefficient 
■^-^ , umgekehrt, gleich Null oder unendlich. 

Wenn-j— unendlich wird, so ist die beziiglichc Tangente eine Asymptote. Die TaY- 
LORsche Reihe versagt alsdann ihren Dienst zur Entwicklung von w. In diesem Falle 
müssen wir untersuchen, ob die Gleichungen (4) nicht beide zugleich befriedigt werden 
und jener Differential - Coefficient , der alsdann ursprünglich unter der Form ~ erscheint, 
durch Fortlassung eines gemeinschaftlichen Factors in Nenner und Zahler sich unter sei- 
nem wahren Wertbe, als unendlich gross, darstellt. Wenn diess geschieht, so ist die 
Asymptote eine singulare gerade Linie, die auch noch von einem zweiten Zweige der 
Curve berührt wird. Es kann alsdann auch, was eine leichte Entwicklung zeigt, der auf 
dieser Asymptote unendlich weit entfernt liegende Punct ein solcher singulärer Punct 
sein, der einem Bückkehr- oder Wendungs- Punct entspricht. Einfache Beispiele hier- 
von liefern die Gleichungen 

\v' = p^v, w^ = p'v^, 

für w = o und v = o. 

736. Wir haben in diesem .letzten Paragraphen w und v als die beiden Linien-Goor- 
dinaten betrachtet, nehmen wir stall derselben w und n, so bleibt Alles unverändert, wenn 
wir die beiden Coordlnaten- Axcn mit einander vertauschen. Wenn wir v und u als Li- 
nien -Coordinaten einführen, so gelit die Gleichung (4) der 726, Kummer in folgende 
über: 

uy-f-vx-f-l = o, 
nnd diese Gleichung erhält wiederum die Fornr der. Gleichung (if), wenn wir dieselbe 
durch y dividlren, z für - schreiben und dann y gleich Eins nehmen. Auf diese Weise 
kommt nemllch: 

Z-f-vx-f-u =3 o. 
Wir können hiernach in allen bisherigen Entwicklungen dieses Paragraphen z mit y 
nnd u mit w vertauschen. Auf diese Weise erhalten wir zum Beispieli 
da _ ^" _ tl'^ ^^'^ 

ds ' dv ~ ' dx^ ' dv^ ~ 

737. W^enn irgend eine Curve, deren Gleichung folgendeist; 

F(., X) = Y = o, 
einen singnlären Punct hat, so ergibt sich für denselben, ähnlich wie in der 735. Num- 
mer, zugleich: 

dY dY 

dz ' üK 

Wenn irgend eine Curve, deren Gleichung folgende istä 
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i(a, v) = VV = o, 
nine singiilUi'i; gerade Linie hat, so crgiljt sich für flicseibe sogleich: 

-^^^ = ^^ ^ 

du ' dv ■ 

In dcrü ersten Coordliiatcn- Systeme I)egcg;oet man unwillkührlich auch den singalärcn 
Pnncten in nnendlicher Entfernung, deren Existenz erst vor Kurzem H. PONCELET ange- 
zeigt lial, nnd zugleich bietet. sich eine leichte Dlscussion derselben dar, weil das z ei- 
nes solchen Pnnctes Null wird, wahrend das x desselben, im Allgemeinen, einen endli- 
chen Werth behält. Auf eine ähnliche Weise knüpft sich an das zweite Coordinaten- 
LSj'Slem eine einfache Discnsston der unendlich weit enlfernt liegenden singnlüren geraden 
Linien einer gegebenen Curve, für welche zugleich n = o und v = o. ■— 
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, 1.3 ., „ steht der Faclor 2 zuviel. 

, 14 „ „ stau «H-|5 !. a^—ß. 

, 11 V. O. St. sin& \. siry'&. 

, 10 „ „ St. a^—ß I. ß^— f?. 

, 14 V. u. st. J 1. J*. 

, 17 ,-, „ st. IiUroduction 1. Introductiä. 

, 18 V. o. sl. erste 1. zweite. 

, 19 V. «. St. M"M^, 1. M'M,,. 

, 9 j, „ st. entgetjengesetztem I. gle/chem. 

, 8 „ „ st. kleiner oder grösser als das I. gröücr oder kleiner als das vierfache 

, IS „ „ St. ^y" 1. %y. 

, 3 ., „ st y i. — y. 

, 1 „ „ St. — 2(q-q>+ I. +2[,[-^q')K— , 

. 20 „ „ St. Wir . . . Parallel liaiaii I. Je nachdem {y^—t) und demnach auch (rf^— jJij 
positiv, gleich Null ohcr negativ ist, also je nachdem die.Coordinateii - Aieu 
die Curve schneiden, berühren oder nicht schneiden, sind jene Paralleilinii'r 
reell, fallen zusammen oder sind imaginär. 

, 10 „ „ st nur I. nun. 
I6 ,, „ sl. 2« I. 2f,M. 

, .1 V, o. sL TV I. TU. 

, 3 „ ,, St. X überall y.. 

In der 16. Figuj' der 1. Tafel ist eine durch 0' gehende gerade Linie falscl; 



s mich die i'f^inkel sich drehet. 



1. ist d.is ZeicMfen des Ausdrucks für (a+a') zu Hnder», wodurch auch eine '. 
chen-Aend|rane m den Gleichungen (7), («), (10) und (U) hervorgebracht w 
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statt a 1. x'. 
5t. u- i. c". 

St. ohne daas dif IVinhel sich drehen 1. 
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sl. 440 1. 441., 
, St. ;; 1. X, 
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